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Určeńı počátečńı aproximace
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Řešeńı nelineárńıch rovnic Úvod

Kǒreny nelineárńı rovnice f (x) = 0 obecně neuḿıme vyjáďrit explicitńım vzorcem.
K řešeńı nelineárńı rovnice proto použ́ıváme iteračńı metody: z jedné nebo
několika počátečńıch aproximaćı hledaného kǒrene x∗ generujeme posloupnost
x0, x1, x2, . . . , která ke kǒrenu x∗ konverguje. Pro některé metody stač́ı, když
zadáme interval 〈a, b〉, který obsahuje hledaný kǒren. Jiné metody vyžaduj́ı, aby
počátečńı aproximace byla k hledanému kǒrenu dosti bĺızko; na oplátku takové
metody konverguj́ı mnohem rychleji. Často proto zač́ınáme s

”
hrubou“, avšak

spolehlivou metodou, a teprve když jsme dostatečně bĺızko kǒrene, p̌rejdeme na

”
jemněǰśı“, rychleji konverguj́ıćı metodu.

Abychom naše úvahy zjednodušili, omeźıme se na problém určeńı reálného
jednoduchého kǒrene x∗ rovnice f (x) = 0, tj. p̌redpokládáme, že f ′(x∗) 6= 0.
Budeme také automaticky p̌redpokládat, že funkce f (x) je spojitá a má tolik
spojitých derivaćı, kolik je jich v dané situaci zapoťreb́ı.
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Úvod
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Počátečńı aproximaci kǒrenů rovnice f (x) = 0 můžeme zjistit z grafu funkce f (x):
ručně, nebo raději pomoćı vhodného programu na poč́ıtači, vykresĺıme funkci f (x)
a vyhledáme jej́ı pr̊useč́ıky s osou x .
Jinou možnost́ı je sestaveńı tabulky [xi , f (xi )] pro nějaké děleńı

a = x0 < x1 · · · < xi−1 < xi < · · · < xn = b

zvoleného intervalu 〈a, b〉. Když ve dvou sousedńıch bodech tabulky nabývá
funkce f (x) hodnot s opačným znaménkem, tj. když f (xi−1)f (xi ) < 0, pak mezi
body xi−1 a xi lež́ı reálný kǒren rovnice f (x) = 0.

Př́ıklad 5.1. Źıskáme hrubý odhad kǒrenů rovnice f (x) = 0, kde

f (x) = 4 sin x − x3 − 1 .

Z obrázku 5.1 zjist́ıme, že existuj́ı ťri kǒreny: x∗1 ∈ (−2,−1), x∗2 ∈ (−1, 0)
a x∗3 ∈ (1, 2). 2
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Obr. 5.1: Graf funkce 4 sin x − x3 − 1
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Na principu znaménkových změn je založena

Metoda bisekce známá také jako metoda půleńı interval̊u. Předpokládejme, že
funkce f (x) má v koncových bodech intervalu (a0, b0) opačná znaménka, tj. plat́ı
f (a0)f (b0) < 0. Sestroj́ıme posloupnost interval̊u
(a1, b1) ⊃ (a2, b2) ⊃ (a3, b3) ⊃ . . . , které obsahuj́ı kǒren. Intervaly (ak+1, bk+1),
k = 0, 1, . . . , urč́ıme rekurzivně způsobem, který si nyńı poṕı̌seme.
Sťred intervalu (ak , bk) je bod xk+1 = 1

2 (ak + bk). Když f (xk+1) = 0, pak
xk+1 = x∗ je kǒren a dál nepokračujeme. Pokud f (xk+1) 6= 0, polož́ıme

(ak+1, bk+1) =

{
(ak , xk+1) , když f (ak)f (xk+1) < 0 ,

(xk+1, bk) , když f (ak)f (xk+1) > 0 .
(5.1)

Z konstrukce (ak+1, bk+1) okamžitě plyne f (ak+1)f (bk+1) < 0, takže každý
interval (ak , bk) obsahuje kǒren. Po k kroćıch je kǒren v intervalu Ik := (ak , bk)
délky

|Ik | = bk − ak = 2−1(bk−1 − ak−1) = · · · = 2−k(b0 − a0) .

Sťred xk+1 intervalu (ak , bk) aproximuje kǒren x∗ s chybou

|xk+1 − x∗| ≤ 1
2 (bk − ak) = 2−k−1(b0 − a0) . (5.2)

Pro k →∞ žrejmě |Ik | → 0 a xk → x∗.
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Př́ıklad 5.2. Metodu bisekce aplikujeme na rovnici z p̌ŕıkladu 5.1. Jako počátečńı
zvoĺıme interval (a0, b0) = (1, 2). Připomeňme, že f (1) > 0, f (2) < 0. Proto také
f (ak) ≥ 0, f (bk) ≤ 0 pro každé k. Posloupnost interval̊u zaznamenáváme do
tabulky.

k ak bk xk+1 f (xk+1)

0 1 2 1,5 < 0

1 1 1,5 1,25 > 0

2 1,25 1,5 1,375 > 0

3 1,375 1,5 1,4375 < 0

4 1,375 1,4375 1,40625 > 0

5 1,40625 1,4375 1,421875

Po pěti kroćıch má interval (a5, b5) délku 2−5 = 0,03125 a x6 = 1,421875
aproximuje kǒren s chybou nep̌resahuj́ıćı 2−6 = 0,015625. 2
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Metoda bisekce konverguje pomalu: protože 10−1 .
= 2−3,32, zp̌resněńı o jednu

dekadickou cifru vyžaduje v pr̊uměru 3,32 kroku. Všimněte si, že rychlost
konvergence vyjáďrená vztahem (5.2) v̊ubec nezáviśı na funkci f (x). To proto, že
jsme využ́ıvali pouze znaménka funkčńıch hodnot. Když tyto hodnoty (a p̌ŕıpadně
také hodnoty derivaćı f (x)) využijeme efektivněji, můžeme dosáhnout podstatně
rychleǰśı konvergence. Takové

”
zp̌resňuj́ıćı“ metody však konverguj́ı pouze tehdy,

když pro ně zvoĺıme dostatečně dobrou počátečńı aproximaci. Vhodná počátečńı
aproximace bývá často určena právě metodou bisekce.
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Snad nejznáměǰśı mezi nimi je

Newtonova metoda nebo-li metoda tečen. Jak je u iteračńıch metod zvykem,
vyjdeme z počátečńı aproximace x0 a postupně poč́ıtáme x1, x2, . . . způsobem,
který si ted’ vysvětĺıme.
Předpokládejme, že známe xk a máme určit lepš́ı aproximaci xk+1. Uděláme to
tak, že bodem [xk , f (xk)] vedeme tečnu ke ǩrivce y = f (x) a pr̊useč́ık tečny s osou
x považujeme za xk+1. Do rovnice tečny

y = f (xk) + f ′(xk)(x − xk)

tedy dosad́ıme y := 0, vypočteme x a polož́ıme xk+1 := x . Tak dostaneme p̌redpis

xk+1 = xk −
f (xk)

f ′(xk)
. (5.3)
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Výpočet ukonč́ıme a xk+1 považujeme za dostatečně p̌resnou aproximaci kǒrene,
pokud

|xk+1 − xk | ≤ ε , p̌ŕıpadně |xk+1 − xk | ≤ ε|xk | nebo |f (xk+1)| ≤ ε , (5.4)

kde ε je požadovaná p̌resnost. T́ım sice neńı zaručeno, že také |xk+1 − x∗| ≤ ε, je
to ale obvyklý způsob, pomoćı něhož iterace ukonč́ıme. Tato tzv. stop kritéria jsou
vhodná i pro daľśı metody, které v tomto odstavci uvedeme.
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Obr. 5.2: Newtonova metoda
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Př́ıklad 5.3. Newtonovou metodou urč́ıme kladný kǒren rovnice z p̌ŕıkladu 5.1.
Zvoĺıme x0 = 2. Výpočet ukonč́ıme, když |f (xk)| < 10−5.

k xk f (xk) f ′(xk) f (xk)/f ′(xk) xk − x∗

0 2 −5,362810 −13,66459 0,392460 0,563550

1 1,607540 −1,156877 −7,899490 0,146450 0,171089

2 1,461090 −0,143158 −5,966406 0,023994 0,024640

3 1,437096 −0,003653 −5,662524 0,000645 0,000646

4 1,436451 −0,000003 0,000000

Posledńı sloupec vyžaduje znalost p̌resného řešeńı. To źıskáme provedeńım ještě
jednoho kroku Newtonovy metody. Dá se ukázat, že x∗

.
= x5 = 1,43645032 má

všechny cifry platné. Požadovaná p̌resnost byla tedy dosažena ve čtvrtém kroku,
x4

.
= 1,43645 má všechny cifry platné. 2
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Konvergence Newtonovy metody. Necht’ ek = xk − x∗ je chyba v k-tém kroku.
Ukážeme si, jak souviśı s chybou ek+1 v kroku následuj́ıćım. Z Taylorova rozvoje
f (x∗) okolo xk dostaneme

0 = f (x∗) = f (xk) + (x∗ − xk)f
′(xk) +

1

2
(x∗ − xk)

2f ′′(ξ) ,

kde ξ je nějaký bĺıže neurčený bod intervalu, jehož krajńı body jsou xk a x∗. Když
rovnici děĺıme f ′(xk), dostaneme

−1

2
(x∗ − xk)

2 f ′′(ξ)

f ′(xk)
=

f (xk)

f ′(xk)
+ (x∗ − xk) = x∗ −

[
xk −

f (xk)

f ′(xk)

]
= x∗ − xk+1 ,

takže máme

ek+1 =
1

2

f ′′(ξ)

f ′(xk)
e2
k , (5.5)

a když xk → x∗, pak

ek+1

e2
k

−→ C , kde C =
1

2

f ′′(x∗)

f ′(x∗)
.

Protože chyba ek+1 je úměrná druhé mocnině chyby ek , ř́ıkáme, že Newtonova
metoda konverguje kvadraticky nebo také, že je druhého řádu. Uved’me si
p̌resněǰśı definici:
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Necht’ x0, x1, x2, . . . je posloupnost, která konverguje k x∗ a ek = xk − x∗. Když
existuje č́ıslo p a konstanta C 6= 0 taková, že

lim
k→∞

|ek+1|
|ek |p

= C , (5.6)

pak p se nazývá řád konvergence posloupnosti a C je chybová konstanta.
Speciálně ř́ıkáme, že

konvergence je
lineárńı,
superlineárńı,
kvadratická,

když
p = 1 a C < 1 ,
p > 1 ,
p = 2 .

Řekneme, že daná metoda je řádu p, jestliže všechny konvergentńı posloupnosti
źıskané touto metodou maj́ı řád konvergence věťśı nebo rovný p a nejméně jedna
z těchto posloupnost́ı má řád konvergence rovný p̌resně p.

V bĺızkosti kǒrene plat́ı: č́ım vyš̌śı řád p, t́ım rychleǰśı konvergence, nebot’

|ek+1| ≈ C |ek |p ,

takže když |ek | je malé, pak |ek+1| je t́ım menš́ı, č́ım je p věťśı.
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V́ıme už, že když Newtonova metoda konverguje, pak rychlost konvergence
xk → x∗ je alespoň kvadratická (pro některé funkce f může být i vyš̌śı). Zbývá
ještě zodpovědět otázku, za jakých podḿınek je zaručeno, že konvergence v̊ubec
nastane. Ukažme si to.
Předpokládejme, že v nějakém okoĺı I kǒrene plat́ı

1

2

f ′′(y)

f ′(x)
≤ m pro všechna x ∈ I , y ∈ I .

Když xk ∈ I , pak z (5.5) plyne |ek+1| ≤ m|ek |2 nebo-li |mek+1| ≤ |mek |2.
Opakováńım této úvahy dostaneme

|mek+1| ≤ |mek |2 ≤ |mek−1|4 ≤ |mek−2|8 ≤ |mek−3|16 ≤ · · · ≤ |me0|r , kde r = 2k+1.

Když plat́ı |me0| < 1, pak jistě |ek+1| → 0 a tedy xk+1 → x∗. Dokázali jsme tedy,
že

Newtonova metoda vždy konverguje za p̌redpokladu, že počátečńı aproximaci
zvoĺıme dostatečně bĺızko ke kǒrenu.
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Dobrou počátečńı aproximaci x0 můžeme źıskat nap̌r. metodou bisekce. Vhodným
spojeńım metody bisekce a Newtonovy metody lze sestrojit kombinovanou
metodu, která vždy konverguje, viz nap̌r. procedura rtsafe
v [Numerical Recipes]. V bĺızkosti kǒrene se p̌ritom uplatńı jen Newtonova
metoda, takže konvergence je rychlá.

Pomoćı náčrtku snadno ově̌ŕıme, že Newtonova metoda konverguje, když jsou
splněny tzv. Fourierovy podḿınky:

a) f ∈ C 2〈a, b〉 a p̌ritom f (a)f (b) < 0;

b) f ′ a f ′′ neměńı na intervalu 〈a, b〉 znaménko a f ′(x) 6= 0 pro každé x ∈ 〈a, b〉;
c) jako x0 voĺıme ten z bodů a, b, v němž je f (x0)f

′′(x0) > 0.

Praktický význam však Fourierovy podḿınky nemaj́ı, nebot’ pro velké b − a
obvykle tyto podḿınky bud’to neplat́ı nebo je neuḿıme snadno ově̌rit.
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Metoda sečen. V každém kroku Newtonovy metody muśıme poč́ıtat hodnotu
f (xk) a derivaci f ′(xk). Když vzorec pro výpočet derivace nemáme k dispozici,
nebo když náklady spojené s výpočtem derivace jsou vysoké, můžeme derivaci
aproximovat pod́ılem

f ′(xk) ≈
f (xk)− f (xk−1)

xk − xk−1
.

Tak dostaneme metodu sečen: zadáme dvě počátečńı aproximace x0, x1

a poč́ıtáme x2, x3, . . . podle p̌redpisu

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f (xk)− f (xk−1)
f (xk) . (5.7)

Název metody vycháźı z jej́ı geometrické interpretace: xk+1 je x-ová soǔradnice
pr̊useč́ıku p̌ŕımky procházej́ıćı body [xk−1, f (xk−1)] a [xk , f (xk)] s osou x :

y = f (xk) +
f (xk)− f (xk−1)

xk − xk−1
(x − xk) = 0 =⇒ x = xk+1 .

Protože tato p̌ŕımka prot́ıná graf funkce f , je to sečna, odtud metoda sečen.
Všimněte si, že v každém kroku vyč́ıslujeme hodnotu funkce jen jednou:
vypočteme f (xk), hodnotu f (xk−1) p̌revezmeme z p̌redchoźıho kroku.
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Obr. 5.3: Metoda sečen
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Dá se odvodit, že rychlost konvergence metody sečen je řádu
p = 1

2 (1 +
√

5) ≈ 1,618, tedy poněkud nižš́ı než u Newtonovy metody. Č́ıslo

τ = (
√

5− 1)/2 ≈ 0,618 je tzv. poměr zlatého řezu. Toto magické č́ıslo se znovu
objev́ı v odstavci jednorozměrná minimalizace, kde si o něm řekneme trochu v́ıc
(viz poznámka o zlatém řezu).
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Př́ıklad 5.4. Metodou sečen urč́ıme kladný kǒren rovnice z p̌ŕıkladu 5.1. Zvoĺıme
x0 = 1, x1 = 2. Výpočet ukonč́ıme, když bude |f (xk)| < 10−5.

k xk f (xk) xk − x∗

0 1 1,365884 −0,436450

1 2 −5,362810 0,563550

2 1,202994 0,991513 −0,233456

3 1,327357 0,543420 −0,109094

4 1,478177 −0,246970 0,041726

5 1,431051 0,030349 −0,005400

6 1,436208 0,001370 −0,000242

7 1,436452 −0,000008 0,000001

Až do čtvrtého kroku (výpočet x5) je konvergence poměrně pomalá. Teprve
v posledńıch dvou kroćıch se plně uplatnila rychlá konvergence metody sečen.
2
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Metoda sečen zaručeně konverguje, pokud zvoĺıme startovaćı hodnoty x0 a x1

dostatečně bĺızko ke kǒrenu x∗. To lze zajistit nap̌r. metodou bisekce. Daľśı
metodou, jak źıskat dobré startovaćı aproximace, je varianta metody sečen známá
jako

Metoda regula falsi. Počátečńı aproximace x0 a x1 se voĺı tak, aby
f (x0)f (x1) < 0. Nová aproximace xk+1 se opět źıská jako pr̊useč́ık sečny s osou x .
Sečna však tentokrát spojuje bod [xk , f (xk)] s bodem [x`, f (x`)], kde ` < k je
nejvěťśı index, pro který f (x`)f (xk) < 0. Výpočet tedy prob́ıhá podle vzorce

xk+1 = xk −
xk − x`

f (xk)− f (x`)
f (xk) , k = 1, 2, . . . (5.8)

Přitom pro k = 1 je ` = 0, a po výpočtu xk+1 urč́ıme index ` takto:

když f (xk+1)f (xk) < 0, pak ` = k, v opačném p̌ŕıpadě se ` neměńı.

Výhodou metody regula falsi je to, že podobně jako metoda bisekce vždy
konverguje: interval Ik , jehož koncové body jsou xk a x`, obsahuje kǒren. Na rozd́ıl
od metody bisekce však délka intervalu Ik nekonverguje k nule. Rychlost
konvergence metody regula falsi je jen lineárńı. Metodu regula falsi (podobně jako
metodu bisekce) proto použ́ıváme pouze pro źıskáńı dobré počátečńı aproximace,
pak p̌recháźıme na rychleǰśı metodu.
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Př́ıklad 5.5. Metodou regula falsi urč́ıme kladný kǒren rovnice z p̌ŕıkladu 5.1.
Zvoĺıme x0 = 1, x1 = 2. Připomeňme, že f (x0) > 0.

k x` xk xk+1 f (xk+1) xk − x∗

1 1 2 1,202994 0,991513 −0,233456

2 2 1,202994 1,327357 0,543420 −0,109094

3 2 1,327357 1,389245 0,253012 −0,047205

4 2 1,389245 1,416762 0,108896 −0,019688

5 2 1,416762 1,428369 0,045283 −0,008081

6 2 1,428369 1,433156 0,018561 −0,003295
...

14 2 1,436444 1,436448 0,000014 −0,000002

15 2 1,436448 1,436449 0,000006 −0,000001

Z tabulky je vidět, že poč́ınaje druhým krokem x` = 2. Dále je žrejmé, že do
čtvrtého kroku (výpočet x5) je p̌resnost metody regula falsi srovnatelná s p̌resnost́ı
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metody sečen, viz p̌ŕıklad 5.4. V následuj́ıćıch kroćıch je už ale patrná lineárńı
konvergence: podḿınka |f (xk)| < 10−5 je splněna až pro x16.

Všimněte si: délka interval̊u Ik = (xk , 2) (pro k ≥ 2) konverguje k č́ıslu
2− x∗

.
= 0,563550.
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Obr. 5.4: Regula falsi
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Steffensenova metoda se ř́ıd́ı p̌redpisem

xk+1 = xk −
f (xk)

dk
, kde dk =

f (xk + f (xk))− f (xk)

f (xk)
(5.9)

je speciálně spočtená aproximace f ′(xk) p̌ripoḿınaj́ıćı dop̌rednou diferenci:

f ′(xk) ≈ dk =
f (xk + hk)− f (xk)

hk
, kde hk = f (xk) .

V každém kroku se funkce f vyhodnocuje dvakrát: kromě hk = f (xk) se poč́ıtá
ještě také f (xk + hk). Oproti metodě sečen je tu jedno vyhodnoceńı funkce nav́ıc.
Na druhé straně lze ukázat, že rychlost konvergence Steffensenovy metody je
stejná jako u Newtonovy metody, tedy kvadratická.
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Metoda inverzńı kvadratické interpolace. Metoda sečen použ́ıvá dva p̌redchoźı
body k źıskáńı daľśıho, proč tedy nepouž́ıt ťri?
Body [xk−2, f (xk−2)], [xk−1, f (xk−1)] a [xk , f (xk)] můžeme proložit parabolu
P2(x) jako kvadratickou funkci proměnné x , a za daľśı aproximaci xk+1 vybrat
bod, v němž parabola protne x-ovou osu. Na tomto principu je založena Műllerova
metoda. Pot́ıž je v tom, že parabola nemuśı x-ovou osu protnout, nebot’

kvadratická funkce nemuśı ḿıt reálné kǒreny. Výpočet je proto ťreba provádět
v komplexńı aritmetice, a to i v p̌ŕıpadě, že rovnice f (x) = 0 má jen reálné kǒreny.
Mı́sto paraboly v proměnné x můžeme ťremi body proložit parabolu Q2(y)
v proměnné y , určenou interpolačńımi podḿınkami

Q2(f (xk−2)) = xk−2 , Q2(f (xk−1)) = xk−1 , Q2(f (xk)) = xk .

Tato parabola vždy prot́ıná x-ovou osu, stač́ı zvolit y = 0. Proto jako daľśı
aproximaci voĺıme xk+1 = Q2(0). Tato metoda je známa jako metoda inverzńı
kvadratické interpolace. Jej́ı konvergence je superlineárńı řádu p ≈ 1, 839, viz
[Heath].
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Brentova metoda. Metoda inverzńı kvadratické interpolace spolu s metodou
sečen a metodou bisekce jsou základem populárńı Brentovy metody, viz nap̌r.
[Moler], dále také program zbrent v [Numerical Recipes] nebo funkce fzero
v MATLABu.

Přednost́ı Brentovy metody je to, že nepouž́ıvá derivace funkce f , je spolehlivá, tj.
zaručeně konverguje ke kǒrenu, a po několika počátečńıch kroćıch se chyba rychle
zmenšuje, nebot’ rychlost konvergence je superlineárńı.

Startovaćı body x0 a x1 je ťreba zvolit tak, aby f (x0)f (x1) < 0. Aproximace x2 se
urč́ı metodou sečen. Necht’ (a1, b1) je interval, jehož koncové body jsou x0 a x1.
Pak žrejmě x2 ∈ (a1, b1). Daľśı aproximaci x3 budeme hledat v kraťśım intervalu
(a2, b2) ⊂ (a1, b1), jehož jeden koncový bod je x2 a druhý je ten z bodů a1, b1,
v němž má funkce f opačné znaménko než v x2, takže f (a2)f (b2) < 0 a (a2, b2)
obsahuje kǒren.
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Při výpočtu x3, x4, . . . Brentova metoda použ́ıvá jednu ze ťŕı základńıch metod
tak, aby nová aproximace xk+1 ∈ (ak , bk). Dále se vybere interval
(ak+1, bk+1) ⊂ (ak , bk) obsahuj́ıćı kǒren. Jedńım z jeho koncových bodů je xk+1,
druhým je ten z bodů ak , bk , v němž má funkce f znaménko opačné než v xk+1.

Při výpočtu xk+1 se p̌rednostně použije metoda inverzńı kvadratické interpolace,
pokud takto źıskaná aproximace neńı dostatečně dobrá, zkuśı se metoda sečen,
a když ani ta nezabere, použije se jako záchrana metoda bisekce. Podrobněǰśı
popis Brentovy metody je uveden nap̌r. v [Moler], [Numerical Recipes].
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Př́ıklad 5.6. Budeme hledat kladný kǒren rovnice z p̌ŕıkladu 5.1 a porovnáme
jednotlivé metody podle počtu pk krok̊u a počtu pf vyhodnoceńı funkce f
(u Newtonovy metody do pf zahrneme také počet vyhodnoceńı derivace f ′). Pro
výpočet Brentovou metodou jsme použili upravený program fzerotx, viz [Moler].

Výpočet jsme zahájili takto: v metodě bisekce počátečńı interval (a0, b0) = (1, 2),
v Newtonově a Steffensenově metodě x0 = 2, v ostatńıch metodách x0 = 1
a x1 = 2. Použili jsme stop kritérium |f (xn)| < ε. V tabulce jsou uvedeny hodnoty
pk/pf pro několik toleranćı ε.

ε 10−3 10−6 10−9 10−12 10−15

bisekce 9/11 19/21 29/31 39/41 49/51

regula falsi 10/12 17/19 25/27 33/35 40/42

sečny 6/8 7/9 8/10 8/10 9/11

Newton 4/8 5/10 5/10 6/12 6/12

Steffensen 4/8 5/10 6/12 6/12 7/14

Brent 6/7 7/8 7/8 8/9 8/9
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Nejmenš́ı pk má Newtonova metoda, nejmenš́ı pf Brentova metoda. Z výpisu
o pr̊uběhu výpočtu Brentovou metodou vyplývá, že se ani jednou nepoužila
bisekce, proto tak skvělý výsledek. 2
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Poznámka (O metodě prosté iterace). Předpokládejme, že funkce g ∈ C 〈a, b〉
splňuje tyto dvě podḿınky:

(α) g(x) ∈ 〈a, b〉 ∀x ∈ 〈a, b〉,
(β) existuje č́ıslo q, 0 ≤ q < 1, takové, že

|g(x)− g(y)| ≤ q|x − y | ∀x , y ∈ 〈a, b〉 .
Pak rovnice x = g(x) má v 〈a, b〉 jediné řešeńı x∗ a posloupnost postupných
aproximaćı xk+1 = g(xk), k = 0, 1, . . . , konverguje k x∗ pro každé x0 ∈ 〈a, b〉.
Bod x∗ = g(x∗) se nazývá pevný bod funkce g (zobrazuje x∗ na sebe). Následuje
náčrt důkazu.

1) Existence. Z podḿınky (α) plyne g(a) ≥ a, g(b) ≤ b, odtud
(a− g(a)) · (b − g(b)) ≤ 0, takže v 〈a, b〉 lež́ı kǒren rovnice x − g(x) = 0.

2) Jednoznačnost. Necht’ pro x∗, y∗ ∈ 〈a, b〉 plat́ı x∗ = g(x∗), y∗ = g(y∗).
Podle (β) |x∗ − y∗| = |g(x∗)− g(y∗)| ≤ q|x∗ − y∗|, což je možné jedině
když x∗ = y∗.

3) Konvergence. Podle (β) je |xk − x∗| = |g(xk−1)− g(x∗)| ≤ q|xk−1 − x∗|.
Opakováńım této úvahy dostaneme nakonec |xk − x∗| ≤ qk |x0 − x∗| → 0 pro
k →∞, takže xk → x∗.

Mı́sto podḿınky (β) můžeme pro g ∈ C 1〈a, b〉 použ́ıt silněǰśı podḿınku
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(β′) |g ′(x)| ≤ q < 1 ∀x ∈ 〈a, b〉 .
Podle věty o sťredńı hodnotě totiž g(x)− g(y) = g ′(ξ)(x − y), kde ξ lež́ı mezi x
a y , takže pro x , y ∈ 〈a, b〉 podle (β′) je
|g(x)− g(y)| = |g ′(ξ)| · |x − y | ≤ q|x − y |, tj. plat́ı (β).
Všimněte si, že pro 〈a, b〉 = 〈x∗ − δ, x∗ + δ〉 je platnost podḿınky (α) důsledkem
platnosti podḿınky (β): |g(x)− x∗| = |g(x)− g(x∗)| ≤ q|x − x∗| < |x − x∗|, tj.
když |x − x∗| ≤ δ, pak také |g(x)− x∗| ≤ δ.
Přibližný výpočet kǒrene x∗ rovnice x = g(x) podle formule xk+1 = g(xk) se
nazývá metoda prosté iterace nebo také metoda postupných aproximaćı.
Podḿınky (α) a (β) nebo (β′) jsou postačuj́ıćı pro konvergenci této metody.
Vhodnou úpravou rovnice f (x) = 0 na tvar x = g(x) můžeme dostat řadu r̊uzných
konkrétńıch metod. Tak ťreba pro g(x) = x − f (x)/f ′(x) dostaneme Newtonovu
metodu.
Rychlost konvergence posloupnosti postupných aproximaćı {xk}∞k=0 záviśı na
chováńı funkce g v bodě x∗. Jsou-li splněny podḿınky (α) a (β) nebo (β′),
a má-li g dostatečný počet spojitých derivaćı, daj́ı se dokázat následuj́ıćı tvrzeńı.

• Pokud g ′(x∗) 6= 0, je řád konvergence roven jedné a plat́ı
|xk+1 − x∗| ≤ q|xk − x∗|.

• Pokud g ′(x∗) = 0 a g ′′(x∗) 6= 0, je řád konvergence roven dvěma.
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• Obecně, pokud jsou derivace g (s)(x∗) = 0, s = 1, 2, . . . , r − 1,
a g (r)(x∗) 6= 0, konvergence je řádu r .

Pro Newtonovu metodu g ′(x) = f (x)f ′′(x)/(f ′(x))2, tj. g ′(x∗) = 0, takže
konvergence xk → x∗ je řádu alespoň dva (což potvrzuje nám již známý výsledek).
Dá se také dokázat, že když |g ′(x∗)| > 1, pak pro x0 6= x∗ posloupnost
postupných aproximaćı k x∗ konvergovat nemůže. 2
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Př́ıklad 5.7. Nelineárńı rovnice f (x) = x2 − 2x − 3 = 0 má kǒreny x∗ = −1
a x∗ = 3. Prozkoumáme konvergenci ke kǒrenu x∗ = 3 pro několik iteračńıch
funkćı g .

1. g(x) = (x2 − 3)/2, g ′(x) = x , |g ′(3)| = 3, pro x0 6= 3 konvergence nenastane.

2. g(x) =
√

2x + 3, g ′(x) = 1/
√

2x + 3, |g ′(3)| = 1/3, lineárńı konvergence
nastane nap̌r.

pro libovolné x0 z intervalu 〈2, 4〉, nebot’ v něm |g ′(x)| ≤ 1/
√

7.

3. g(x) = 2 + 3/x , g ′(x) = −3/x2, |g ′(3)| = 1/3, lineárńı konvergence nastane
nap̌r. pro

libovolné x0 z intervalu 〈2, 4〉, nebot’ v něm |g ′(x)| ≤ 3/4.

4. g(x) = (x2 + 3)/(2x − 2), g ′(x) = 2(x2 − 2x − 3)/(2x − 2)2, g ′(3) = 0,
g ′′(3) = 1/2, kvad-

ratická konvergence nastane nap̌r. pro x0 z intervalu 〈2,5; 3,5〉, v němž
|g ′(x)| < 0,39,

jak snadno zjist́ıme. Ově̌rte, že tato iteračńı funkce odpov́ıdá Newtonově
metodě. 2
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Poznámka (O násobných kǒrenech). Řekneme, že kǒren x∗ rovnice f (x) = 0 má
násobnost q, jestliže funkce g(x) = f (x)/(x − x∗)q je v bodě x∗ definována
a kǒren v něm už nemá, tj. když 0 < |g(x∗)| < ∞. Jestliže má funkce f (x) v okoĺı
kǒrene x∗ spojité derivace až do řádu q včetně, pak f (j)(x∗) = 0,
j = 0, 1, . . . , q − 1.
Některé z doposud uvedených metod lze použ́ıt také pro nalezeńı násobných
kǒrenů, konvergence však bývá pomaleǰśı. Tak ťreba Newtonova metoda
konverguje jen lineárně s chybovou konstantou C = (q − 1)/q.
Když očekáváme, že rovnice f (x) = 0 může ḿıt násobné kǒreny, je vhodné využ́ıt
toho, že funkce u(x) = f (x)/f ′(x) má pouze jednoduché kǒreny. Mı́sto rovnice
f (x) = 0 tedy řeš́ıme rovnici u(x) = 0. 2
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Poznámka (O dosažitelné p̌resnosti). Necht’ xk je aproximace jednoduchého
kǒrene rovnice f (x) = 0. Pomoćı věty o sťredńı hodnotě dostaneme

f (xk) = f (xk)− f (x∗) = f ′(ξ)(xk − x∗) ,

kde ξ je nějaký bod lež́ıćı mezi xk a x∗. Předpokládejme, že p̌ri výpočtech
pracujeme jen s p̌ribližnými hodnotami f̃ (xk) = f (xk) + δk , p̌ričemž |δk | ≤ δ. Pak
nejlepš́ı výsledek, kterého můžeme dosáhnout, je f̃ (xk) = 0. V tom p̌ŕıpadě
|f (xk)| ≤ δ, takže

|xk − x∗| = |f (xk)|
|f ′(ξ)|

≤ δ

|f ′(ξ)|
≈ δ

|f ′(x∗)|
=: ε∗x ,

pokud se f ′ v bĺızkosti kǒrene p̌ŕılǐs neměńı. Vypoč́ıtat x∗ s menš́ı chybou než ε∗x
nelze. Proto se ε∗x nazývá dosažitelná p̌resnost kǒrene x∗. Všimněte si: když je
velikost směrnice |f ′(x∗)| v kǒrenu x∗ malá, je dosažitelná p̌resnost ε∗x velká, viz
obr. 5.5. V takovém p̌ŕıpadě je výpočet kǒrene x∗ špatně podḿıněný problém.
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x*−ε*
x

x*+ε*
x

f(x)
y=0

Obr. 5.5: Dosažitelná p̌resnost kǒrene

Podobná úvaha pro kǒren násobnosti q dává dosažitelnou p̌resnost

εx =

(
δ · q !

f (q)(x∗)

)1/q

.

Exponent 1/q je p̌ŕıčinou toho, že výpočet násobného kǒrene je obecně špatně
podḿıněná úloha. Tak ťreba pro f (x) = xq je x∗ = 0 kǒren násobnosti q
a εx = δ1/q. Pro q = 15 a δ = 10−15 dostaneme εx = 0,1! 2
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Poznámka (O kǒrenech polynomů). Polynom pn(x) stupně n má n obecně
komlexńıch kǒrenů. Pro výpočet jednoduchých reálných kǒrenů funkce
f (x) = pn(x) lze použ́ıt libovolnou z dosud uvedených metod. O tom, jak se
vypǒrádat s p̌ŕıpadnými násobnými kǒreny, pojednává výše uvedená poznámka.
Pro výpočet komplexńıch kǒrenů lze použ́ıt nap̌r. Newtonovu metodu, v ńıž jako
počátečńı aproximaci voĺıme komplexńı č́ıslo.

Pokud nás zaj́ımaj́ı všechny kǒreny polynomu, tak po nalezeńı reálného kǒrene x∗

polynom pn(x) děĺıme členem x − x∗. Tak dostaneme polynom
pn−1(x) = pn(x)/(x − x∗) stupně n − 1 a dále hledáme jeho kǒreny. Když je x∗

komplexńı kǒren, pak je kǒrenem také komplexně sdružené č́ıslo x̄∗. V tom p̌ŕıpadě
děĺıme pn(x) kvadratickým polynomem (x − x∗)(x − x̄∗), jehož koeficienty jsou
reálná č́ısla. Tak dostaneme polynom pn−2(x) stupně n − 2 s reálnými koeficienty
a pokračujeme hledáńım jeho kǒrenů.

Pro výpočet kǒrenů polynomů jsou navrženy také speciálńı, velmi efektivńı
metody, o nichž lze źıskat informace nap̌r. v [Stoer, Bulirsch]. 2
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Mnohé z metod určených pro řešeńı jedné nelineárńı rovnice lze zobecnit na řešeńı
soustav nelineárńıch rovnic. Bohužel to neplat́ı pro metodu bisekce ani pro metodu
regula falsi. A co je ještě hořśı: pro soustavy nelineárńıch rovnic neńı známa žádná
univerzálńı metoda, která by dokázala spolehlivě určit dostatečně dobrou
počátečńı aproximaci řešeńı. Uspokojivou počátečńı aproximaci proto muśıme
odhadnout. Pomoci nám může znalost konkrétńıho problému, který na řešeńı
nelineárńı soustavy vede. Odhad řešeńı lze někdy źıskat také na základě
pomocných výpočt̊u provedených za zjednodušuj́ıćıch p̌redpokladů, nap̌ŕıklad tak,
že nelineárńı problém aproximujeme vhodným problémem lineárńım.
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Uvažujme tedy soustavu n nelineárńıch rovnic o n neznámých

f1(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

f2(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

...

fn(x1, x2, . . . , xn) = 0 ,

nebo-li f(x) = o , (5.10)

kde

x =


x1

x2

...
xn

 , f(x) =


f1(x1, x2, . . . , xn)
f2(x1, x2, . . . , xn)

...
fn(x1, x2, . . . , xn)

 ≡


f1(x)
f2(x)

...
fn(x)

 a o =


0
0
...
0

 .

Řešeńım soustavy (5.10) je každý č́ıselný vektor x∗, pro který f(x∗) = o.
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V tomto odstavci budeme automaticky p̌redpokládat, že funkce f(x) je spojitá
a má tolik spojitých derivaćı, kolik je jich v dané situaci zapoťreb́ı.

Newtonova metoda a jej́ı modifikace. Pro n = 1 lze Newtonovu metodu
odvodit také z Taylorova rozvoje

0 = f (x∗) = f (xk) + (x∗ − xk)f
′(xk) + chyba

.
= f (xk) + (x∗ − xk)f

′(xk)

tak, že p̌ribližnou rovnost nahrad́ıme rovnost́ı a ḿısto x∗ ṕı̌seme xk+1, tj. poč́ıtáme

f ′(xk)(xk+1 − xk) + f (xk) = 0 , k = 0, 1, . . . .
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Podobně lze pomoćı Taylorovy formule v n dimenźıch odvodit Newtonovu metodu
pro soustavu (5.10),

f ′(xk)(xk+1 − xk) + f(xk) = o , (5.11)

kde f ′(x) je Jacobiova matice funkce f(x), tj.

f ′(x) =



∂f1(x)

∂x1

∂f1(x)

∂x2
. . .

∂f1(x)

∂xn

∂f2(x)

∂x1

∂f2(x)

∂x2
. . .

∂f2(x)

∂xn
...

...
...

∂fn(x)

∂x1

∂fn(x)

∂x2
. . .

∂fn(x)

∂xn


.

Výpočet organizujeme tak, že nejďŕıve vy̌reš́ıme soustavu lineárńıch rovnic

f ′(xk)dk = −f(xk) a pak urč́ıme xk+1 = xk + dk . (5.12)
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Když je matice f ′(xk) regulárńı, můžeme lineárńı soustavu rovnic vy̌rešit
metodami popsanými v kapitole řešeńı soustav lineárńıch rovnic, (je-li f ′(xk)
singulárńı, je ťreba metodu vhodně modifikovat, pop̌r. výpočet jako neúspěšný
ukončit). Pro velké n a ř́ıdkou matici f ′(x) lze efektivně použ́ıt iteračńı metody
(xk je dobrá počátečńı aproximace, nav́ıc xk+1 neńı ťreba poč́ıtat p̌ŕılǐs p̌resně,
nebot’ je to jen mezivýsledek na cestě k nalezeńı x∗).

Newtonova metoda konverguje, pokud je počátečńı aproximace x0 dostatečně
bĺızko kǒrene x∗. Rychlost konvergence je kvadratická, tj. existuje okoĺı O(x∗)
bodu x∗ a konstanta C taková, že

‖xk+1 − x∗‖ ≤ C‖xk − x∗‖2 ∀ xk ∈ O(x∗) .

Pro ukončeńı iteraćı použijeme některé ze stop kriteríı

‖xk+1 − xk‖ < ε , ‖xk+1 − xk‖ < ε‖xk‖ , nebo ‖f(xk+1)‖ ≤ ε , (5.13)

kde ε je zadaná p̌resnost. Tato kritéria jsou obecně použitelná také pro daľśı
metody, které si v této kapitole uvedeme.
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V každém kroku Newtonovy metody je ťreba řešit soustavu lineárńıch rovnic
(5.11), což pro velké n p̌redstavuje značný objem výpočt̊u. Nav́ıc je ťreba
v každém kroku vypoč́ıtat n2 složek ∂fi (xk)/∂xj matice f ′(xk). To může být také
velmi obt́ıžné v p̌ŕıpadě, že parciálńı derivace nejsou určeny jednoduchými vzorci.
Proto se někdy postupuje tak, že se f ′(xk) p̌repoč́ıtává jen občas, nap̌r. každých m
krok̊u, tj. xk+1 poč́ıtáme podle

f ′(xp)(xk+1− xk)+ f(xk) = o , k = p, p +1, . . . , p +m− 1 , p = 0,m, 2m, . . . .

V takovém p̌ŕıpadě je účelné rozložit matici f ′(xp) pomoćı LU rozkladu na součin
dolńı trojúhelńıkové matice Lp a horńı trojúhelńıkové matice Up,

f ′(xp) = LpUp .

Tato náročná operace se provede jen pro k = 0,m, 2m, . . . . Aproximaci xk+1 pak
dostaneme řešeńım dvou soustav lineárńıch rovnic s trojúhelńıkovými maticemi,

Lpy = −f(xk) , Updk = y , xk+1 = xk + dk .

Pro k /∈ {0,m, 2m, . . . } tedy provád́ıme jen
”
laciné“ zpětné chody.
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Parciálńı derivace v Jacobiově matici f ′(x) se často aproximuj́ı pomoćı
diferenčńıch pod́ıl̊u,

∂fi (x)

∂xj
≈ ∆ij(x,h) :=

fi (x1, . . . , xj + hj , . . . , xn)− fi (x)

hj
,

kde hj 6= 0 jsou vhodně zvolené parametry, h = (h1, h2, . . . , hn)
T . Pro malé hj > 0

je ∆ij(x,h) standardńı aproximace ∂fi (x)/∂xj dop̌rednou diferenćı. Matice ∆(x,h)
s prvky ∆ij(x,h) je aproximaćı Jacobiovy matice f ′(x). Když tedy v (5.11)
nahrad́ıme f ′(xk) pomoćı ∆(xk ,hk), dostaneme diskretizovanou Newtonovu
metodu

∆(xk ,hk)(xk+1 − xk) + f(xk) = o . (5.14)

Zobecněnou metodu sečen dostaneme, když za j-tou složku h
(k)
j vektoru hk

dosad́ıme h
(k)
j = x

(k−1)
j − x

(k)
j (pro n = 1 je pak rovnice (5.14) totožná

s p̌redpisem (5.7)) a zobecněnou Steffensenovu metodu obdrž́ıme, když polož́ıme

h
(k)
j = fj(xk) (pro n = 1 je pak rovnice (5.14) totožná s p̌redpisem(5.9)). Řád

konvergence obou metod je stejný jako v jedné dimenzi, tj. 1,618 pro metodu
sečen a 2 pro Steffensenovu metodu. Metoda sečen poťrebuje dvě dostatečně
dobré počátečńı aproximace x0 a x1.
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Př́ıklad 5.8. Newtonovou metodou urč́ıme kǒreny soustavy rovnic

f (x , y) = x3 − xy2 − 1 = 0 ,

g(x , y) = y3 − 2x2y + 2 = 0 .

Podle (5.12) urč́ıme xk+1 ≡ (xk+1, yk+1)
T takto:(

fx(xk , yk) fy (xk , yk)
gx(xk , yk) gy (xk , yk)

) (
ak

bk

)
=

(
−f (xk , yk)
−g(xk , yk)

)
,

(
xk+1

yk+1

)
=

(
xk + ak

yk + bk

)
.

Soustavu rovnic je výhodné vy̌rešit pomoćı Crammerova pravidla, tj.

ak = −Dx

D
, bk = −Dy

D
,

kde D = fxgy − fygx , Dx = fgy − fyg , Dy = fxg − fgx ,

p̌ričemž hodnoty všech funkćı se poč́ıtaj́ı v bodě [xk , yk ].
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Obr. 5.6: Soustava dvou nelineárńıch rovnic
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Z obrázku 5.6 zjist́ıme, že soustava má celkem ťri kǒreny. Vybereme si ťreba ten,
který lež́ı ve čtverci Ω := {[x , y ] | − 2 ≤ x ≤ −1, 1 ≤ y ≤ 2}, a jako počátečńı
aproximaci zvoĺıme x0 = −1, y0 = 1. Výpočet ukonč́ıme, když

‖f(xk+1)‖∞ = max{|f (xk+1, yk+1)| ; |g(xk+1, yk+1)|} < 10−5 .

Výpočet je zaznamenán v následuj́ıćı tabulce (fk a gk označuje hodnotu v bodě
[xk , yk ]).

k xk yk fk gk xk − x∗ yk − y∗

0 −1 1 −1 1 0,394069 −0,631182

1 −1,5 2 1,625 1 −0,105931 0,368818

2 −1,379562 1,673966 0,240186 0,318968 0,014507 0,042784

3 −1,392137 1,629879 0,000193 0,012219 0,001932 −0,001303

4 −1,394072 1,631182 −0,000005 −0,000018 −0,000002 0,000000

5 −1,394069 1,631182 −0,000000 −0,000000 0,000000 0,000000

Všimněte si, že v bĺızkosti kǒrene je konvergence velmi rychlá. Přesné řešeńı jsme
aproximovali pomoćı x5. x5 = −1,39407 a y5 = 1,63118 maj́ı všechny cifry platné.
2
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Zvýšeńı spolehlivosti metod Newtonova typu. Newtonova metoda a jej́ı
varianty nemusej́ı konvergovat, když startujeme daleko od řešeńı. Je však možné
p̌rijmout jistá opaťreńı, která oblast konvergence těchto metod podstatně rozš́ı̌ŕı.
Nejjednoduš̌śı je použ́ıt tlumenou Newtonovu metodu, ve které se Newtonův
(nebo aproximovaný Newtonův) krok dk poč́ıtá jako obvykle, ale pak se jako daľśı
aproximace bere xk+1 = xk + λkdk , kde λk je č́ıselný parametr. Daleko od řešeńı
bývá krok dk nespolehlivý, mnohdy p̌ŕılǐs velký, a tak se můžeme pokusit vybrat
λk tak, aby xk+1 byla lepš́ı aproximace řešeńı než xk . Jedńım ze způsobů, jak toho
dosáhnout, je sledovat ‖f(xk)‖2 a zajistit, aby v každé iteraci délka vektoru f(xk)
dostatečně poklesla. Parametr λk je také možné určit minimalizaćı funkce
ϕ(λ) = ‖f(x + λdk)‖2 (minimalizaci se věnuje následuj́ıćı kapitola). At’ už
parametr λk voĺıme jakkoliv, v bĺızkosti řešeńı vždy stač́ı brát λk = 1 a dosáhnout
tak řádu konvergence netlumené metody.
Poněkud komplikovaněǰśı, avšak mnohem spolehlivěǰśı, je Newtonova metoda
s lokálně omezeným krokem, ve které xk+1 = xk + dk a krok dk dostaneme
minimalizaćı funkce ϕ(d) = ‖f(xk) + f ′(xk)d‖2 na oblasti ‖d‖2 ≤ ∆k , kde ∆k je
vhodně volený parametr.
Podrobněǰśı (a mnohé daľśı) informace k tomuto tématu čtená̌r najde ve
specializované literatǔre, nap̌r. v [Nocedal].
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Metoda prosté iterace. V mnoha významných aplikaćıch se řeš́ı nelineárńı
soustava

x = a + hϕ(x) , (5.15)

kde a je č́ıselný vektor a h je malé kladné č́ıslo. Polož́ıme-li f(x) = x− a− hϕ(x),
můžeme soustavu f(x) = o vy̌rešit Newtonovou metodou nebo některou z jej́ıch
modifikaćı. V p̌ŕıpadě úlohy (5.15) se však p̌ŕımo nab́ıźı jiný, velmi jednoduchý
postup, který si ted’ poṕı̌seme. Označ́ıme-li g(x) = a + hϕ(x), dostáváme úlohu

určit x∗ splňuj́ıćı x∗ = g(x∗) . (5.16)

Bod x∗ se nazývá pevný bod zobrazeńı g(x).
Úlohu (5.16) se pokuśıme vy̌rešit metodou prosté iterace: zvoĺıme počátečńı
aproximaci x0 a poč́ıtáme

xk+1 = g(xk) , k = 0, 1, . . . (5.17)

a doufáme, že takto generovaná posloupnost postupných aproximaćı xk

konverguje k x∗. Postačuj́ıćı podḿınky konvergence udává následuj́ıćı
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Věta (O konvergenci metody prosté iterace). Necht’ Ω je uzav̌rená oblast, ve které
má funkce g parciálńı derivace a splňuje tyto dvě podḿınky:

a) g(x) ∈ Ω ∀x ∈ Ω ,

b) ‖g′(x)‖ ≤ q < 1 ∀x ∈ Ω .
(5.18)

Pak v Ω existuje jediný pevný bod x∗ zobrazeńı g a posloupnost postupných
aproximaćı źıskaná p̌redpisem (5.17) k němu konverguje pro libovolnou počátečńı
aproximaci x0 ∈ Ω. Přitom

‖xk+1 − x∗‖ ≤ q‖xk − x∗‖ ,

tj. rychlost obecně jen lineárńı konvergence záviśı na q. 2
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Vrat’me se zpět k úloze (5.15). Když má funkce ϕ(x) v okoĺı kǒrene x∗ ohraničené
parciálńı derivace, pak pro dostatečně malé h a pro x0 dosti bĺızké k x∗

posloupnost postupných aproximaćı

xk+1 = a + hϕ(xk) , k = 0, 1, . . .

konverguje k x∗. (Snadno se ově̌ŕı, že v tom p̌ŕıpadě lze aplikovat p̌redchoźı větu,
když zvoĺıme O(x∗) = {x | ‖x− x∗‖ < δ}, kde δ > 0 je dostatečně malé č́ıslo.)
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Př́ıklad 5.9. Metodou prosté iterace urč́ıme řešeńı soustavy rovnic

x = 0,2 + 0,1(−xy2 + 3x) ,

y = 0,6 + 0,1(−x2y3 − 2y)

v oblasti Ω = {[x , y ] | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1]}. Nejďŕıve ově̌ŕıme, že funkce

g1(x , y) = 0,2 + 0,1(−xy2 + 3x) , g2(x , y) = 0,6 + 0,1(−x2y3 − 2y)

splňuj́ı podḿınky (5.18).
Protože pro [x , y ] ∈ Ω plat́ı

0 ≤ 0,2 + 0,1(−xy2 + 3x) ≤ 1 , 0 ≤ 0,6 + 0,1(−x2y3 − 2y) ≤ 1 ,

tj. [g1(x , y), g2(x , y)] ∈ Ω, podḿınka a) je splněna.
Abychom ově̌rili podḿınku b), vyjáďŕıme si Jacobiovu matici

g′(x) =


∂g1(x , y)

∂x

∂g1(x , y)

∂y

∂g2(x , y)

∂x

∂g2(x , y)

∂y

 =

−0,1y2 + 0,3 −0,2xy

−0,2xy3 −0,3x2y2 − 0,2
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a odhadneme nap̌r. v ‖ · ‖∞ normě

‖g′(x)‖∞ = max{| − 0,1y2 + 0,3|+ | − 0,2xy | ; | − 0,2xy3|+ | − 0,3x2y2 − 0,2|} .

Zřejmě

‖g′(x)‖∞ ≤ max{0,3 + 0,2 ; 0,2 + 0,5} = 0,7 pro x = [x , y ] ∈ Ω ,

takže podḿınka b) je splněna pro q = 0,7.
Výpočet zaháj́ıme ťreba z počátečńı aproximace x0 = y0 = 0 a pro ukončeńı iteraćı
použijeme stop kritérium

‖xk+1 − xk‖∞ = max{|xk+1 − xk | ; |yk+1 − yk |} < 10−5 .

Výpočet je zaznamenán v následuj́ıćı tabulce.
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k xk yk xk − xk−1 yk − yk−1 xk − x∗ yk − y∗

0 0 0 −0,275892 −0,499211

1 0,2 0,6 0,2 0,6 −0,075892 0,100789

2 0,252800 0,479136 0,052800 −0,120864 −0,023092 −0,020075

3 0,270036 0,503470 0,017236 0,024334 −0,005856 0,004259
...

8 0,275882 0,499209 0,000025 −0,000009 −0,000010 −0,000001

9 0,275889 0,499211 0,000007 0,000002 −0,000003 0,000000

Přesné řešeńı jsme aproximovali pomoćı x15. x9 = 0,27589 a y9 = 0,49921 maj́ı
všechny cifry platné. 2
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Poznámka. Když g(x) = Tx + c je lineárńı funkce, pak g′(x) = T. Pokud
‖T‖ < 1, pak jsou postačuj́ıćı podḿınky (5.18) splněny pro každé x, takže
xk → x∗ pro libovolnou počátečńı aproximaci x0. Tento výsledek jsme dokázali
v kapitole řešeńı soustav lineárńıch rovnic.
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FSI VUT Brno, 2001.
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