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L’Hospitalovo pravidlo - uc¢ebni text

Markyz de 'Hospital (téz 'Hopital), celym jménem Guillaume Francois Antoine Zil v letech 1661—
1704. Zabyval se matematickou analyzou a geometrii. V roce 1696 publikoval ucebnici diferencialniho
poctu ,Analyza nekoneéné malych veli¢in“. Ve zminéné knize je poprvé uvefejnéno tvrzeni, které je
v soucasné dobé znamé jako I’Hospitalovo pravidlo pro vypocet limit. Je paradoxni, ze autorem tohoto
tvrzeni je I'Hospitaliv ucitel Johann Bernoulli I.

1. Véta (I’Hospitalovo pravidlo) Necht a € R U {—o0,00} a necht jsou splnény tyto podminky:
Funkce f, g jsou diferencovatelné v néjakém ryzim okoli bodu a a

bud lim f(z) = lim g(z) =0, mnebo lim |g(z)| = +oo.

r—a r—a

Pak je

lim M = lim (=)
a g(z)  woe g(z)’

Analogicka tvrzeni plati pro limitu zprava v bodech a < +00 a zleva v bodech a > —o0.

existuje-li limita vpravo.

1 Zakladni aplikace véty

1.1 Pomoci ’Hospitalova pravidla spoctéte limitu funkce typu

Zakladni metodicky postup je nésledujici. Funkce, jejiz limitu v daném bodé mame pocitat, ma tvar
zlomku. Uréime nejprve limitu Citatele a limitu jmenovatele. Tyto limity casto zjistime pouhym dosa-
zenim. Je-li limita Citatele i jmenovatele rovna nule, lze aplikovat I’Hospitalovo pravidlo. Pfi vypoctu
je pak mnohdy nuté provést aplikaci pravidla vicekrat po sobé. Pravidlo lze rovnéz pouzit pro vypocet
jednostrannych limit. Postup nyni demonstrujme na prikladech.

2. Priklad Spoctéte nasledujici limity:
a) ili:% 17;:851’
b) lim < 2e
¢) lim

z—0

d) lim e—2s-1

2
r—0 sin 3x

xr— bln T
3

Reseni
a) ilg}) l—igsx — |%| _ hi).% 512nx _ |0| _ hn}) conx — %
b) llm sin x = ‘%‘ = llm : 7£051$) lim eTCﬁs;T = 174{4 - 2
z—0 z—0 z—0
C)ig’%m sma::|%|_i1£%1*€$:|%|_llnbs%nz:|%|:i%%:%
2x 2z __q 2z
d) lim <26 = (8] = lim 52502 = lim 5 = (8] = lim ey = = 3

1.2 Pomoci ’'Hospitalova pravidla spoctéte limitu funkce typu ||

Postup pfi vypoctu je analogicky jako v pripadé limit typu |%|. Funkce, jejiz limitu v daném bodé mame
pocitat, je ve tvaru zlomku. Uréime limitu absolutni hodnoty jmenovatele. Je-li tato limita rovna oo,
Ize aplikovat I’Hospitalovo pravidlo. Pfi vypoctu je v fadé pripadt opét nuté provést aplikaci pravidla
vicekrat po sobé. Zduraznéme skutecnost, ze limita ¢itatele ani jmenovatele nemusi sama o sobé existovat.

Déle pfipomenme, ze vyraz = = 0 pro libovolné realné éislo a.
o0

3. Priklad Spoctéte nasledujici limity:

a) lim %
r—00
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b) lim lsine
z—0+ 8T

¢) lim -nz

2O+ cotg =
: tg 2
d) lim <E=X
z—m/2 8
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z—0t g z—0t T8 = cosl x z—01 sinz-cos?2 z r—0Tt
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1 Ii 1 1
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2:v—>7r/2 sin® x 2

1.3 Pomoci vhodné tpravy prevedte vypodet na I’Hospitalovo pravidlo.

Nejprve zjistime, jakého je limita typu. Typ uréime vétsinou snadno dosazenim, nebo kratkym vypoctem.
Potom volbou vhodné tipravy podle typu prevedeme vypocet zadané limity na vypocet limity, pri némz
lze I’'Hospitalovo pravidlo pouzit. Na I’ Hospitalovo pravidlo jsou pfevoditelné nasledujici typy limit:

0-00, oo—o0, 00 o0 1% (1)

Pro typ 0 - oo pouzivame nejcastéji jednu z Gprav

tim f(z)g(e) = tim L — jn 20

)
r—a r—a Tr—a 1

9(x) f(z)

ktera vypocet prevede na typ % nebo 2. Pro limitu typu oo — oo lze pouzit Gpravy

L
lim f(2) - g(z) = lim g(z) 1 F(@)
f(x)g(x)

V fadé pfipadt lze u typu co — 0o postupovat jinou cestou. V piipadé, ze funkee f(z) a g(z) maji tvar
zlomki, stoji za pokus provést jejich rozdil prevedenim na spoleéného jmenovatele. V jinych piipadech
lze realizovat vytknuti nékteré ¢asti a prevést limitu rozdilu na limitu soucinu funkei. U limit typu 0°,
00, 1°° Ize pouzit nasledujici ipravy:
li -1
lim £(2)90) = tim c9(2) I f(2) _ o225 900 0 )

r—a r—a

4. Piiklad Spoc¢téte nésledujici limity:
a) lim zlnz =10- o0l
z—0t

b) lim (7w — 2arctg z) - Inx.

T— 00

¢) lim ( 1 In (9:+1)).

r—0 \ z(z+1) - 2
d) lim e* —z.
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