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12 Rozvinutelné a zborcené plochy
12. 1 Délka analytické krivky

1. Délka analytické kFivky: je rovna souctu délek oblouki Al ohrani¢enych body t; t+h,
kde h>0 . Zifejme plati
A

e L J— " 2 2
AL (TR b at(t) =[G (O] +[a% (0T +[a% ()]

£ _ ;/ Afi Je-li kfiyka reguldrni, pak existuji derivace

: soufadnicovych funkci f;f,; f, a pfirdstky

funkci mizeme nahradit diferencidly, tj.

)=y, ()(0) T +[af, (6) () ]+t (1) ()] 0

Z matematiky vime, Ze pro kazdou diferencovatelnou funkei f(x) je df (x)(h)=f'(x)-h,

vyraz (1) ma tedy tvar
()= O R +[ L OT e+ LO]
©)-h= [ O +[ L OT [ /(O] -h 2)
Je-li h—0, je h rovno diferencidlu proménné, tedy h=dt a vztah (2) piejde v rovnost,
takZe
(©)-dt=y[ 'O +[ 'O +[ £/ (O] -t

Délku kiivky omezené body t;t, obdrZime ziejmé integraci

eje dt_N[f T+[ 6T +[ 1.'() -t 3)

2. Priklad: Urceme délku kruznice s polomérem r .
Reseni: Bodova rovnice této kruznice je k(t)=(rcost;rsint;0;1); t,=0; t, =27, podle (3)
je tedy

2z

= J\/ —rsint] +[rcost] +0%- dt—jr dt—r[t] =27xr

0

3. Priklad: Urceme délku grafu diferencovatelné funkce f (X) nad intervalem <a;b> .

Refeni: Polozime-li x=t, je zfejmé, Ze bodova rovnice grafu funkce je tvaru
f(t) :(t; f (t);O;l), t,=a; t,=b, podle (3) je tedy

6:j\/1+[f (©)] +0? -dt:j,/1+[f'(t) Tt
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12. 2 Rozvinutelnost ploch

1. Izometrické zobrazeni mezi plochami Q; Q je zobrazeni p: Q(t) > Q(t), které

zachovava délky kiivek na ploSe.

u -ldriviy
——

2. Rozvinutelné a zborcené plochy: Plochu, pro
kterou existuje izometrické zobrazeni do roviny,
nazyvame rozvinutelnou plochou. Lze ukdzat, ze
kazda rozvinutelna plocha musi byt nutné plochou
piimkovou. Obracena véta vSak neplati — existuji
pifimkové plochy, které rozvinutelné nejsou. Tyto
plochy nazyvame nerozvinutelné, nebo také
zborcené.

p=A+su

v-krivky

Polozme si nyni otdzku, jak urcit, zda dana
pfimkova plocha je rozvinutelnd, anebo zborcena.
Pfimkové plocha vznika Sablonovanim (viz kpt.
10.3. odst. 3), kde Sablonou je piimka (ozna¢me ji
p ). Tato plocha ma proto rovnici tvaru

Q" (u;v)=M(v)- p" (u)=M(v)-(A" +s'u).
tedy
0" (u;v)=M(v)- A" +M(v)-s"-u= f(v)+g(v)-u (1)
£(v) &(v)
Smérové vektory tecnych rovin jsou

a_iQT (U;v) =g(v); %QT (Uv)=s'(v)+g'(v)-u

PoloZime-li v =konst =v,, pfedstavuji vektory g(v,), f'(V,); &'(V,) smérové vektory
te¢nych rovin plochy v bodech tvofici pfimky p(u). Jsou-li tyto vektory linearng zavislé,
dotyka se tato rovina plochy podél celé tvorici pfimky. Pfimku p s touto vlastnosti nazyvame

torzalni primkou plochy. Jsou-li vektory linedrné nezavislé, te¢nd rovina se pro ruzné
hodnoty parametru U kolem tvofici pfimky ,,0ta¢i* (fikdme, ze tecné roviny tvoii svazek
sosou p).V tom ptipadé je ptimka p regularni primkou plochy.

Lze ukazat, ze ptimkova plocha je rozvinutelna pravé tehdy, jsou-li vS§echny jeji tvorici
primky torzalni.
3. Priklad: Zjistéme, zda jsou rozvinutelné nésledujici plochy

a) jednodilny rotacni hyperbolid
b) plocha tecen Sroubovice
c) X=COoSV+U-cos3-cosV

y =sinV+U-cosy-sinV

Z=U-sin%}
ReSeni:
a) Jednodilny rota¢ni hyperboloid vznika rotaci ptfimky kolem osy, ktera je s touto osou
mimob¢zna. Volme po jednoduchost hyperboloid s osou v ose z adale a=b=c=1.
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Tato plocha vznikne rotaci pfimky p=A+s-u=(1;0;0;1)+(0;1;1;0)u kolem osy z, podle

(1) ma tedy rovnici

cosv —sinv 0 0) (1 cosv. —sinv 0 0) (0
r sinv. cosv. 0 0|0 sinv. cosv. 0 0]]|1
H" (u;v)= 4|+ 4 |-u
0 0 1 0[]0 0 0 1 0]]1
0 0 0 0)1\1 0 0 0 0)10
£(v) g(v)
Je tedy

f(v)=(cosv;sinv;0;1); g(v)=(-sinv;cosv;1;0).
Derivovanim obdrzime
f(v)=(—sinv;cosv;0;0); g'(v)=(—cosv;—sinv;0;0).

Vektory f';g;g’ jsou nenulové a na sebe ,kolmé*“ - v ptipadé¢ vektorii s vice nez tfemi
slozkami fikame ortogonalni (miizeme se o tom piesveédcCit napt. vypoctem jejich skalarnich
soucinll) a nemohou tedy byt linearné zavislé. Tvofici pfimky jsou tedy regularni. Stejny
vysledek dostaneme pro libovolny jednodilny hyperboloid. Jednodilny hyperboloid je
nerozvinutelny.

_/."'7"7‘\\

. N
,{/.l.i!&‘.'z‘.o’.:f‘:‘-ﬁh

- ﬂi"?‘\‘
S . A7 N
7 =
?‘! \

b) Plocha tec¢en Sroubovice vznika Sroubovanim tecny Sroubovice po této Sroubovici. Volme
pro jednoduchost osu Sroubovice opét vose z a dale r=v,=1. Sroubovy pohyb vznika

sloZzenim rotace kolem osy z a posunuti ve sméru této osy, je tedy

1 000) (cosv —sinv 0 0 cosV —sinv 0 0
M(v)— 0100]|]|sinv cosv 00 B sinv cosv 0 O
o001V 0 0 10| | o 0 1v

0001 0 0 01 0 0 01
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Rovnici Sroubovice ziskame Sroubovanim bodu 4 =(1;0;0;1), tedy

cost —sint 0 0) (1

sint cost 0 0[]0
SO=1"0 o 1tllo
0 0 01 1

cost

sint
t
1

Sroubovat budeme te¢nu v bod& A, tedy ptimku 7' (u)=A+S5'(0)-u . Protoze
S'(t)=(-sint;cost;1;0), je S’(0)=(0;1;1;0) a rovnice plochy je tedy dle (1) tvaru

cosV —sinv 0 0) (1 cosV —-sinv 0 0) (O
r sinv cosv 0 0]]0 sinV cosv 0 O 1
P (u;v)= A1+ I Y
0 0 1 v|]|O0 0 0 1 vi|]|1
0 0 0 1 1 0 0 0 1)10
£(v) 2(v)

tedy
f(v) = (cosv; sinv;v;l);
f'(v)=(-sinv;cosv;1;0)

g(v) = (—sinv; cosV;l; 0)
g'(v)=(—cosv;—sinv;0;0)

Vektory f';g;g’ jsou tentokrat linearné zavislé (je totiz dokonce f'= g). Analogicky

vysledek dostaneme pro plochu te¢en libovolné Sroubovice. Plocha te¢en Sroubovice je
rozvinutelna.

¢) Prepiseme-li zadané parametrické rovnice do tvaru (1), obdrzime

cosv cosycosv. 0 0) (1 cosv cosycosv. 0 0) (0
r sinv cosysinv. 0 0[]0 sinv cosysinv. 0 0|1
M (u;v)= _ 4|+ _ 4 |-u
0 0 siny 0|0 0 0 siny 0|1
0 0 0 1)\ 0 0 0 1)1\0
tedy

f(v)=(cosv;sinv;0;1);
f'(v)=(-sinv;cosv;0;0)

g'(v)=(—%sin¥cosVv—cos¥sinv;—+sin¥sinV+cos¥cosv;icos¥;0)

g(Vv)=(cos¥cosv;cos¥sinv;sin¥;0)
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Polozme napi. v=0. Pak je f'(0)=(0;1;0;1); g(0)=(1;0,0;0); g'(0)=(0;1;1;0). O
linearni zavislosti nebo nezavislosti téchto vektoru lze rozhodnout na zakladé hodnosti

matice
g 1000 100 0 1000

g'|=([0110[(~]011O0|~|0110[=h=3
f 0101 001 -1 0001

Pro v=0 dostavame tedy regularni pfimku. To znamena, Ze vSechny tvofici pfimky plochy
nejsou torzalni a plocha tedy neni rozvinutelna.

Poznamka: Vysledek piikladu 6c) je velmi zajimavy. Tato plocha je totiz znama jako
Mobitv prouzek, ktery si snadno mizeme vyrobit z uzkého prouzku papiru tak, ze slepime
jeho konce, kdyZ jsme pfedtim jeden z nich otocili o 180°. Tim je zaroven demonstrovana
jeho ,femeslnd rozvinutelnost“ — jestlize
totiz prouzek opét rozlepime, snadno se
z néj opét stane pivodni rovinny prouzek.
Tento trik je ovSem mozny pouze diky
pruznosti papiru a malé Sifce prouzku —
prekrouceni okraje totiz nepatrné prodlouzi
vzdalenosti mezi body prouzku. Cim je
prouzek Sirsi, tim je prodlouzeni vetsi.
Proto je s pfibyvajici Sitkou ,,pfekrouceni*

vvvvvv

12. 3 Rozvinutelné plochy
Mezi rozvinutelné plochy patfi:

a) valcova plocha b) kuzelova plocha C) plocha teéen
prostorové kiivky

£=(£(v): £L():£(v):D)

1. Vilcové plochy: Vilcovou plochou rozumime mnozZinu vSech bodl navzijem
rovnobé&znych piimek, které prochazeji danou kiivkou f :( fL(v): fo(v); f, (V);l). Nejcastéji
ji modelujeme translaénim Sablonovanim, tj. posouvanim fidici kiivky ve sméru uréeném
spoleénym smérovym vektorem s = (S1 ; 52;83;0) rovnobézek, tedy
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100 su)(f(v)
010suj|f,(v

Q(u,v)= 001 sju : fzgvg ;ue(usuy); ve(vsy,) (1)
000 1 1

Jedna se tedy o plochu translacni. Zaroven je to ovSem plocha piimkova, nebot’ ji Ize obdrzet 1
Sablonovanim pfimky, kterd protind kiivku f v bod¢ v, a ma smérovy vektor s. Je totiz

rovnéz
100 f(v)=f(v))( fi(v)+su
010 f,(v)—f(v)|]| f(v)+su
= . 2
QY=g 01 £ (v)=t(v) || i (ve)+s0 @
000 1 1

o ¢emz se muzeme piesvédcCit rozndsobenim pravych stran vztaht (1), (2).

Je-li kiivka f rovinnd a vektor s lezi v jeji roving, je valcova plocha rovinnym utvarem. Je-li
kfivka f rovinnd a vektor s lezi vjeji roving, je valcova plocha rovinnym tutvarem.
V opa¢ném piipad¢ se jedna o utvar prostorovy. Je-li kiivkou f vrovnici (1) kruZznice a
vektor s nelezi v jeji roviné, dostdvame kruznicovou valcovou plochu, je-li s kolmy na
rovinu této kruznice, jedna se o rotacni valcovou plochu, nebot’ ji Ize vytvofit rotaci (viz
nasledujici kapitola). Kazda vélcova plocha je rozvinutelna.

2. Kuzelové plochy: Kuzelovou plochou rozumime mnozinu vSech bodl vSech ptimek, které
prochézeji danou kfivkou f=(f (v);f(v);f(v);l) a danym vlastnim bodem

Vv :(Vl;vz;v3;1) (vrcholem kuzelové plochy). Mizeme ji modelovat bud’ Sablonovéanim, tj.

zobrazovanim Fidici kiivky ve stejnolehlostech /((V;1); 1 €R, tedy

100v)(2000)(100-v)(f(t)) (200 v(1-2))(f(t)
Q(“)=010v2.0/100'010—v2'fz(t)zo/10v2(1—/1).f2(t)_(3)
00 LV [|00A0[[001 v || f(t) |00 Av,(1-2)]]f({t)]

0001)lo0001)l000 1 1 000 1

kde ﬂe(&;@); te(tl;t2>. Jednd se tedy o plochu homotetickou, zaroven ovSem 1

piimkovou, nebot’ ji lze opét obdrzet Sablonovanim piimky p, ktera prochdzi tentokrat
vrcholem V a jeji dal$i bod lezZi na kiivce f . Pro takto vytvofenou plochu dostaneme
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v, f (t) v,
2 f2 t 2

Q(“’t):V"'(f(t)‘V)'U: \\;3 + fsgt; - \\:3 “u 4)
1 1 1

Porovnejte rovnice (3) a (4)! Rovnéz kazda kuzelova plocha je rozvinutelna

3. Priklad: V Mongeové promitani sestrojme rozvinuty plast’ rotacniho valce (kuzele) s osou
kolmou k ptidorysné setiznutého rovinou kolmou k néarysné (elipticky fez)

’4
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4.

bude

Plochy

teCen krivky: jsou mnoziny vSech bodi vSech teden regularni
kiivky f =( f,(v): f,(v); f.(v);1). Ridici k¥ivkou je tedy kiivka f(Vv), generujicim principem
y 1 2 3 ] Y g 1] p p

posouvani

jejich  bodi ve sméru teCen, tj. ve sméru vektorl

£(v)=(f\(v); fo(v); f5(v)sl):

100 u-f(v))(f(v)
Qo= 0 O UMW)
001 u-fy(v)||f(v)
000 1 1
|- 1 10 - 1T =
N
ﬂ‘? _:_C[
-4 NG
| | | |
Lm0 — —1— N -
Ny LR
A b
N _
] ~ in
v ]
G

e (U, ); ve(v;v,) 4)

Plocha tecen kazdé kiivky je rozvinutelna.

5. Priklad: V Mongeové promitani
sestrojme  plochu tefen pravotocivé
Sroubovice. Plochu omezme pldorysnymi
stopniky tecen a body dotyku.

ReSeni: Je tfeba sestrojit pramdty
Sroubovice dle odst 5. kpt. 11. 2. Na
pfipojeném obrazku jsme zacali Sroubovat
bod lezici v piidorysné, a to po tficeti
stupnich. Dale je tfeba sestrojit tecny
v téchto vySroubovanych bodech, a to jako
rovnobézky s pfislusSnymi  povrSkami
smérového kuzele. Rovnéz tato konstrukce
je popsana vkpt. 11. 2. odst. 5. Na
pfipojeném  obrazku takto podrobné
sestrojena tecna v bodé¢ C, kterd je casti
obrysu narysu hledané plochy. Pudorys
plochy se skldda zpldorysu Sroubovice
(timto ptidorysem je kruZnice) a mnozinou
pudorysnych stopnikii tecen (touto kiivkou
je evolventa).

6. Prechodové plochy mezi dvéma
rovinnymi kfivkami: Uvazujme dvé
rovinné kiivky Kk,; k,, znichZ kazda lezi
v jiné rovin¢€. Pfechodovou plochou mezi
kfivkami k,; Kk, rozumime rozvinutelnou

piimkovou plochu urenou témito kiivkami.
Aby byla plocha rozvinutelnd musi
obsahovat jen torzalni pfimky. Zajistime to
zpusobem, ktery ilustruje pfipojeny obrazek.
Sestrojime prisecnici r rovin, ve kterych
lezi dané kiivky. Tvofici pfimku plochy pak
sestrojime nasledovné. Na jedné z kiivek
zvolime bod, ve kterém sestrojime tecnu.
Tato teCna protne prusecnici I vbodé M . Z
tohoto bodu sestrojime tecnu ke druhé
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z ptimek. Body M;'T;°T tak urduji te¢nou rovinu, ktera se dotyka sestrojované plochy podél
celé piimky 'T;°T.

7. Priklad: V Rhinoceros sestrojme piechodovou plochu mezi obdélnikem a elipsou, které
lezi v rovnobéznych riznych rovinach. Tuto plochu rozviiime.

Refeni: Plochu uréenou okraji —sestrojime
v Rhinoceros velmi snadno pomoci piikazu
Plocha/Potahnout (viz pfipojeny obrazek).
Timto zpiisobem ovsem nesestrojime
rozvinutelnou plochu. Postupem z ptedchoziho
odstavce sestrojime plochu, ktera se bude skladat
ze Ctyt trojuheknikiti a ¢tyt kuZelovych ploch.
Roviny obdélniku a elipsy jsou rovnobézné,
jejich prisecnice a tedy i1 body, ve kterych se
maji protinat te¢ny, jsou nevlastni. Tecny
obdélnika a elipsy, které urcuji torzalni ptimky,
jsou tedy rovnobézné. Obdélnik mé jen Ctyfi
rizné tecny — jsou to jeho strany. Je tedy tfeba
sestrojit tecny elipsy, které jsou rovnobézné se
stranami obdélnika. Sestrojime je v pidorysu
budouci plochy pomoci bodi Q;Q'
soumérnych s ohniskem podle sestrojovanych
teCen — tyto body jsou praseciky fidici kruznice
elipsy a kolmic spusténych s ohniska na ptdorys
obdélnika. Tecny t;t' jsou pak osy useCek
FQ;FQ'. Body dotyku T;T' a body U;U’,
které jsou s nimi soumérné podle stiedu elipsy,
urcéuji spolu s vrcholy obdélnika osm piimek,
které rozdeluji hledanou plochu na Ctyfi
trojuhelniky a ctyti kuzelové plochy, ze kterych
se sklada nase prechodova plocha. Ptikazem
Rozdélit rozdélime obdélnik na jeho jednotlivé
strany a elipsu na oblouky TT'; T'U; UU';
U'T. Trojthelniky ABU; BCT'; CDT a
DAU"' definujeme jako plochy pomoci piikazu
Plocha/Rovinné krivky, c¢asti kuZzelovych ploch
ohranicené tiseckami AU ; AU '... a eliptickymi
oblouky sestrojime pomoci piikazu
Plocha/Hrani¢ni krivky. VSechny tyto Ccasti
piechodové plochy pak sjednotime piikazem
Spojit.

Rozvinuti plochy sestrojime pomoci piikazu
Plocha/Rozvinout rozvinutelnou plochu.
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11. 4 Zborcené plochy

Zborcenou plochu vytvofi ptimka, pohybujici
se po tfech kiivkach - tzv. Fidicich krivkach,
které nelezi na téze rozvinutelné plose.
Uved'me dva typy téchto ploch.

1. Konoidy: jsou zborcené plochy, kde dvé
fidici kfivky jsou pfimky, pficemz jedna z nich
je nevlastni. Jak vime zkpt. 3.1., nevlastni
pfimka je uréena dvéma nevlastnimi body,
které lze v euklidovském prostoru
reprezentovat dvéma riznymi sméry, tedy
stejné¢ jako mnozinu vSech navzijem rovnobéZnych rovin — vSechny tyto roviny totiZ
prochdzeji pravé touto nevlastni pfimkou. Konoid Ize tedy urCit rovnéz Fidici pFimkou,
rovinou, se kterou budou rovnobézné vSechny tvoftici pfimky — Fidici rovinou, a jednou Fidici
krivkou. Podle této fidici kiivky hovofime pak o konoidu kruhovém, eliptickém,
parabolickém atd. Je-li navic fidici rovina kolma k fidici pfimce, hovoiime o konoidu
primém. Jeden piimy konoid jiz zndme — konoid Sroubovy. Jeho fidici kiivka je Sroubovice a
fidici pfimka je osa této Sroubovice — je to pravouhld uzaviena Sroubova plocha, kterou jsme
uvadeli v kpt. .11.3.
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obecny

elipticky

Sroubovy

Fe= ("0051156'5"1 u;3,1) e =(acosu;bsinu;3;1)
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Muzeme tedy psat

2. Priklad: Urc¢eme rovnici piimého
eliptického konoidu, s fidici ptimkou

p=(t;0;0;1)
a fidici elipsou
e =(acosu;bsinu;3;1).

ReSeni: Plochu vytvoii body vsech
pifimek q = XY takovych, ze

Xep:>X=(t;O;O;1)
Yee:>Y=(acosu;bsinu;3;l)

Piimka ¢ prochéazejici body X;¥ ma
rovnici

g=X+(¥Y-X)-v

Protoze se jedna o konoid pifimy, musi
byt piimka ¢ rovnobézna s rovinou
X=0, coZ znamend, ze jeji smérové
vektory

(Y-X)v= [(acosu;bsinu;3;1)—(t;O;O;l)]V
(Y —X)v=(acosu—t;bsinu;3;0)
musi mit prvni slozku nulovou, takZe je

t=acosu

g=X+(¥-X)-v=(t;0;0;1)+(acosu —t;bsinu;3;0)v =

=(acosu;0;0;1)+(0;bsinu;3;0)v = (acosu;bvsinu;3v;1)
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Druhym typem zborcenych ploch, které zde uvedeme, jsou ptimkové kvadriky. Jednodilny
hyperboloid jsme jiz uvadéli (viz pt. 4.5.4 c). Podivejme se jesté na jednu takovou plochu.

3. Priklad: Ur¢eme mnozinu vSech bodl vSech pfimek ¢ = XY, jestlize bod X probiha
piimku

X = A+ru=(0;0;0;1)+(1;0;0;0)u
(¥ =(u;L;u;1)
! abod ¥ piimku

s =(1;0:1;0) Y =B +su=(0;1;0;1)+(1;0;1;0)u

ReSeni: X =(u;0;0;1)
Y =(u;Lusl)

A=(0;0;0;1)

V

r=(L0,0;0) -.1-}_;-(-{-)';-1?0;0 q=X+(¥ - X)v=(u;0;0;1)+[ (usL;u;1) — (u;0;0;1) Jv
s Ly g =(uviuv:1) (1)

Rovnéz tuto plochu zname jiz ze zakladniho kurzu matematiky. Abychom se o tom
piesvédcili, oto¢me ji nejdiive o £ kolem osy z:

cos% —sing 0 0) (u L 2 9o0)(u Ly-Ly

aT: sinf cos§ 00| Vv |_ % % 00|V |_ @u_._@v
0 0 10 uv 0 0 10]|]|uv uv
0 0 01 1 0 0 01 1 1

zapiSme parametrické rovnice a vylu¢me parametry U;V :

2 2
x=L2y-2y]  x=L(u-v) x> =1u’—uv+1iv? |
H=1-2-1
2
y=Lu+Lvi=y =L(u+v) py =t +uwv+ v I =y -xP-22=0
Z=uv Z=uv Z=uv i

Jedna se tedy o hyperbolicky paraboloid. Ten Ize tedy vytvofit nejen Sablonovanim paraboly
po parabole, ale jak ukazuje parametrizace (1) (i pfipojeny obrazek), jeho u-kiivky i V-
ktivky mohou byt pfimky. Lze ho urcit dvéma mimobézkami a nevlastni ptfimkou, ktera
neprochdazi jejich nevlastnimi body

il
e
e i #‘%’%%%%MI

T <
e
“}

4

S S S i
-
i
- il
= ! |
. 4
i |
| 4
//z/

187



