Plosny integral Studijni text, 16. kvétna 2011

Plosny integral

Jednoduchy integral jsme rozsitili zavedenim kiivkového integralu. Rozlisovali jsme dva druhy inte-
gralu, pficemz kiivkovy integral 2. druhu zéavisel na orientaci kiivky. Podobné rozsifime dvojny integral
plosnym integralem a také zde bude plosny integral 2. druhu zaviset na orientaci plochy.

Uvazujme plochu . danou explicitné rovnici z = f(x,y) nebo parametricky.

1. Definice Plochu . danou explicitné rovnici z = f(x,y) nazveme hladkou plochou jestlize pro
v8echny body [z,y] € 7%, plati, Ze funkce f(z,y) je spojitd i se svymi parcidlnimi derivacemi na .%,.
(Volné feceno - v kazdém bodé dokdzeme sestrojit teénou rovinu.)

V nékterych pripadech byva prakti¢téjsi pracovat radéji s parametrickym vyjadienim plochy .¥
a vzhledem k potfebam plosného integralu dokonce s hladkym parametrickym vyjadfenim.

2. Definice Rekneme, Ze plocha .7 m4 hladké parametrické vyjadieni
z=X(u,v),y =Y (u,v),z = Z(u,v), [u,v] € M, (1)

jestlize jsou funkce X (u,v),Y (u,v), Z(u,v) spojité i se svymi prvnimi parcidlnimi derivacemi X,, X,,
Yu, Yo, Zu, Z, v M, kde mnoZina M je uzaviend a ohranicend jednoduSe souvisld (tzn. ,bez dér“)

dvojrozmérna oblast a plati

T 7k
Xu Yu Z, |#(0,0,0).
Xy Yy Z,

3. Pojmy Jednoduchou hladkou plochou rozumime plochu, kterd sama sebe neprotina.
Jednoduchou po ¢éastech hladkou plochou rozumime plochu, kterd je sjednocenim konecného

poctu hladkych ploch.
Normalou plochy rozumime pfimku kolmou k teéné roviné plochy v bodé dotyku T'.

4. Poznamka V pfipadé explicitniho vyjadieni (tj. z = f(x,y)) hladké plochy . je normaéla

ﬁ:<_f$7_fy71)' (2)
U hladkého parametrického vyjadieni je
77k
n=| X, Yo Z, | (3)
X, Y, Z,

kde vektory t, = (X, Y, Zy) a t, = (X4, Y, Z,) jsou teénymi vektory k plose ..

5. Pozndmka RozliSujeme plochy jednostranné (napt. Mébitiv list) a dvoustranné. U dvoustrannych
mizeme zadat orientaci. Ta se zadava bud slovy (napf. normala plochy svird s kladnym smérem osy z
ostry thel), nebo se zakresli do obrazku, nebo se specifikuje jinak, tfeba pojmem vnéjsi norméla. Zadand
orientace bude bud v souladu nebo v nesouladu s explicitnim nebo parametrickym vyjadfenim plochy,
coz bude mit vliv na znaménko + u plosného integralu 2. druhu.
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Plosny integral 1. druhu (neorientovany)
- nezavisi na orientaci plochy;
- jde o integral ze skalarni funkce F'(x,y, 2).

6. Definice Necht .7 je jednoduché hladké plocha a skaldrni funkce F(z,y, 2) : . — R spojita na .#.
Pak definujeme plosny integral 1. druhu
a) pro hladké parametrické vyjadieni (1)

// F(z,y,2z)dS = //F(X(u,v),Y(u,v),Z(u,u)) - [ri|dudv, (4)
7 M

kde || je velikost norméaly dané vztahem (3).
b) pro explicitni vyjadieni plochy z = f(z,y)

// 2,y,2) dS = // 2y, f(2,1)) - |dedy, (5)

kde %, je pramét plochy . do roviny (z,y) a |7| je velikost normaly dané vztahem (2),
tj. il =/ f2+ f2+1

Poznamenejme, Ze na levé strané vztaht (4) a (5) vystupuji plosné integraly a na strané pravé jsou
integraly dvojné.

7. Véta Je-li . jednoduchad po castech hladkd plocha skladajici se z jednoduchych hladkych c¢asti

A, Sy, Sy, potom
//F(x,y,z)dSzZ//F(amy,z)dS
R =15,

8. Aplikace || = [[1dS vyjadfuje plosny obsah jednoduché hladké plochy ..

R
m() = [[o(z,y,z)dS vyjadiuje hmotnost plochy .7 pii plosné hustoté o(z,y, 2).

9. Piiklad  Vypoctéte plosny integral [[azydS, kde ¥ = {[z,y,2] € R®: 2% +¢y?> =4,0 < 2 < 3,
2%
£>0,y>0,2> 0} [12]

10. Pi¥iklad Urcete plosny obsah vrchliku rotaéniho paraboloidu z = 6 — 22 — y? nad rovinou z = 0.

(%]

11. P¥iklad Urcete povrch horni ¢4sti kulové plochy . = {[z,y,2] € R3 : 22 +y% + 2% = 4,2 > 0}. [87]
12. P¥iklad Vypoctéte plosny integral ; i \/% dS, kde . je plast étvrtiny kruhového valce 22 +y? =
rZ, r >z > 0 v prvnim oktantu a je omezeny rovinami z =0 a z = h, kde » > h > 0. [ZL arcsin %]

4

13. Piiklad Urcete povrch ésti zemékoule (R = 6400km) vymezeny polednikem 0° a 30° v.d. a rov-

nobézkami 45° s.5. a 60° s.5. [W]

14. Priklad  Vypoctéte plosny integral [[ (22 4+ y?)dS, kde . = {[z,y,2] € R?: 2% = 9(2? + ¢?),
2%

—1<z<2). [6757] @
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Plosny integral 2. druhu (orientovany)
- zévisl na orientaci plochy;
- jde o integral z vektorové funkce F'(z,y,z) = (P(gc, v, 2), Q(z,y,2), R(z,y, z))

15. Definice Necht . je jednoduché hladkd orientovana plocha a vektorova funkce
ﬁ(x,y,z) = (P(m,y, z), Q(z,vy, ), R(x,y, z)) m4 slozky P, Q, R spojité na .¥:

Pak definujeme plosny integral 2. druhu

a) pro hladké parametrické vyjadieni (1)

// F(z,y,z)dS = // (P(w,y,z)dydz + Q(z,y, z)dzdz + R(:c,y,z)dxdy) = (6)
B2 B2

= ﬁ// (P(X(u,v),Y(u,v),Z(u,v)),Q(X(um),Y(u,u),Z(u7v))7R(X(u7v),Y(u7v),Z(u,v))) - i dudv,
M
(7)

kde 7 je norméla dand vztahem (3) a 8 = £1 podle toho, zda orientace normdly 7 souhlasi se zadanou
orientaci plochy.
b) pfi explicitnim vyjadfeni plochy z = f(z,y) plati

// ﬁ(x,y,z)dxdy =p //ﬁ(x,y,f(x,y)) - dady, (8)
8 Ly

kde .7, je pramét plochy .# do roviny (z,y) a 3 = £1 podle toho, zda orientace normaly 7 souhlasi se
zadanou orientaci plochy.

I pro plosny integral 2. druhu plati analogicka véta jako Véta 7 pro plochu po ¢astech hladkou.

16. Aplikace 7'(%) = [[U(x,y,2) dS vyjadiuje tok rychlostniho pole v(x,y, z), coz je vektor rychlosti
7

kapaliny proudici jednoduchou hladkou orientovanou plochou ..

17. Poznamka Plosny integral 1. a 2. druhu nezévisi na zvolené parametrizaci.

18. P¥iklad Spoctéte plosny integral [ [ zdydz+ydadz+zdzdy, kde . = {[:U,y, 2] €R3 a2+ 4% =1,
%

0 < z < 1}. Normala mifi ven. [27]

19. P¥iklad Spoctéte plosny integral [ [ ydydz+zdzdz+a?dedy, kde . = {[z,y, 2] ER3:z = /22 + 92,
4

0 < z < 2}. Norméla mifi ven. [—47]

U kfivkového integralu 2. druhu plati Greenova véta pro orientovanou kfivku I', kterd je hranici
rovinné oblasti ). Pokud se zaméfime na neuzavienou plochu .7, jejiz okraj tvori orientovana kfivka T,
pak muzeme vyslovit analogickou vétu — Stokesovu. K tomu potfebujeme nékolik pojmi.

20. Definice Necht je ddna jednoduché po ¢astech hladké orientovana plocha . s okrajem tvorenym
jednoduchou po é&astech hladkou kfivkou I'. Rekneme, Ze kiivka I' je orientovana souhlasné s plo-
chou ., pokud plati: polozime-li dlan pravé ruky kolmo k plose . na jeji okraj I' tak, ze palec ukazuje
smér normaly plochy a prsty ukazuji orientaci kiivky T
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21. Véta Stokesova véta

Necht . je jednoduché po ¢éastech hladkd orientovana plocha ., jejiz okraj je uzaviend kiivka I'
orientovand souhlasné s plochou .. Necht vektorové funkce F(P(x, Y, 2), Q(z,y,2), R(x,y, z)) ma slozky
P, Q, R spojité i se svymi prvnimi derivacemi na .¥. Pak plati

//rotﬁ(x,y,z) ds = / F(z,y,z)dS. 9)
it

&

Ekvivalentni forma zapisu:

OR 9Q 0P OR 9Q 0P\ .z
7

22. Piiklad Pomoci Stokesovy véty spoctéte [ ydx + 2dy + zdz, kde T' = {[m, y,2) ER3 a2+ 9% =1,
r
x+z=1} [—27]

23. P¥iklad Je déna funkce F = (2, 2y, zy) a plocha . parametrickymi rovnicemi:
&1 x =wucosv
Yy = usinv
z=u’cos?v, kde0<u<lal<w<2m.
Ovérte platnost Stokesovy véty, tj. spoctéte:
a) [(z,zy,zy)ds, kde I je okraj plochy .%. [—
Ndlg;ovéda: Parametrickeé rovnice krivky T ziskdte pro u = 1.

b) [[ rot(z,zy,zy)dS. [—
7

[SIE

[SIE]

24. P¥iklad Je déna funkce F = (—y,z, z) a plocha . parametrickymi rovnicemi:
&1 r=wusinv
Y = UCoSV
z:u2sinz2v7 kde0<u<laO<ov<2m.
Ovérte platnost Stokesovy véty, tj. spoctéte:
a) [(—y,x,z)ds, kde I je okraj plochy .. [—27]

r

Ndpovéda: Parametrické rovnice kiwky I ziskate pro u = 1.

b) [ rot(—y,z,z)dS. [—27]
%

25. P¥iklad Je déna funkce F = (zln z, yln z, 2y) a plocha . parametrickymi rovnicemi:
Sox=u
y=uv
z=uv, kdel<u<2al<wv<3nr.
Ovérte platnost Stokesovy véty, tj. spoctéte:

a) [(zlnz,ylnz, zy)ds, kde I je okraj plochy .. [4n2 — 2]

r
Napovéda: Okraj plochy . je sloZeny ze étyr casti, tedy I' = T'1 UToUTsUTy. Je tedy potreba spocitat
Ctyri samostatné integraly.

b) [ rot(zlnz,yln z, zy) ds. [4n2 — 52]
%
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26. Véta Gaussova—Ostrogradského véta

Necht . je po ¢éastech hladkd jednoduchd uzaviena plocha, kterd je orientovand kladné. Necht
Q C R? je trojrozmérna oblast, jejiz hranici je plocha .#. Necht vektorova funkce ﬁ(x, Y, z) = (P(m, Y, 2),
Q(z,vy, 2), R(z,y, z)) ma slozky P, @, R spojité na 092 = . a spojité derivace @y, Py, R, na ). Pak plati

/ / F(z,y,2)dS = | // / divF(z,y, z)dzdydz. (11)
& Q

Ekvivalentni forma véty zni:

// x,y, z)dydz + Q(z,y, z)dzdz + R(x,y, z)dedy = /// <8P @ + 8) dadydz. (12)
%

27. Aplikace V(Q) = % [[(z,y,z d§ vyjadiuje objem télesa €2, jehoZz hranici tvori plocha .&.
2

28. Piiklad Pomoci Gaussovy—Ostrogradského véty spoététe plosny integral [[(z,y, 2) ds , kde .7 je
&

povrch ¢tyfsténu omezeného rovinami x =0, y =0, 2 =0, x + y + z = 1. Normaéla mifi ven. [%]

29. P¥iklad Spoététe [[(z,y%z,2%)dS, kde .7 je obdélnik dany body A[2,2,3], B[2,2,5], C[2,4,3],
7
D[2,4,5], jehoz orientace je ddna normaélou (1,0,0) v bodé [2,3,4]. [77]

30. Priklad Spodtéte ff 22,y,5)dS, kde . je rovina dand body A[1,0,0], B[0,7,0], C[0,0,5] a

orientace je dana normalou kterd mifi do poloprostoru, ktery obsahuje poéatek souradného systému. [?7]

31. Priklad Vypoctéte tok kapaliny pies boéni stény ¢tyfsténu ABCD s podstavou ABC. A[0,0,0],
BJ[2,0,0], C[0,1,0], D[0,0,2]. Stény jsou orientoviny ve sméru vnéjsi normdly a vektor proudéni
= (yz, zx, xy). (2]

32. Piiklad Pomoci Gaussovy—Ostrogradského véty spoctéte plosny integral [ [ (wz,y2,22) ds , kde
7

plocha . je vngjsi strana povrchu kvadru (0,a) x (0,b) x (0, ¢). Norméla mif{ ven z kvadru.
[abe(a + b+ ¢))

33. Priklad
Je dana funkce F = (z?yz,xy?z,2%\/2? + y2) a plocha . je hranici télesa Q = {[z,y,2] € R®:
2?4+ y? + 22 <4;3(2? +y?) < z;2 > 0}
Ovérte platnost Gaussovy-Ostrogradského véty, tj. spoctéte:
a) [(2%yz,zy?z,23\/a? + y2)d§, kde . je hranice télesa . [—V3m + %71’2]
2

Na;povéda: Plocha & je slozend ze dvou cdsti, tedy ¥ = A U . Je tedy potieba spocitat dva
samostatné integraly a je to ¢asové ndrocné.

b) fgf div(x2yz,xy2z,z3m)dxdydz. [—/37 + %772]
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