3. Analytickd geometrie 3A. Vektorovy pocet

3. Analyticka geometrie

Objekty v roviné i prostoru (body, usecky, ptimky, kiivky, roviny, plochy atd.) 1ze popsat pomoci ¢isel. Popisem a
studiem téchto objektu se zabyva analytickd geometrie. Tento popis méa v soucasnosti velky vyznam v technické
praxi, vyuziva se nejen pii konstrukci stroju, ale i pro fizeni obrabécich stroji apod. Nejprve si pripravime
aparat vektoru, potom se budeme zabyvat ,rovnymi“ ttvary a nakonec kvadratickymi kiivkami a plochami.

3A. VEKTOROVY POCET

Body a tutvary v prostoru budeme popisovat pomoci trojic (v piipadé roviny pomoci dvojic) redlnych ¢isel,
budeme se pohybovat v prostoru R? nebo R2, coz je kartézsky soucin mnoziny realnych é&isel R:

RI=RxRxR, R2=R xR.

Zvolime-li v (trojrozmérném) prostoru bod O zvany pocatek a z néj vychédzejici tii navzdjem kolmé polopiimky
zvané poloosy s jednotkovymi délkami na nich, dostdvdame soustavu pravouhlych souradnic Ozyz. Kazdy

bod prostoru lze potom jednoznaéné popsat pomoci jeho soufadnic — trojic redlnych &isel, tj. prvkem R3.
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Obr. 3.1: Soufadnice [z, y, 2] charakterizujici polohu bodu P[z,y, 2] v trojrozmérné pravotocivé soustave
pravotuhlych soufadnic Ozyz.

Podle potadi jednotlivych poloos rozeznavame pravotocivou a levotocivou soufadnicovou soustavu. Pra-
votocéiva soustava s osami x, y, z je na Obr. 3.1. Prohozenim poloos x a y bychom dostali soustavu levotoc¢ivou.

Obvykle se vyuzivd pravotocivd soustava. V ni pfi pohledu z (kladné) poloosy z pootocenim poloosy x
o pravy thel v kladném sméru (proti sméru pohybu hodinovych rucicek) dostaneme poloosu y. Libovolny bod
P prostoru tak lze popsat pomoci jeho tzv. soufadnic z,y, 2z, viz Obr.3.1:

P =lz,y,z] nebo Plz,y,z].

Podobné zvolenim pocatku O a dvou navzajem kolmych poloos z a y dostavame soufadnicovou soustavu v roviné.
Uvazujeme soustavu pravotocivou, pii které pootocenim osy x o pravy thel v kladném sméru dostavame osu y.
Kazdy bod roviny potom lze jednoznaéné popsat pomoci jeho soufadnic P = [z, y].

Oznaceni, vazany a volny vektor

Na rozdil od teorie mnozin a dal$ich obortu, kde se mnoziny znac¢i velkymi pismeny a jejich prvky malymi
pismeny, v geometrii je tradice opa¢na: body se znaci velkymi pismeny a mnoziny malymi pismeny:
primky latinskymi, roviny feckymi pismeny.

Ani oznagen{ soufadnic neni jednotné. V prostoru R s osami x,y,z jsou soufadnice obecného bodu P
oznaceny [z,y, z], pokud je bodu vice, soufadnice boda rozlisime indexy: A = [x4,ya4, 24], ¢asto se rovnitko
vynechévd a pise jenom A[xa,ya, z4]. V roviné je znaceni soufadnic x,y a bodlt A = [x4,y4] analogické.

Vétsina pojmi lze zavést nejen v prostoru R a roviné R? ale i v prostoru dimenze n € N. Potom je
nejjednodussi oznacovat osy a jednotlivé soufadnice ¢isly, napiiklad

0SYy X1,T2,...,Tn, vektory u= (uy,us,...,u,) abody A=/[A1,As, ..., Al
Tento zapis zahrnuje nejen body v roviné v piipadé n = 2 a body v prostoru v piipadé n = 3, ale i body v tzv.
n-rozmérném prostoru, které neni snadné si predstavit, neni problém vsSak v ném s body pracovat.

V dalsim se budeme zabyvat vektory v prostoru. Osy budeme oznacovat x,y, z a soufadnice bodu indexy
napi. A = [x4,y4, 24, a vektory u = (uy, us, us). Ve fyzice se vektory oznacuji i velkymi pismeny, napi. sila F.
Rovinny ptipad dostaneme ,odstranénim* tfeti slozky.
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3. Analytickd geometrie 3A. Vektorovy pocet

Definice 3.1. Uspoiddanou dvojici bodtt A = [z4,y4,24], B = [xB,yB, 28] nazveme vazany vektor v R3
s pocatkem v bodé A a s koncem v bodé B. Znac¢ime ho

AB.

Vazany vektor E lze zadat také bodem A a usporfddanou trojici redlnych ¢isel (vp —2a,ys —ya, 28 —24).

Samotnou trojici ¢isel nazyvame volny vektor a zna¢ime u = (uy,us,us) = A§

acislauy =xp — T, uso =Yg — YA a ug = zg — 24 pak souradnicemi nebo slozkami volného vektoru u.

Je jasné, ze vektor u body A, B neurcuje, protoze i jiné body C, D mohou vést k témuz volnému vektoru u.

Proto piesnéjsi matematicky piistup zavadi bindrni relaci mezi dvémi vézanymi vektory: Rekneme, Ze dva
vézané vektory AB, CD jsou ekvivalentni, jestlize (by — a1,bs — as,bs — a3) = (d1 — ¢1,ds — c2,d3 — c3). Tato
relace rozkladd mnoziny vazanych vektoru na tfidy zvané volné vektory. Volny vektor je tedy mnozina vektort
majici stejnou velikost, smér i orientaci. K uréeni této mnoziny staci zadat jeden z nich, obvykle se vybira vektor
majici pocatek v bodé 0.

Protoze jak body, tak vektory jsou urceny trojici redlnych ¢isel, abychom je rozlisili, v dalsim budeme
oznacovat body soufadnicemi v hranatych zavorkach, napt. A = [2,7,3], a vektory soufadnicemi
v kulatych zavorkach, napi. u = (3,6,2). Vedle zdpisu vektoru AB a u se uziva také symbol s ,Sipkou* 0
nebo s ,podtrzenim® u, které se vsak nebudeme pouzivat. Dale budeme slovem vektor myslet volny vektor.

Definice 3.2. Bud a = (a,,ay,a.) (pfipadné a = (ay,az,as)) nenulovy volny vektor v R3, viz Obr. 3.2.
Kolmé pruméty vektoru a do soutadnicovych os z,y, z jsou jeho soutadnice a,, a,,a. (piipadné aq,as, as).
Uhly, které svira vektor a se souradnymi poloosami z, y, z, oznaéime po fadé a, 3, v. Cisla cos(a), cos(8), cos(7)
se nazyvaji smérové kosiny vektoru a.

Velikost vektoru a ozna¢ime symbolem « := |a|.

Jednotkové vektory ve sméru os z,y, z budeme oznacovat i= (1,0,0), j= (0,1,0), k =(0,0,1).
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Obr. 3.2: Vyjadieni vektoru a pomoci jeho slozek a,,a,,a.. V obrazku jsou rovnéz vyznaceny
dhly «, 8,7, které svird vektor a se souradnicovymi osami, a jednotkové vektory i, j, k.

Véta 3.3. Bud a = (ay, ay, a,) nenulovy volny vektor v R3. Pro pojmy z piedchazejici definice plati:

a:=la| =,/a2 + a2 +a2, a; =a cos(aw), ay=acos(f), a,=acos(y). (3.1)

Pomoci jednotkovych vektori i, j, k lze vektor a jednoznacné vyjadrit jako a=azi+ayj+a. k.

s

Pozndmky: Ze vztahu (3.1) plynea, >0pro0<a < F,a, =0proa=7%5 aa, <0pro § <a <.

Pomoci soutadnic a Véty 3.3 lze urc¢it velikost vektoru a uhly, které svird se soufadnicovymi osami.
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3. Analytickd geometrie 3A. Vektorovy pocet

Operace s vektory v prostoru

V dalsim budeme oznacovat souradnice vektoru ¢éiselnymi indexy 1,2, 3.

Skalarni nésobek vektoru v geometrii pro ¢ > 0 je vektor stejného sméru a orientace, velikost je c-krat
vétsl, v piipadé ¢ < 0 se smér neméni, orientace je opacnd a velikost |c|-krdt vétsi. Predstavime-li si vektor
jako posunuti (translaci), kterd libovolny bod P posune o vektor u do bodu P + u, sou¢tu dvou vektoru u a v
odpovida slozeni téchto dvou posunuti: bod P je posunut do bodu P + u + v.

Kazdy vektor v geometrii lze jednoznacné popsat trojici éfsel, coz je specidlni pifpad matic typu (3,1)
piipadné (1,3) — nerozlisujeme tddkové a sloupcové vektory. Séitdani a skaldrni ndsobeni vektoru lze proto
definovat po slozkéch stejné jako v pripadé matic:

Definice 3.4. (Soucet a skaldrni nasobek) Pro vektory je operace souc¢et u+ v definovand vztahem
u+v = (ur,ug,uz) + (vi,v2,v3) := (u1 + vi,uz + v2,us + v3)

a operace nasobeni skaldrem cu, kde ¢ € R, ke ddn cu = ¢ (uy,us, uz) := (cuy, cug, cug) .

Operace odéitani je ddna vztahem u —v=u+ (-1)v.

Poznamky:
(a) Geometrickd i analytickd definice skaldrniho ndsobku a souctu vektoru ddva stejny vysledek.

(b) Uvedené operace pro vektory jsou definovany i pro vektory majici n slozek stejné jako u matic.

(¢) Povsimnéte si, Ze volné vektory spolu s bindrnf{ operaci s¢itani jsou pifkladem grupy, kterd byla definovana
v Kapitole 1 ¢asti Algebraické struktury. Neutrdlnim prvkem je zde tzv. nulovy vektor 0 = (0,...,0),
prvkem opa¢nym k vektoru u je vektor —u := (—1) - u.

(d) Mnozinu volnych vektori v R3 (i vektort, tj. n-tic, pro libovolné n € N s operacemi soucet a skalarni
ndsobek) se nazyvéa vektorovy prostor nebo také linedrni prostor.

(e) Stejné jako u fadku v Kapitole 2 ¢dsti Hodnost matice lze u vektoru zavést pojem zdvislosti a nezdvislosti

vektori: v je zavisly na vektorech uy, ..., u, pokud ho lze napsat jako linearni kombinaci vektoru
uy,...,Ug, tj. pro néjaka c1,...,cr € R plati v =ciuy + - - + cpuy.
Rekneme také, ze vektory ug,...,uy, jsou linedrné nezavislé, pokud jedind jejich linedrni kombinace,

kterd dava nulovy vektor, je kombinace nulova, tj. ¢; = 0.

(f) V trojrozmérném prostoru R3 nejvyse tii vektory jsou nezdvislé a kazdé étyii vektory v R? uz musf byt
zavislé. Dva vektory jsou zavislé, pokud maji stejny smér, tj. lezi na stejné piimce.

(g) Nezévislé vektory nazveme bézi, pokud kazdy vektor prostoru lze vyjadrit jako jejich linedrni kombinace.
Trojice jednotkovych vektoru i,j,k proto tvoii tzv. kanonickou bazi. Bzl v prostoru je nekonec¢né
mnoho, kazd4 trojice nezdvislych vektort v R3 tvoif bazi. Trojice nenulovych vektort je linedrné nezdvisla,
pokud vektory nelezi na jedné ,piimce* ani v jedné ,roviné“.

Skalarni soucin

V geometrii muzeme vektory nasobit skaldrné i vektorové. Vedle geometrické méme i analytickou definici:

Definice 3.5. Bud'te u, v vektory v R®. Jejich skaldrni soué&in u - v je skalar (tj. ¢islo)
(a) u-v:=wuv cos(a), kde u,v jsou velikosti vektorti u a v a « thel, ktery tyto vektory sviraji,

(b)  uw-v:i=wugv; + ugve + ugvs, kde u;, v; jsou slozky vektoru u, v.

Bez dukazu uvedeme dalsi tvrzeni:

Véta 3.6. Obé definice skaldrniho souéinu (a) i (b) jsou ekvivalentni.
Skalarni soucin je komutativni, tj. pro kazdé dva vektory plati u-v=v-u

Skalarni sou¢in je linearni v obou proménnych, tj. pro kazdé ¢isla c1,co € R a kazdé vektory plati

(ciug; +coug) - v=ci(u-v)+ca(us-v), u-(crvi+ceave)=ci(u-vy)+ca(u-vsy).
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3. Analytickd geometrie 3A. Vektorovy pocet

Poznamky:
(a) Vysledkem skaldrniho soucin u - v dvou libovolnych vektortu u, v je skalar.
(b) Oznacéme u, kolmy prumét vektoru u na piimku uréenou smérem vektoru v a v,, kolmy prumét vektoru v

na piimku uréenou smérem vektoru u. Potom pro ostry thel a skaldrni sou¢in vektoru je soucin velikosti
prvniho vektoru a velikosti priamétu druhého vektoru: u-v = vvy = vu, , viz Obr. 3.3.

(%

¥—————Y———-—-J
u
Uy

Obr. 3.3: Geometricky vyznam skaldrniho sou¢inu: u-v = vy = 0 Uy.
(¢) Porovnéni s geometrickym vyjddfeni skaldrniho souc¢inu ddvd u-v = uv cos(a), odkud lze vyjadrit kosinus
uhlu, ktery vektory sviraji:
u-v U1 V1 + Ug Vg + U3 V3
lal- vl Vud +ud +ud - ol 03 + 03

cos(ar) =

(d) Specialni pifpad ihlu a = 0 a u = v, kdy cos(0) = 1 dava u-u = u?, odkud v = |u| = /u - u.

(e) Specidlni piipad vektort svirajicich pravy thel, tj. iihel « = § ddvd u-v = 0. V tomto piipadé mluvime
o vektorech kolmych nebo ortogonalnich.

(f) Vektorovy prostor R? s timto skalarnim sou¢inem nazyvdme euklidovsky prostor a znaéime E3.

Fyzikalni vyznam skalarniho sou¢inu je vidét z nasledujiciho piikladu:

Piiklad 3.7. Vagon je tazen na piimém tseku délky s = 20 m lanem, které svird se smérem s pohybu vagonu
thel a = 20°, a které je napinano silou o velikosti F' = 800 N. Vyjadrete praci W vykonanou silou F pomoci
skalarniho souc¢inu a vypoctéte ji.

Reseni: Situaci nacrtneme. Bud F, primét vektoru F do sméru s. Pak W = Fy s = |F||s| cos(a) = F s, odkud

W =F-s=|F||s| cos(a) = 800N - 20m - cos 20° = 1.50 - 10* J.

L

Obr. 3.4: K prikladu 3.7.

Vektorovy soucin
Na rozdil od skaldrniho sou¢inu vysledkem vektorového souéinu v R? je vektor. Opét vedle geometrické
definice méame definici analytickou:

Definice 3.8. Bud'te u, v vektory v R3. Jejich vektorovy souéin u x v je

(a)  vektor w kolmy na vektory u a v velikosti w = uwv sin(«) a takové orientace, Ze trojice vektoru
u, v, w tvoii pravotocivy systém, kde « je thel, ktery vektory u, v sviraji.
i j k
(b) uxvi=det| ur wu2 ug ,
V1 Vg Us

kde i, j, k jsou jednotkové vektory soufadnicovych os, viz Definice 3.4, a u;,v; slozky vektort u,v.
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3. Analytickd geometrie 3A. Vektorovy pocet

Bez dukazu uvedeme nésledujici tvrzeni:

Véta 3.9. Obé definice vektorového soucinu (a) i (b) jsou ekvivalentni.

Analyticky vzorec (b) lze rozepsat do slozek vektoru w

uxv= (2Rt ta e = (ugv3 — U3 V2 , U3V — Uy V3 , Uj Uy — U V1)
va w3 || vs v || v1 w2 ’ ’ '
Vektorovy soucin neni komutativni, je tzv. antikomutativni: v x u= —u x v,

Vektorovy soucin je linearni v obou proménnych, tj. pro kazda ¢isla ¢1,co € R a kazdé vektory plati

(ciug +coug) X v=rci(u; Xv)+ca(us X v), uX(c;vi+eava)=ci(uxvy)+ca(uxvy).

Geometricky vyznam vektorového soucinu
Vektorovy soucin u x v dvou vektoru u, v je vektor w, ktery je kolmy na oba vektory u, v. Jeho velikost je
rovna plo§nému obsahu S = u v sin(a) rovnobézniku uréeného vektory u, v v Obrazku 3.5).

S =|wl

Obr. 3.5: Geometricky vyznam vektorového sou¢inu w = u X v.

Poznamky:

Vektorovy souéin linedrné zavislych vektoru dédva nulu, rovnobéznik jimi uréeny degeneruje na usecku s nu-
lovym plosnym obsahem, specialné u x u = 0.

Ze skalarni soucinu vektoru u a v Ize uréit kosinus thlu «, ktery sviraji, z vektorového soucinu pak lze urcit
sinus thlu, ktery sviraji:

u-v _uxv|

cos(a) = T Ju]’ sin(a) = T Tu| (3.2)

Uved'me dva piiklady vyuziti vektorového souéinu ve fyzice:

Priiklad 3.10. Sila F pusobici na téleso v bodé P vyvozuje vzhledem k pocdtku souradnic otd¢ivy moment
M =r x F, kde r je polohovy vektor bodu P, viz Obréazek 3.6.

Obr. 3.6: Ot4c¢ivy moment M sily F pusobici na téleso v bodé P s polohovym vektorem r, je M =r x F.

Piiklad 3.11. Na konci tyce délky [ pusobi sila F rovnobézné s osou = podle Obrézku 3.7. Urcete otacivy
moment sily F vzhledem k pocatku O.

Reseni: Plati M = r x F. Vektor M zakreslime podle Obrézku 3.7.
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<V

M

x

Obr. 3.7: K prikladu 3.11, velikost vektoru M je M = [r| - [F|sin90° = 1IF.

SmiSeny soucin vektora

V prostoru R? mame jesté tzv. smiSeny soucin tif vektort, tj. ternarni operaci: prvni vektor skaldrné ndsobime
vektorovym souc¢inem druhého a tietiho vektoru:

Definice 3.12. Bud'te u, v, w vektory v R3. Jejich smiSeny souéin oznaceny [uv w] je skaldr, tj. ¢islo, které
dostaneme, kdyz prvni vektor skalarné vynasobime vektorovym souc¢inem druhého a tietiho vektoru, tj.

[uvw]=u-(vxw)

Pi{imym vypoctem se lze presvédéit, ze skaldrni soucin vektoru u = (uq,usg,u3) s vektorem t = v x w lze
pomoci Véty 3.9 a rozvoje determinantu podle prvniho fadku zapsat jako determinant

(5% u2 us
=| U1 V2 U3
wy w2 ws

V2 ws
w2 U3

U1 w2
w1 V2

U3 Wi

(u1,u2,ug) - (t1,t2,t3) = wq ws vy

+ ug + us

Zména potadi vektoru tak vede na zménu poradi faddka piislusného determinantu. Vlastnosti smiSeného
souc¢inu shrneme v tvrzent:

Véta 3.13. Bud'te u, v, w vektory v R3. Potom jejich smi§eny soucin lze zapsat ve tvaru determinantu:
Ul U us
[uvw]=| v1 v2 w3

w; w2 w3

Soucin neni komutativni, pfi zméné poradi vektoru se méni znaménko podle znaménka permutace, pii sudé
permutaci se znaménko neméni, pti liché permutaci se znaménko zméni:

[uvw]=[vwu]=[wuv]=—-[uwv]— [vuw] — [wvu].

Absolutn{ hodnota smiSeného souéinu [uv w] je rovna objemu rovnobéznosténu uréeného vektory u, v, w.

Operace s vektory v roviné
Vektory v roviné lze s¢itat i nasobit skaldrem. Skalarni soucin je také

u-v = (ug,uz) - (vi,v2) =ug V1 + U2 V2 .

Vysledkem vektorového soucinu dvou vektoru v roviné zi,xs vsak neni vektor, ale skalar; je to tfeti slozka
vektorového soucinu v prostoru, protoze prvni dvé slozky jsou nulové:

ux v =(ur,uz) X (vy,v2) = U vg — U V1 .

Vektorovy soucin je i v roviné antikomutativni: v x u=—u x v.
Také tihel o dvou vektoru u, v 1ze urcit stejné jako v trojrozmérném prostoru:

u-v U1 V1 + uUsg Vo

_ _ Cluxv| o Jui vy —ug vy
TR e e

cos(a) = = .
ul-ful - Vud +ud Vot +0F

sin(«)
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3. Analytickd geometrie 3A. Vektorovy pocet

Pozndmky: Skalarni i vektorovy soucin vektort jsme si definovali geometricky i analyticky. V piipadé roviny
lze ekvivalenci snadno ukazat. Uvazujme vektor u = (uy,ug) svirajici s kladnou poloosou x (orientovany) thel
a a vektor v = (v1, vg) svirajici s kladnou poloosou z tihel 8. Oba vektory sviraji tthel ¢ = 8 — a, viz Obr. 3.8.

Y
V2
v
U2
%) u
«
0 U1 Uy z

Obr. 3.8: K dikazu ekvivalence geometrické a analytické definice skalarniho a vektorového soucinu

Pro thel « plati sin(a) = ua/|ul, cos(e) = u1/|u| a podobné rovnosti pro tdhel 5. Vyuzitim vzorce pro rozdil
uhli cos(8 — a) = cos(f) cos(a) + sin(f) sin(a) dostavime

cos(p) = cos(f — a) = cos(f) cos(a) + sin(p) sin(a) = U1oup | U2 Up

vl Tl vl

odkud vyndsobenim rovnosti |u|-|v| plyne ekvivalence obou definic skaldrniho souc¢inu. Podobné vyuzitim vzorce
sin(8 — ) = sin(p) cos(a) — cos(B) sin(a) dostavéame

sin(p) = sin(f8 — «) = sin(B) cos(a) — cos(f) sin(ar) = Vo up v up

)

vl al o v] ful
odkud plyne ekvivalence obou definic vektorového sou¢inu v roviné.
Vektory v n-rozmérném prostoru

Na zavér se pro zajimavost podivejme na vektory v n-rozmérném prostoru:

Usporddané n-tice u = (ug,usg, ..., u,) redlnych ¢isel lze ztotoznit s vektory v prostoru R™. Tyto vektory
lze scitat a skalarné nasobit po slozkach stejné jako matice.

(a) Skaldrni soucin nedéld problém:
u-v = (ug,ug,...,U)  (V1,V2,...,Un) = U V1 + UV + « -+ + Up Uy ,
je komutativni a plati pro néj distributivni zdkony jako v prostoru R3.

(b) Délku vektoru snadno vyjaddiime pomoci skaldrniho soucinu:

ful = v w =/ +ud ol

(¢c) Dva vektory u a v v n-rozmérném prostoru R™ urc¢ujf rovinu, ve které muzeme pomoci skaldrniho souctu
urc¢it thel a, ktery sviraji:
u-v ULV F U2 V2 + -+ -+ Uy Uy

cos(ar) = = )
uf-Jul it w4t u2 i3+ 02

(d) Vektorovy souc¢in dvou vektort v R™ neni definovén: v prostoru R™, n >4, je nekone¢né mnoho sméru
kolmych na rovinu uréenou dvéma nezavislymi vektory.
Misto toho lze definovat vektorovy soucin n—1 vektoru jako (n—1)-drni operaci, tj. operaci, kterd n—1
vektortim u; = (ul,...,ub), ug = (u3,...,u2), ..., wy_y = (uf .., ul 7t vektor w = uy X - XU,
jako determinant

up U Uy,
uf U up
w = : ,
n—1 n—1 n—1
Uy Ug U,
€1 €2 €n
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3. Analytickd geometrie 3A. Vektorovy pocet

kde vektory e, e, ... e, tvoii tzv. kanonickou bézi, jsou to jednotkové vektory ve smérech soutradnicovych
o0s, tj. vektor e; mé jednicku na i-tém misté, ostatnf jsou nuly: e; = (1,0,...,0), e = (0,1,0,...,0) a
e, =(0,0,...,0,1).

(e) Také ve smiSeném souéinu bindrni operaci vektorového sou¢inu musime nahradit (n — 1)-drni operaci
vektorového soucinu. Dostdvdme tak n-ndrni operaci tzv. vnéjsi soucin n vektoru ug, ug, ..., u,, jejimz
vysledkem je determinant, tj. ¢islo

1 1 1
Uy  Ug Un,
uf 3 up,
[ugug -+ u,] =det .
ul uy ... up

Poznamenejme, ze absolutni hodnota vnéjsiho souc¢inu vyjadiuje ,,objem* n-rozmérného rovnobéznosténu
ur¢eného vektory uy, ug, ..., u,.

(f) 'V n-rozmeérném prostoru lze definovat ruznd n-rozmérnd télesa, naptiklad n-rozmeérny kvadr je kartézsky
soucin intervall

(a1,b1) X (az,b2) X -+ X (an,by),

Ize ,nakreslit“ i jeho prumét do libovolné roviny. Zajimavé jsou roviny, které nejsou rovnobézné se zadnou
soufadnicovou osou. Problém je v8ak vyznacit ,viditelnost“, tj. urcit, které body jsou vidét a které jsou
zakryté. To je nefesSitelny problém analogicky problému vyznaceni viditelnosti trojrozmérného télesa
promitnutého na piimku.
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3. Analytickd geometrie 3B. Linearni mnoziny v roviné

3B. LINEARNI MNOZINY V ROVINE

Nejprve se budeme zabyvat ,rovnymi“ utvary zvanymi linedrni mnoziny, protoze je lze popsat linedrnimi
rovnicemi. Ijtvary lze popsat ruznymi zpusoby. Implicitni popis obsahuje rovnici pro soufadnice z, y jednotlivych
bodu mnoziny, bod patii do utvaru, pokud jeho soufadnice rovnici spliiuji. Proti tomu parametricky popis se
sklddad ze vzorcu pro soufadnice bodi mmnoziny. Vzorce obsahuji parametry, dosazenim konkrétnich ¢isel z
mnoziny parametru za parametry dostaneme jednotlivé body mnoziny.

Opét je zde problém s ruznymi oznacenimi bodu a vektoru. V dvojrozmérném prostoru osy znacéime z,y.
Body budeme oznacovat velkymi pismeny a jejich soufadnice x,y v hranatych zavorkach rozlisime indexem
bodu. Obecny bod se souradnicemi budeme znacit P = [x,y], soufadnice konkrétniho bodu rozlisime indexy,
napi. A = [z4,y4], nékdy se znak ,rovnd se“ vynechdvd. Vektory budeme znacit tuénymi malymi pismeny
a jejich soufadnice pismeny s ¢iselnymi indexy v kulatych zdvorkdch, napifklad u = (uy,us). Toto znaceni je

Primka v roviné
Body P = [z,y] piimky v roviné lze popsat nékolika zpusoby, nékteré nejsou jednoznacéné, tj. ruzné zdpisy
urcuji stejnou ptimku, jiné zase nedokazi popsat vSechny piimky:

Definice 3.14. Piimka v roviné je mnozina bodu P = [z,y] dand jednim z nasledujicich zpusobu:

(a) (obecna rovnice piimky) {[z,y] € R? | ax + by + ¢ = 0},
kde a, b, c € R a alespon jedno z Cisel a, b je ruzné od nuly,
(b) (smeérnicova rovnice primky) {[z,y] e R? | y = kx + ¢},
kde k,q € R. Cislo ¢ je soufadnice priseciku pifmky s osou y, k je tzv. smérnice,
(c) (usekova rovnice piimky) {[z,y] € R? | o =y
kde p, g # 0 jsou useky, které piimka ,vytind“ na oséch x,y, tj. pruseciky s osami jsou [p, 0] a [0, q],
(d) (parametrické rovnice pfimky) {[z,y) ER? |z =24+ 81t, y=ya +s2t tER]},

kde A = [z4,y4] je bod, kterym piimka prochdzi, a s = (s1,s2) je jeji (nenulovy) smérovy vektor.
Tyto rovnice lze zapsat také vektoroveé: {PeR? : P=A+ts, teR}.

Ptimky oznacujeme obvykle malymi latinskymi pismeny, napft. p, q,r, s, t.

s = (s1,52) — smérovy vektor primky p
n = (n1,n2) — normélovy vektor pifmky p
) — smérovy uhel ptimky p
i k=tgp= z—f — smérnice piimky p
59 '
G > G
- 0 51 T Obr. 3.9: K definici pifmky.

Véta 3.15. (Vlastnosti jednotlivych zapisu primky)

(a) Obecnd rovnice piimky (a) dovede popsat vSechny piimky v roviné. Rovnice neni jednoznacna,
kazdy nenulovy nésobek rovnice popisuje stejnou piimku. Popis pfimky bude jednoznaény, priddame-li
napiiklad podminku a® + b?> = 1 a a > 0, nebo b > 0 v piipadé, kdy a = 0.

Koeficienty a, b urcuji normélovy vektor n = (a,b) a tim i smérovy vektor s = (—b, a).

V piipadé a = 0 je piimka rovnobézna s osou z, pokud b = 0, je piimka rovnobézna s osou y, pokud
¢ = 0, pifmka prochdz{ po¢atkem O = [0, 0].

Pokud a # 0 pifmka protind osu x v bodé [—£, 0], v pifpadé b # 0 pifmka protind osu y v bodé [0, —¢].
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3. Analytickd geometrie 3B. Linearni mnoziny v roviné

(b) Smeérnicovd rovnice dovede popsat vSechny pifmky kromé piimek rovnobéznych s osou y, zépis je
jednoznacny, tj. ruzné k, g urcéuji ruzné primky.

Vektor s = (1, k) je smérovy a n = (—k, 1) normdlovy vektor piimky.

Cislo q uréuje prisecik [0, g] pifmky s osou y.

Piipad k = 0 urcuje pifmku rovnobéznou s osou x. Pro k # 0 pifmka protind osu = v bodé [, 0].
(c) Usekovd rovnice dovede popsat vSechny piimky kromé piimek prochézejicich pocatkem. Protoze

pruseciky s osami davaji parametry p,q, zapis je jednoznacny. Pievedeme-li jednicku z pravé strany
na levou, mame tvar obecné rovnice.

(d) Parametrické rovnice dovedou popsat vsechny piimky, piimka vSak m& mnoho zdpisu: muze zacinat
z libovolného bodu piimky a také nenulovy nasobek smérového vektoru primku neméni.

Rovnice obsahuji smérovy vektor s = (s1, $2), normélovy vektor je potom n = (—ss, s1).

Pozndmky: Naucte se prevddét jeden druh rovnice piimky na ostatni!
Dva ruzné body A = [za,yal, B = [zp,yp] urcuji piimku. Jaké jsou jeji rovnice? Body A, B urcuji jeji
smeérovy vektor: s = (rp — 4,y — ya) odkud muzeme piimo napsat jeji parametrické rovnice:

r=x4+t(rp —74), y=ya+tys —ya) teR.

s . .. o . _ ys—vya . iy .
V piipadé x4 # xp je smérnice piimky ¢&islo k = To—., arovnice primky je

y:yA—l—M(x—mA). (3.3)

B —TA
Roznasobenim 1ze rovnici snadno upravit na smérnicovou i obecnou rovnici pfimky.
Normélovy vektor je (—yp+ya,xp—2 ). Vydélenim obecné rovnice absolutnim ¢lenem (pokud je nenulovy)
po pievedeni jednicky na pravou stranu dostaneme tisekovou rovnici piimky.

Priklad 3.16. Piimka p je urcena obecnou rovnici 3z — y — 6 = 0. Urcete smérovy a normalovy vektor a
ostatni druhy rovnice této primky.

Reseni: Koeficienty obecné rovnice dévaji normélovy vektor n = (a,b) = (3,—1). Z rovnice lze hned urcit

smérnicovy tvar y = 3z — 6, odkud méme smérovy vektor s = (1,k) = (1, 3). Déleni obecné rovnice ¢islem 6

davd § — & —1=0, odkud mdme tsekovy tvar § — & =1 s pruseciky [2,0] a [0, —6] na osdch z a y.
Volbou napiiklad = 1 dostdvame bod [1, —3] a tim i parametrické rovnice  =1+t, y = —3+ 3¢. Pokud

za bod vezmeme prusecik [2, 0], parametrické rovnice jsou x =2+, y = 3t.

Vzajemné polohy bodt a primek v roviné
Vzdélenost dvou (riznych) bodia A = [z4,ya] a B = [xp,yp] je rovna velikosti vektoru B, tj.
IB—A| = AB = V{(@s —za)? + (yp —ya)?.

Jakd je vzdjemnd poloha bodu a pifmky? Pokud soufadnice bodu spliiuji rovnice piimky (kterékoliv, kromeé
parametrickych), bod lez{ na pfimce. V opa¢ném piipadé na pifmce nelezi. Vzdalenost bodu A od pfimky
p je minimum jeho vzdélenosti od vsech bodu pfimky. Minimum je dosazeno v kolmém prumétu P bodu na
piimku p, tj. prusec¢iku piimky p s piimkou ¢, kterd prochdzi bodem A a je kolmé na pifimku p. Tuto vzdalenost
Ize spocitat pomoci nasledujiciho vzorce, zkuste ho odvodit!

Véta 3.17. Vzdélenost bodu od pfimky v roviné. Méjme piimku p : ax+by+c=0abod A = [x4,y4].

Potom jejich vzdalenost d je
_Jaza+bya+

Jaka je vzajemnd poloha dvou piimek v roviné? Dvé piimky mohou byt

d

(a) raznobézné, tj. maji jediny spoleény bod, tzv. prusedik,
(b) rovnobézné, tj. nemaji zddny spoleény bod a
(c) totozné.
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3. Analytickd geometrie 3B. Linearni mnoziny v roviné

Jak zjistit vzdjemnou polohu dvou piimek p,q v roviné? Pokud jejich smérové (nebo normélové) vektory
jsou nezavislé, primky jsou ruznobézné. Pokud jsou zavislé, piimky jsou rovnobézné nebo totozné. Zavislost lze
nejsnadnéji zjistit pomoci vektorového soucinu: vektory s, = (s¥, sh) a s, = (s1, s2) jsou zavislé, prave kdyz

sp X sp = s 54 —sh sl =0.

Vzdalenost dvou (ruznych) rovnobéznych pifmek lze pocitat podobné jako vzddlenost bodu od piimky: staci

zvolit na jedné pfimce jeden bod a méfit jeho vzdalenost od druhé pfimky. Zkuste odvodit nasledujici vzorec:

Véta 3.18. Vzdalenost dvou rovnobéznych pirimek. Méjme dvé rovnobézné piimky p a g, které zapiSeme
se stejnymi koeficienty a,b: pfimka p ma rovnici ax + by + ¢, = 0 a piimka g rovnici az + by + ¢4, = 0.
Potom jejich vzdalenost d je
d— |cp = ¢4

Pokud jsou dvé ptimky ruznobézné, jejich prusecik ma soutradnice x,y, ktery je feSenim soustavy rovnic
slozené napiiklad z obecnych rovnic obou pfimek.

Odchylkou dvou rtiznobéznych primek p a ¢ rozumime thel, ktery je dan jako thel «, ktery sviraji
smérové vektory s, a s, téchto pfimek, pokud je tento uhel vétsi nez pravy, vezmeme ostry dhel mezi vektory
sp a —s,. Tento tihel lze urcit pomoci skalarniho nebo vektorového souéinu z rovnic

_ Isp - 84l _ |sp X sl
Ispl [Sq] 7 Isp] [sq]

Rekneme, 7e piimky jsou navzajem kolmé, pokud jejich smérové vektory sviraji pravy thel, tj. Sp - 8¢ = 0.

cos(w) sin(«)

Podmnoziny primky a mnoziny s ,rovnymi“ okraji v roviné

Piimku uz popsat umime. Jak popsat polopiimku, tisecku, poloroviny, thel a trojihelnik? Na to se nejlépe
hodi parametricky popis piimky dané dvéma body:

Véta 3.19. Méjme dva ruzné body A = [z4,y4] a B = [zp,yp]. Potom parametrické rovnice
r=za+ttl@p—ra)=(1-tzat+tep y=ya+tlyp—ya)=(1-tya+tys
urcuji nésledujici body a podmnoziny piimky pro ruzné hodnoty parametru ¢:

(a) bod Aprot=0, bod Bprot=1, stied dsecky AB prot= %,
(b) otevienou usecku AB pro t € (0,1), tsecku AB s koncovymi body pro ¢ € (0,1),

(¢) polopiimku E pro t € (0,00), polopifmku E)l prot € (—oo,1) a celou primku p pro ¢ € R.

V piipadé ostatnich popisu piimky lze jeji podmnozinu vyjadfit omezenim proménné x nebo y, napiiklad
zapis ax +by+c=0 snerovnosti x4 < x < zp urtuje otevienou usecku.

Pifmka v roviné rozdéluje tuto rovinu na dvé poloroviny, které dostaneme tak, ze v rovnici piimky (obecné,
smeérnicové i isekové) zménime rovnost na nerovnost. Kterou z dvou polorovin oddélenych piimkou p dostaneme?
Je-1i hrani¢ni pfimka ve tvaru y = k z + ¢, potom zfejmé nerovnice popisuje:

y>kx+q polorovinu ,nad“ piimkou, v ptipadé y > kx + ¢ vcetné hrani¢ni piimky,
y < kx+q polorovinu ,pod“ piimkou, v piipadé y < kx + ¢ vcetné hrani¢ni pfimky.
Je-li hraniéni pifimka zapsand ve tvaru x = ¢, pfipadné z = py + ¢, potom ziejmé:
x>py+q je polorovina ,vpravo“ od piimky, v pfipadé x > py + ¢ vcetné hrani¢ni piimky,
r<py+q je polorovina ,vlevo“ od primky, v ptipadé = < py+ ¢ veetné hrani¢ni primky.

V piipadé parametrického popisu piimky * = x4 +uit, y = ya +uzt, t € R, se smérovym vektorem
u = (u1,uz), vezmeme vektor v = (vy,vs) sméfujici do dané poloroviny (napiiklad jeden ze dvou normaélovych
vektorti) a polorovinu (bez hrani¢ni pfimky) popisujf rovnice

T=x4+urt+v1s, Yy=9yas+ust+uvys, teR, s> 0,

v pfipadé s > 0 véetné hrani¢ni primky.
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3. Analytickd geometrie 3B. Linearni mnoziny v roviné

Piiklad 3.20. Trojtuhelnik AABC je urcen vrcholy A = [1,—1], B = [5,0] a C = [3,4]. Urcete jeho obsah,

Reseni: Téziste T = [z, yr] trojihelnika AABC mé soufadnice, které jsou prumérem soufadnic jeho vrcholit:
zp=3(1+5+3)=3, yr=3(-1+0+4) =1, tezsté je tedy T = [3,1].
Stiedy stran jsou opét pruméry soufadnic koncovych bodt jednotlivych stran, proto stied strany ¢ = AB je
Se=[5(1+5),5(—1+0)] = [3,—1], stied strany b = AC je S, = [2, 3] a stied strany a = BC je S, = [4,2].
Délka strany ¢ je |AB| = |(4,1)] = v/17, podobné |[AC| = |(2,5)| = v29 a |BC| = |(-2,4)| = v/20.
Obsah trojihelnika spoc¢itame pomoci vektorového soucinu vektora AB a A

|AABC|:%‘B><@‘:%\(4,1)><(2,5)|:%|20_2|:9.

Trojihelnik parametricky popiseme pomoci bodu A a vektoru jeho stran u = 1@ =(4,1)av=1(25):
r=xpa+turs+uvt=14+4s+2t, y=ya+tuss+uvet=—-14+1s+5t s>0,t>0, s+t<1.

Trojihelnik lze popsat také jako prunik ti{ polorovin urcenych piimkami 1@, fﬁ a % Pomoci (3.3) a
predchozich ivah po upravé dostavame

4dy>x—5, 29 <d5zx—7T7, y<10—-2=x.

Jako kontrolu sta¢i dosadit souradnice vrcholu A, B, C do danych nerovnic. Pokud ve dvou piipadech vyjdou
rovnosti a ve tieti plati ostrd nerovnost, jsou nerovnice spravneé.
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3. Analytickd geometrie 3C. Linedrni mnoziny v prostoru

3C. LINEARNI MNOZINY V PROSTORU

Po ,rovnych® ttvarech v roviné prejdeme na ,rovné“ tzv. linedrni utvary v prostoru R3. I’Jtvary lze popsat
ruznymi zpusoby. I zde je problém s oznacenim bodu a vektoru. Podobné jako v roviné v nasem trojrozmérném
prostoru osy budeme znacit x,y, z. Body budeme oznacovat velkymi pismeny a jejich soutadnice x,y, z v hra-
natych zdvorkdch rozlisime indexem bodu. Obecny bod se soufadnicemi budeme znacit P = [z, y, z], souradnice
konkrétniho bodu rozlisime indexy napi. A = [x4,y4, z4], néktei{ autofi znak ,rovnd se“ vynechavaji. Vektory
budeme znagit tuénymi malymi pismeny a jejich soutradnice pismeny s ¢iselnymi indexy v kulatych zavorkéch,

u = (xuvyua Zu)~

Rovina v prostoru

Body P v prostoru budeme urc¢ovat soufadnicemi P = [z,y, z]. Podobné jako piimku v roviné i rovinu v
prostoru muzeme urcit ruznymi zpusoby:

Definice 3.21. Rovina v prostoru je mnozina bodu P = [z, y, z] dand jednim z nésledujicich zpusobu:

(a) (obecna rovnice roviny)
{[z,y,2] €ER® | az + by +cz+d =0},

kde a,b,c,d € R a alespon jedno z &isel a, b, ¢ je razné od nuly,
(b) (smérnicova rovnice roviny)
{[x,9,2] €R3 | z =kx +1y +q},
kde k,1,q € R. Cislo ¢ je souradnice pruseciku pifmky s osou z a k, ! jsou tzv. smérnice,

(¢) (utisekova rovnice roviny)
{lwy) €R? | =+ 242 =1)
) p q r )
kde p, q,r # 0 jsou tseky, které rovina ,vytind“ na osach x,y, z, tj. pruseciky s osami x,y, z jsou po
fadeé body [p,0, 0], [0,4,0] a [0,0,7],
(d) (parametrické rovnice roviny)
{[z,y] €ER® |z =24 +u1 s+ vit, y=ya +uss+uvat, 2=24+uzs+uvst stcR}

kde A = [x4,ya, 2z4] je bod, kterym rovina prochdzi, a u = (uy,us,u3) a v = (v1,v3,v3) jsou dva
nezavislé vektory lezici v dané roviné. Tyto rovnice lze jednoduse zapsat vektoroveé:

{PeR3 : P=A+su+yv s,teR}.

Roviny oznacujeme obvykle malymi feckymi pismeny, napi. «, 3, 7.

7 definic je snadné odvodit nésledujici tvrzeni:

Véta 3.22. (Vlastnosti jednotlivych zapisa roviny)
(a) Obecnd rovnice roviny (a) dovede popsat vSechny roviny v prostoru. Rovnice neni jednoznaénd, kazdy
nenulovy nasobek rovnice popisuje stejnou rovinu. Popis roviny bude jednoznacny, pridame-li naptiklad
podminku a? + b2 +c? =1aa >0, nebo b > 0 pro a =0, nebo ¢ >0 proa =b = 0.

Koeficienty a, b, ¢ uréuji normalovy vektor n = (a, b, ¢), smérovy vektor neni uréen jednoznaéné, v roviné
existuji vzdy dva nezavislé smérové vektory u a v.

V piipadé a = b = 0 je rovina kolma na osu z a rovnobéznd s osami z,y. Pokud a = ¢ = 0, rovina je
kolmé na osu y a rovnobéznd s osami z, z. Jestlize b = ¢ = 0, rovina je kolma na osu & a rovnobézna s
osami y, z. Pokud d = 0, pfimka prochdz{ pocdtkem O = [0, 0, 0].
Pokud a # 0, rovina protind osu z v bodé [—g,O, 0], v pripadé b # 0 rovina protind osu y v bodé
[0, —%, 0] a jestlize ¢ # 0, rovina protind osu z v bodé [0, 0, —%].
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(b) Smeérnicovd rovnice dovede popsat vSechny roviny kromé rovin rovnobéznych s osou z. Zapis roviny je
jednoznacny, tj. ruzné k, [, g uréuji ruzné roviny.

Smeérové vektory nejsou urc¢eny jednoznacéné, jsou to napiiklad vektory u = (1,0,k) a v = (0,1,1).
Vektor n = (—k, —[,1) je normdlovy vektor roviny.

Ptipad k = [ = 0 urcuje rovinu rovnobéznou s rovinou z = 0.

(c) Usekové rovnice dovede popsat jen ty roviny, které protinaji vSechny tfi osy. Protoze pruseciky s osami
davaji parametry p, q,r, zapis je jednoznacny. Pfevedeme-li jednicku z pravé strany na levou, mame
tvar obecné rovnice.

(d) Parametrické rovnice dovedou popsat vSechny roviny, roviny vSak maji nekoneéné mnoho zapisu: mo-
hou zacinat z libovolného bodu roviny a mohou obsahovat libovolnou dvojici nezavislych vektoru v
roviné.

Jsou-li u a v nezavislé smérové vektory roviny, potom vektor u x v je normalovym vektorem roviny.
Méme-li normalovy vektor, jeho slozky jsou koeficienty a, b, ¢ v obecné rovnici roviny, pomoci souradnic
bodu roviny staci dopocitat koeficient d.

Pozndmky: Naucte se prevddét jeden druh zdpisu roviny na ostatni!

Podobné jako v ptipadé piimky v roviné jsme z parametrickych rovnic urcovali ¢asti pfimky omezenim
mnoziny parametru, i zde v prostoru omezenim mnoziny parametru s, ¢ muzeme urcit poloroviny, ihly, trojihelniky,
rovnobézniky atd.

Zaménime-li v obecné, smérnicové i usekové rovnici rovnost nerovnici, dostavame poloprostor. Napiiklad
z+y+2z+12>0 je poloprostor ,nad“ rovinou x + y + z + 1 = 0 obsahujici pocatek.

Piiklad 3.23. Ovéite, ze body A = [1,1,3], B = [5,4,1], C = [2,1,6] nelezi na piimce. Tyto body uréuji

Reseni: Body A, B, C nelezi na piimce, pokud vektory u = AB = (4,3,-2)av = AC = (1,0,3) jsou linedrne
nezdvislé. Jejich vektorovy sou¢in u x v = (4,3, -2) x (1,0,3) = (9, —14, —3) je nenulovy, proto vektory jsou
nezdvislé. Navic je to normélovy vektor n = (9,—14,—3) roviny urc¢ené body A, B,C. Jeji rovnice je tedy
9x — 14y — 3z + d = 0, koeficient d dopoc¢itdme dosazenim soufadnic napi. bodu A, odkud plyne d = 14.
Obecna rovnice hledané roviny je tedy 9 — 14y — 3z 4+ 14 = 0. Jako kontrolu dosazenim soufadnic bodu do
rovnice roviny lze ovéfit, ze i body B, C' lezi v hledané roviné.

7 obecné rovnice plyne smérnicové rovnice i isekova rovnice

14 14 x Y z
9 3

Parametricky popis muzeme ziskat pomoci bodu A a vektoru u a v:
r=14+4s+1t, y=143s, z2z=3-2s+3t s,teR.
Pokud v parametrickém vyjadieni omezime parametry s >0, ¢t > 0 a s+t < 1, dostaneme trojihelnik

AABC. Jeho tézisté je opét prumér soufadnic vrcholy, tj. T = [$,2, 2],

Piimka v prostoru

Pifmku v prostoru nelze zapsat jednou rovnici. Lze ji napsat bud parametricky s jednim parametrem, nebo
jako prusecnici dvou rovin.

Definice 3.24. Pifmka v prostoru je mnozina bodu P = [z,y, z] dand jednim z nésledujicich zpusobu:
(a) (parametrické rovnice piimky)
{[x,y,2) ER® | s =24 +51t, y=ya+s2t, 2 =124+ 53t, t € R}, (3.4)

kde A = [x4,y4, za] je bod, ktery lezi na zadané piimce a s = (s, $2, 83) je jeji smérovy vektor.

Parametrické rovnice lze zapsat také vektorove: {PeR® : P=A+ts, tcR}.
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(b) (kanonicky tvar rovnic pfimky)

{Bpgers | 22810 2ol (35)
S1 S9 S3
kde A = [x4,ya,24] je bod piimky a s = (s1, $2, $3) jeji smérovy vektor s nenulovymi slozkami.
(¢) (pranik dvou ruznobéznych rovin)
{[#,,2l €ER® |arz + bry+cr12+d1 =0, agx+byy+cyz+dy=0}, (3.6)

kde a;,b;,¢;,d; € R a vektory (aq,by,c1) a (az,ba, ca) jsou linedrné nezdvislé.

7 definic 1ze snadno odvodit nésledujici tvrzeni:

Véta 3.25. (Vlastnosti jednotlivych zapisa piimek)

(a) Parametrické rovnice piimky (a) dovedou popsat kazdou primku. Rovnice nejsou jednoznaéné, bodem
A muze byt libovolny bod piimky, také kazdy nenulovy nédsobek smérového vektoru urcuje stejnou
primku.

(b) Kanonicky tvar (b) rovnic piimky obsahuje vlastné ti rovnice, jen dvé z nich jsou vsak nezdvislé. Zapis
dovede popsat jen ty primky, jejichz smérovy vektor ma vSechny slozky nenulové, tj. neni rovnobézny
s zadnou z rovin z = 0, y = 0 ani z = 0. Zapis neni jednoznacny, kazdy nenulovy nasobek rovnic
popisuje stejnou primku.

Polozime-li kazdou ,stranu“ rovnic (3.5) rovnu parametru ¢
T—Za Y—ya zZ— 24

=t, =t, =t,
S1 52 S3

jednoduchou upravou ziskdme parametrické rovnice piimky (3.4).

(¢) Kazdou pifmku lze zadat jako prusecnici dvou rovin, zapis ovsem neni jednoznaény, kazdou pifmkou
prochézi nekoneéné mnoho rovin, lze z nich zvolit libovolnou dvojici ruznych rovin. Koeficienty a;, b;, ¢;
obecnych rovnic téchto rovin tvoii souradnice normél téchto rovin, jejich vektorovy soucin (aq, b1, c1) X
(ag, by, c2) dédva smeérovy vektor piimky.

Priklad 3.26. Zapiste piimku prochézejici body A = [1,2,3], B = [4, —2, 5] vSemi uvedenymi zpusoby.

Reseni: Body urcuji smérovy vektor s = (3,—4,2), ktery s bodem A ddvé parametrické rovnice
r=14+3t, y=2—-4t, z=3+4+2t, teR.

Protoze smérovy vektor s ma vsechny slozky nenulové, vyjadienim parametru ¢t dostaneme kanonicky tvar

z—1 y—2 2-3

3 —4 2

Pro urceni dvojice rovin, jejichz prusecnice je naSe piimka, mame mnoho moznosti. Napiiklad dpravou ,prvni“
a ,druhé“ rovnosti v predchozim kanonickém tvaru dostaneme: 4x +3y—10=0 a y+2z—8=0.

Vzajemna poloha bodu, primky a roviny v prostoru

Vzdélenost dvou bodu A = [z4,ya,24] a B = [zp,ys, 28] je velikost vektoru E, t].

v=|AB| = /(zp —2a)* + (yp — ya)® + (25 — 22)* 3.7)

Zda bod lezi na piimce nebo v roviné lze ovétit dosazenim jeho soutadnic do piislusnych rovnic.
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Pfiklad 3.27. Urcete vzdélenost bodu A = [x4, Y4, 24] od roviny o dané rovnici ax + by +cz+d = 0.

Reseni: Vzdalenost bodu A od roviny a je jeho vzdalenost od pruseéiku P roviny « a pifmky p prochézejici

bodem A, ktera je kolmé k roviné a. Protoze (a, b, c) je vektor kolmy k roviné «, soufadnice bodu pifmky p jsou

r=xa+at, y=ya+bt, 2 =124+ ct. Dosazeni do rovnice roviny dava rovnici pro parametr ¢ pruse¢iku P:
axs+bys+cza+d

B a?+b% + ¢

alxa+at) +blya +bt)+c(za+ct)+d=0, fesenim je t=

Vektor AP m4 soufadnice (at,bt, ct). Hledand vzdédlenost podle (3.7) je v = |AP| = /(a? + b2 + ¢?)t2. Protoze
V2 = |t|, dosazenim za t dostévame
Y [axa +bya+cza+d|

vaz +b% +c?

(3.8)

Priklad 3.28. Urcete vzdalenost v bodu A od piimky p dané bodem B a smérovym vektorem s.

Vzdélenost v lze spocitat podobné jako v pfedchozim piikladé. NapiSseme rovnici roviny o prochézejici bodem
A a kolmé k pfimce p a ur¢ime prusecik P roviny « a pfimky p. Hledana vzdéalenost je vzdéalenost bodu A a P.
Ukéazeme si jiné feSeni, které vyuziva vlastnosti vektorového souéinu vektoru.

Reseni: Plocha S rovnobézniku uréeného vektorem u = 1@ a vektorem s je rovna soucinu délky jeho strany,
kterou je vektor s a vysky na tuto stranu v, ktera je rovna vzdalenosti bodu A od pfimky p. Plocha S je vSak
také rovna velikosti vektorového soucinu vektort u a s. Dostdvdme tak rovnost S = |s|-v = |u x s| odkud plyne

[u x s|
= (3.9)
s|

Definice 3.29. Dvé roviny v prostoru mohou byt

(a) ruznobézné, pokud se protinaji v jedné pifmce. Jejich normélové vektory jsou nezdvislé.
(b) rovnobézné, pokud nemaji zddny spoleény bod. Jejich normélové vektory jsou zavislé.
(c) totozné, pokud maji vSechny body spole¢né.

O vzajemné poloze dvou rovin vypovida nasledujici tvrzeni:

Véta 3.30. (Vzijemna poloha dvou rovin) Uvazujme dvé roviny oy : a1z + b1y + 1z +dy = 0 a
Qs i s + bay + caz + dy = 0 s normélovymi vektory n; = (a1, b1, c1) a ny = (ag, ba, ca).

(a) Pokud vektory n; a ny jsou nezévislé, tj. ny X ny # 0, roviny jsou ruznobézné. Roviny sviraji dhel
¢, ktery je roven thlu jejich normél n; a ns (pokud by thel ¢ byl tupy, vezmeme thel vektoru n; a
—ny). Tento thel 1ze urcit z rovnosti:

. |n1-n2| . |1’11X 1’12|

cos(¢p) nebo sin(ep)

R R

Prusecnice p = a1 N as ma smérovy vektor s = nj X no.

(b) Necht vektory nj a na jsou zdvislé, tj. existuje k # 0, Ze n; = kny. Potom rovnice miZeme piepsat
ve tvaru se stejnymi koeficienty a,b,c: o1 : ax +by+cz+di =0 a as : ax+by+cz+ds =0.
Pokud navic d; = ds, roviny jsou totozné.

(c) Nechf vektory n; a ny jsou z4vislé a roviny jsou zapsény ve tvaru «; : ax + by + cz + d; = 0. Pokud
navic dy # ds, roviny jsou rovnobézné a jejich vzdalenost v je

|d1 — da
VaZ+ b2+
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Véta 3.31. (Vzajemn4 poloha roviny a pfimky) Bud « rovina dani rovnici az + by +cz+d =0s
normélou n = (a, b, ¢) a piimka p dand bodem A a smérovym vektorem s. Potom nastane jedna ze situact:

(a) Pifmka protind rovinu v jednom bodé. Tato situace nastane, pokud s - n # 0. Odchylka piimky p a
roviny « je velikost dhlu ¢, ktery svird smérovy vektor piimky s a jeho kolmy prumét do roviny «.
Je to doplnék thlu smérového vektoru primky a normélového vektoru roviny do pravého dhlu. Lze ho
urcit z rovnosti sin(yp) = |n x s|/(|n| - |s]).

(b) Primka je rovnobéznd s rovinou, tj. nemaji zddny spoleény bod. Tato situace nastane, pokud s-n = 0
a bod A nelezi v roviné a. V tomto piipadé je vzdalenost piimky p od roviny « rovna vzdélenosti
kteréhokoliv bodu piimky (také bodu A) od roviny « a je proto ddna vztahem (3.8).

(¢) Piimka lezi v roviné. Situace nastane, pokud s-n =0 a bod A lez{ v roviné a.

Poznamky: Ve fyzice, zvldsté v optice, se zavadi thel dopadu paprsku (pfimky) na rovinu. Je to thel mezi
smérovym vektorem s piimky a normélovym vektorem n roviny (bereme hel mezi 0 a pravym tihlem. Specidlné
piimka kolma na rovinu ,dopadd“ pod thlem 0, jeji odchylka od roviny je ale pravy uhel.

Definice 3.32. Dvé piimky v prostoru mohou byt:

ruznobézné, pokud maji spoleény pravé jeden bod (jejich smérové vektory jsou nezivislé),

—~ o~
=

mimobézné, pokud nemaji zadny spolecny bod a jejich smérové vektory jsou nezavislé,
rovnobézné, pokud nemaji zadny spolecny bod a jejich smérové vektory jsou zavislé.

o~
[oPte)
NN AN

totozné (splyvajici), pokud maji viechny body spolecné.

Véta 3.33. (Vzijemna poloha dvou primek) Uvazujme piimku p uréenou bodem A a smérovym vektorem
u a primku ¢ urcenou bodem B a smérovym vektorem v. Ozna¢me navic w = E Potom plati:
(a) Pifmky jsou ruznobézné, pokud vektory u a v jsou nezdvislé, tj. u x v # 0, a vektory u, v, w jsou
linedrné zavislé, tj. smiSeny soucin (uvw) = 0.
(b) Piimky jsou mimobézné, pokud vektory u, v a w jsou linedrné nezdvislé.
(¢) Pifmky jsou rovnobézné, pokud vektory u a v jsou zavislé,tj.u x v = 0, bod A nelezi na pifmce g,
nebo vektor /@ xu # 0.

Poznamky: Uhel rovnobéznych nebo mimobéznych piimek je dhel, ktery sviraji jejich smérové vektory (pokud
by tento tihel byl tupy, tj. vétsi nez pravy thel, bereme jeho doplnék do pfimého thlu, ktery uz je ostry). Lze
jej spocitat pomoci vzorce (3.2).

Véta 3.34. (Vzdalenost mimobézek) Uvazujme piimky p, ¢ uréené nezavislymi smérovymi vektory u, v
a body A, B. Oznacme w = AB jako v predchozi Vété 3.33. Potom vzdédlenost d mimobézek je rovna

L lvw)]

= 1
. (3.10)

kde (uvw) = |u x v - w je smiSeny soucin, viz Definici 3.12.

Vzorec lze odvodit pomoci osy mimobézek, tj. kolmice na obé piimky p a g protinajici je v prusecicich P a
Q. Smérovy vektor osy je u x v. Uvedeme vsak jednodussi odvozeni pomoci smiseného soucinu.

Diukaz. Vektory u, v a w uréuji rovnobéznostén, jehoz objem V davéa pravé smiSeny soucin: V = |(uvw)].
Objem rovnobéznosténu je vSak roven V = S - d, kde S je velikost plochy zdkladny, kterou je rovnobéznik

urceny vektory u a v, a d vyska rovnobéznosténu, ktera je rovna hledané vzdalenosti mimobézek. Vektorovy

sou¢in u x v mé velikost plochy zékladny rovnobéznosténu, tj. S = |u x v|. Plati tedy V =5 -d = |u x v| - d.
Porovnanim obou vyjadfeni objemu V dostdvame rovnost |(uvw)| = |ux v|-d, odkud plyne vzorec (3.10).
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3D. KVADRATICKE KRIVKY

Dosud jsme se zabyvali mnozinami, které byly dany linedrnimi rovnicemi, pfipadné nerovnicemi. Nyni se
budeme zabyvat kiivkami v roviné, které jsou dany rovnicemi pro soufadnice z, y obsahujici mimo linedrni ¢leny
x a y i nékteré z kvadratickych élenti 22, xy a y?. Vétsina kvadratickych kiivek se nazyva kuzelosecky, protoze
vznikaji pii ,Fezech® (,sekani“) kuzelové plochy rovinou.

Nejprve probereme jednotlivé kuzelosecky a odvodime jejich rovnice. Potom si ukazeme, jak tyto kiivky
vznikaji pii ,sekani“ kuzelové plochy a nakonec probereme vsechny kvadratické kiivky.

Definice a analyticky popis kuzelosecek

Mezi zakladni kuzelosecky patii kruznice, elipsa, parabola a hyperbola. Odvodime jejich rovnice v tzv.
zékladnim tvaru, kdy stfed (pokud existuje) je v pocdtku a osa symetrie je rovnobéznd se soufadnou osou.
Posunutim a oto¢enim bychom dostali obecnou kuzelosecku.

Definice 3.35. (Parabola) Bud d piimka a F bod v roving, ktery na pifmce d nelezi. MnoZina vsech bodi,
které maji stejnou vzdalenost od primky d a od bodu F' se nazyvd parabola urcend tridici pirimkou d
a ohniskem F'. Piimka kolm& na fidici pfimku d prochézejici ohniskem F' je osa o paraboly. Prusecik V
paraboly a jeji osy o se nazyva vrchol paraboly a vzdalenost p ohniska F' od pfimky d je tzv. parametr
paraboly, viz Obr. 3.10.

L]
F — ohnisko paraboly
d — tidici pfimka paraboly
ol I V V =[m,n] — vrchol paraboly
vy AF |IDF|=p  — parametr paraboly
TP P =lz,y] - bod paraboly.
i d j” ~ T Obr. 3.10: K definici paraboly.

Odvod'me rovnici paraboly oteviené vpravo s vrcholem v poéatku, osou symetrie = a parametrem p. Potom
vrchol V' = [0,0], ohnisko F' = [£,0] a fidici pifmka d je ddna rovnici x = —%. Vzdalenost bodu P = [z,y] od
tidici pifmky je x + £, jeho vzdalenost od ohniska je \/(z — §)% + y2. Umocnéni rovnosti obou vzdalenosti dava

rovnici 2% 4 px + ip2 =22 —pxr+ in + %2, odkud plyne rovnice paraboly 2pz = y2.

Nahradime-li v rovnici & vyrazem = —m a y vyrazem y — n, dostdvame parabolu s vrcholem V = [m,n], tj.
parabolu na Obr. 3.10 s rovnici 2p(x — m) = (y — n)?. Zménou znaménka u z dostaneme parabolu otevienou
vlevo. Zaménou soufadnic x a y pak paraboly oteviené nahoru nebo dolu.

Véta 3.36. (Rovnice paraboly) Paraboly s ,vodorovnou“ osou symetrie a parametrem p maji rovnice

2pz =y>, 2px=-y°, 2p(z—m)=(y-n)?, 2plz—m)=—(y—n)?,

pricemz prvni dvé maji vrchol v po¢atku, dalsi v bodé [m,n], liché jsou otevieny vpravo, sudé vlevo.

Paraboly se ,svislou“ osou symetrie a parametrem p maji rovnice

2py =2, 2py=-2", 2p(y—n)=(x-m)*, 2py—n)=—(z—m)?,

pricemz prvn{ dvé maji vrchol v pocatku, dalsi dvé v bodé [m, n], liché jsou otevieny nahoru, sudé dolu.

Mezi kuzelosecky patii i kruznice, jejiz rovnici jisté znéte jiz ze stiedni skoly:

Definice 3.37. (Kruznice) Bud S = [m,n] bod v roviné a r > 0. Mnozina vsech bodi, jejichz vzdalenost
od stifedu S je rovna r, se nazyva kruznice se stfredem S a polomérem r, viz Obr. 3.11. Rovnice

2 2 2
(x—m)*+(y—n)*=r-.
se nazyva stfedova rovnice kruznice. Parametrické rovnice této kruznice jsou napiiklad

x =m+rcos(t), y =n+rcos(t) te(0,2m).
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S =[m,n] - stfed kruznice
r — polomeér kruznice
P =z,y] - bod kruznice.

Obr. 3.11: K definici kruznice.

Definice 3.38. (Elipsa) Bud'te E a F body v roviné vzdalené od sebe 2¢ a a parametr a > e. MnoZzina vsech
bodu P, jejichz soucet vzdalenosti od bodu E a F' je roven 2a, tj.

|EP|+ |FP| = 2a,

se nazyva elipsa a body E a F ohniska. Stied S usecky E'F je stied elipsy. Pruseciky elipsy a tzv. hlavni osy
elipsy, tj. piimky uréené ohnisky F a F', oznaé¢me A, B. Pruseciky elipsy a vedlejsi osy, tj. piimky prochézejici
stfedem S kolmé na hlavni osu ozna¢me C, D, viz Obr. 3.12. Délky |AS| = |BS| = a, |CS| = |DS| =b a
|ES| = |F'S| = e se nazyvaji po fadé hlavni{ poloosa, vedlejsi poloosa a excentricita elipsy.

A,B,C,D — vrcholy elipsy
EF — ohniska elipsy
S = [m,n] — stred elipsy
A a,b, a>b  — hlavni a vedlejsi poloosa elipsy
e=+va? —b> — excentricita elipsy
P =[z,y] - bod elipsy
Obr. 3.12: K definici elipsy.

Poznamky:

(a) Ztejme plati |[EC| = |FC|= |ED| = |FD| = a.
(b) Podle Pythagorovy véty plati b + e? = a?.
(¢c) V piipadé, kdy a =0, tj. e=0a F = F, se z elipsy stdva kruznice.

Odvozeni rovnice elipsy sice da trochu prace, je vSak zajimavé.

Piiklad 3.39. Odvod'te rovnici elipsy se stfedem v poéatku, ohnisky na ose x a poloosami a, b.

Reseni: Excentricita ¢ = v/a2 — b2 a ohniska E = [—¢,0] a F = [e,0]. Elipsa je mnozina bodi P = [z,y]
spliujicich podminku |EP| + |FP| = 2a. Vyjadiime-li vzdélenosti pomoci soufadnic, dostdvdme rovnici:

Viz+e)?+12+ (v —e)? + 42 =2a.

Abychom odstranili odmocniny, obé strany rovnic, které jsou kladné, umocnime:

(z+e)l+12+(@—e)?+1+2V/(x+e)2+ 12/ (z —e)2 +y2 = 4a>.

Na levé strané vyuzijeme rovnosti (z + e)? + (z — e)? = 2(2? + €?) a rovnici vydélime 2. Sou¢in odmocnin
nechdme na levé strané, ostatni ¢leny pievedeme na pravou stranu, kde vyuzijeme rovnosti e = a? — b, a obé
strany opét umocnime

(@ +e)? + 7z — ) +y%] = [(a® +b7) — (2* + 7))

Souciny na obou strandch rozndsobime

(z+e)@—e)+[(z+e)+ (z—e)’ly” +y' = (a®+°)° + (2" + y*)> — 2(a® + b°)(2® + %) .
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Upravime levou stranu. Prvn{ ¢len (z+¢)?(z—e)? = (22 —€2)? = 2% — 2222 +e* = 2 + (a® = 1?)? - 2(a® — b?)2?,
druhy élen [(z +e)? + (z — e)?]y? = 2(22% + 2¢?)y? = 22%y* + 2(a® — b?)y?. Cleny 2 + 222y +y* ddvaji ctverec
(22 + y?)?, ktery je i na pravé strané. VSechny ¢leny bez x,y ddme na pravou stranu, ostatnf na levou:

—2(a2—b2)x2+2(a2—b2)y2+2(a2+b2)(x2+y2)=(a2—|—b2)2—(a2—b2)2

Roznédsobenim dostdvame 4b%x? + 4a?y? = 4a?b?, odkud vydélenim 4a2?b? plyne zndma rovnice
2 2
L
a b2

Vsimnéte si, ze rovnice je symetricka: prohozenim poloos a, b a proménnych x,y se rovnice neméni. Elipsa s
poloosami a < b, kterd m4d ohniska E, F' na ose y a soucet vzdalenosti |EP|+ |F P| = 2b vede na stejnou rovnici.
Jestlize x nahradime 2 — m a misto y ddme y — n dostaneme elipsu se sttedem S = [m, n]:

Véta 3.40. (Rovnice elipsy) Elipsa se stfedem S = [m, n] a poloosami a, b s osami symetrie rovnobéznymi
se souradnicovymi osami je popsana tzv. stfedovou rovnici elipsy
(z-—m)*  (y—n)?

a? * b2

— 11, (3.11)

V pripadé a > b je elipsa ,protdhld“ ve ,vodorovném® smeéru osy z a mé ohniska [m — e,n] a [m + e, n],
kde pro €? = a? — b%. V pifpadé a < b je elipsa ,protdhld“ ve ,svislém* sméru z a m4 ohniska [m,n —e] a
[m, n +e], kde pro e? = b? — a?. V piipadé rovnosti a = b dostdvadme kruznici. Parametrické rovnice elipsy znf

x=m+a cost, y=n+bsint te(0,2m).

Poznamky: Dosazenim z,y z parametrickych rovnic do rovnice (3.11) dostdvame rovnost cos?(t) +sin?(t) = 1.

Definice 3.41. (Hyperbola) Budte E, F dva rtzné body v roviné a a kladné é&islo mensi neZ polovina
vzdalenosti bodu E, F'. Mnozina vSech bodu jejichz rozdil vzdalenosti od bodu E a F je 2a, tj.

||[EP| - |FP|| = 2a,

se nazyva hyperbola a body F, F ohniska hyperboly. Stied usecky EF je stied hyperboly, pfimka urcend
ohnisky je hlavni osa symetrie a jeji pruseéiky A, B s hyperbolou jsou vrcholy. Pfimka kolmé na hlavni osu
a prochézejici stfedem S je vedlejsi osa symetrie. Vzdélenost |AS| = |BS| = a se nazyva hlavni poloosa,
vzdélenost |ES| = |F'S| = e excentricita a ¢islo b = ve? — a? vedlejsi poloosa hyperboly, viz Obr. 3.13.

4

EF — ohniska hyperboly

S = [m,n] — stied hyperboly

a,b — hlavni a vedlejsi poloosa
PP — body hyperboly

e =+Va?+b%> — excentricita hyperboly

Obr. 3.13: K definici hyperboly.

i
Poznamky:

(a) Naproti elipse, kterd je souvisld a omezend, hyperbola se sklddd ze dvou ¢ésti a obé jsou neomezené, pii
vzdalovani od vrcholu se vétve bliz{ k pfimkam, tzv. asymptotam.

(b) Obeé poloosy a, b jsou mensi nez excentricita e, pro a > b je hyperbola ,,uzsi“, lezi v ostrém tihlu asymptot,
pro a < b je vic ,rozeviend“, lezi v tupém uhlu asymptot.

(c) Pokud hlavni osa symetrie je rovnobéznd s osou x, smérnice asymptot je j:g.

(d) Pokud a =0, tj. |[EP|— |FP| =0, dostavdme piimku, osu isecky EF.
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Odvozeni rovnice hyperboly da také trochu prace, ale je podobné odvozeni elipsy.

Piiklad 3.42. Odvod'te rovnici hyperboly se stfedem v poéatku, ohnisky na ose x a poloosami a, b.

Reseni: Excentricita je e = Va2 + b2 a ohniska E = [—e,0] a F = [e,0]. Podle definice ||EP| — |FP|| = 2a,
coz d&va rovnici:

‘\/($+€)2+y2—\/($—6)2+y2‘:2a.

Abychom odstranili odmocniny, obé strany rovnic, které jsou kladné, umocnime:

@+e)+y’ +(@—e)?+y° =2/ (z+e)? + 12/ (x—e) + 12 = 4a”.

Vyuzijeme rovnost (z + €)? + (x — €)? = 2(2? + €2) a rovnici vydélime 2. Souéin odmocnin ddme na pravou
stranu, ¢len 2a? pievedeme na levou stranu vyuzijeme rovnosti e? = a? 4 b2 a opét obé strany umocnime

(2% + %) — (@® = 0))* = [(w+e)* + *)[(z — e)* + ¢*].

Souciny na obou strandch rozndsobime a pravou stranu upravime podobné jako v pripadé elipsy. Jestlize ¢leny
bez x,y ddme na pravou stranu, ostatni na levou, po tpravé dostaneme 4b%z? — 4a%y? = 4a?b®> odkud plyne
rovnice ) )
x
a b2
Prohozenfm poloos a,b a proménnych x,y dostaneme hyperbolu rovnici —z2/a? + y?/b? = 1. Jestlize x
nahradime  — m a misto y ddme y — n dostaneme hyperbolu se sttedem S = [m, n].

Véta 3.43. (Rovnice hyperboly) Hyperbola se sttedem S = [m, n], poloosami a,b > 0, ohnisky [m — e, n]
a [m + e, n], kde e = va? + b? a ,vodorovnou* hlavni osou y = n, tj. vétvemi ,otevienymi“ vlevo a vpravo,
je popsana tzv. stredovou rovnici hyperboly

2 2

(z—m)* (y—n)
o b2

=1. (3.12)

V pripadé hlavni osy £ = m a ohnisky [m,n — €] a [m,n + €], tj. vétvemi ,otevienymi“ dolu a nahoru je
hyperbola popsana rovnici

(@—m)? (y—n)
2 T r b (3.13)
V obou piipadech asymptoty hyperboly jsou dany rovnici
(z—m)? (y—n)
e e =0. (3.14)

Poznamky: Parametrické rovnice hyperboly obsahuji tzv. hyperbolické funkce hyperbolicky kosinus cosh a
hyperbolicky sinus sinh definovany pomoci exponencidlni funkce exp(z) = e®

cosh(t) = %(exp(t) + exp(—t)), sinh(t)%(exp(t) + exp(—t)),

v pifipadé prvni hyperboly s hlavni osou y = n parametricka rovnice levé vétve je
x=m—acosh(t), y=n+bsinh(t), te€ (—oo,00),

a pravé vétve
x=m+acosh(t), y=n+bsinh(t), te€ (—00,00).

Parametricky popis plyne z rovnosti cosh?(t) — sinh?(¢) = 1, kterou lze snadno ovéfit vypoctem.

Véta 3.44. Rovnice 2y = ¢ popisuje ,pootocenou” hyperbolu s asymptotami z = 0 a y = 0, kterd mé
vétve v prvnim a tfetim kvadrantu a vrcholy [e, ¢] a [—¢, —c]. Rovnice xy = —c? popisuje hyperbolu s vétvemi
ve druhém a ¢tvrtém kvadrantu, vrcholy [—c, ¢ a [¢, —c] a stejnymi asymptotami 2 = 0 a y = 0.
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Jsou secny kuzelové plochy kuzelosecky?

Tento problém jako cvi¢eni vyfesime pomoci analytické geometrie. Uvazujme kuzelovou plochu danou rovnici
(2?2 4+ y?) = 22, (¢ > 0). Je to rotaéni plocha, kterd vznikne rotaci pifmky z = cy,z = 0 kolem osy z. Proto
bez jmy na obecnosti muzeme uvazovat jenom roviny rovnobézné s osou z, tj. z = ky + ¢ piipadné y = q.

Dosazenim rovnice roviny do rovnice kuzelové plochy dostaneme rovnice kuzelosecky, piipadné jejtho prumétu
do roviny z,y nebo z, z.

(a) Rovina z = ¢ kolm4 na osu z. Dostdvdme c?(x? + y?) = ¢?, coz je rovnice kruznice, v piipadé ¢ = 0
kruznice degenerovana v bod 0, 0].

(b) Rovina z = ky + ¢, kde k splituje 0 < |k| < c. Dostavéame rovnici 222 + (¢? — k?)y? — 2kqy = ¢*, coz
je elipsa s poloosami ¢ a v/¢2 — k2 a v piipadé ¢ = 0 bod.

(c) Rovina z = ky + ¢, kde k spliiuje |k| = c. Dostdvdme rovnici c?2? — 2kqy = ¢, coz je parabola, v
piipadé ¢ = 0 pfimka.

(d) Rovina z = ky + ¢, kde k splauje |k| > ¢, piipadné y = ¢. Dostdvdme rovnici

P — (K — P)y? —2kqy = ¢*,  pifpadne  ?2® —2* = —c?¢’

coz je v obou pripadech hyperbola, v pfipadé ¢ = 0 dvojice ruznobézek.

Kvadratické krivky

V predchozi ¢ésti jsme hledali analytické vyjadieni kuzelosecek v zakladnim tvaru, tj. s osou rovnobéznou
se souradnou osou. V této ¢asti pristoupime k problému opacéné. Budeme zkoumat jakou kiivku urcuje rovnice
s obecnym kvadratickym polynomem

R(z,y) = A2z + Bay +Cy* +ax+by =q, (3.15)

kde koeficienty jsou redlnd cisla, pricemz alespon jeden z koeficientu A, B,C je nenulovy, jinak by polynom
nebyl kvadraticky.

Protoze rovnice muze urcovat kuzelosecku ,,pootoCenou”, podivame se, jak se méni rovnice tGtvaru pii jeho
rotaci nebo posunuti. Tyto transformace zachovavaji shodnost mnoziny, tj. tvar ani velikost mnoziny bodu se
neméni. Pokud chceme mnozinu danou rovnici R(x,y) = 0 posunout o vektor (m,n), do rovnice dosadime
soufadnice o tento vektor jodectené“, tj. polozime R(x — m,y —n) = 0.

Napftiklad, je-li R(z,y) := © = 0, potom R(x —m,y —n) = x —m = 0, odkud plyne 2 = 0. Podobné,
cheeme-li ttvar otocit o dhel a, do rovnice R(x,y) = 0 musime dosadit soufadnice bodu otoc¢eného o tihel —a.

Véta 3.45. (Posunuti a oto€eni mnoziny) Bud M mnozina v roviné popséna jednou (nebo nékolika
rovnicemi, piipadné nerovnicemi) typu R(z,y) = 0 s proménnymi z, y.

(a) Nahradime-li v rovnicich R(z,y) = 0 kazdé = vyrazem x — m a kazdé y vyrazem y — n, rovnice
R'(z,y) = R(x—m,y—n)=0 (3.16)
popisuje mnozinu M’, kterd vznikne posunutim mnoziny M o vektor (m,n).

(b) Nahradime-li v rovnicich R(z,y) = 0 kazdé x vyrazem x cos(p) + y sin(¢) a kazdé y vyrazem
—z sin(p) + y cos(p), potom rovnice
R'(z,y) := R(z cos(p) +y sin(p), —z sin(p) + y cos(¢)) = 0 (3.17)
popisuje mnozinu M’, kterd vznikne oto¢enim mnoziny M kolem poc¢dtku O = [0, 0] o tihel ¢ v kladném
smeéru, tj. proti sméru pohybu hodinovych rucicek.

(¢) Kazdy ,pohyb* geometrické mnoziny v roviné lze ziskat vhodnym otoceni a posunutim.

Uvazujeme-li dvé shodné mnoziny M a M’, potom jednu lze pievést na druhou otoéenim, posunutim
a piipadné ,pfevrdcenim*, tj. osovou symetrii, napiiklad zobrazenim [z, y] — [—z,y].
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= 30° provedeme transformaci = — Vg1 Yy a y— %x + ? Y.

Priklad: Otoceni mnoziny o thel p = & 5 3

Elipsa 4 2% + y? = 8 po otoéeni bude mit rovnici

2 2
V3 1 1 V3 13 , 3V3 7,
4 -2 R =2 -5 —y? =8.
<2x 2y + 2x+2y 43: 5 xy—|—4y

Uvazujme opét rovnici (3.15). Vhodnym otocenim o tihel ¢ se lze zbavit élenu B xy. Skuteéné, necht B # 0.
Nahradime-li ve vyrazu Ax? + Bxy + Cy? proménné xz,y podle (b) Véty 3.45, po roznisobeni dostavame
vyraz A'x? + B'zy + C'y?, kde nas zajimé jediné koeficient

B’ =2(A— O)sin(p) cos(p) + (cos®(p) — sin’(p)) .

Pomoci vzorcii pro dvojndsobné tihly sin(2p) = 2sin(p) cos(p) a cos(2p) = cos?(p) — sin®(p) koeficient B’
prepiseme B’ = (A — C)sin(2¢) + B cos(2¢p). Protoze B # 0, podminka B’ = 0 d4v4 rovnici
A-C
B b

cos(2¢p)
sin(2¢)

— cotg (2¢) =

kterd m4a vzdy feseni . Otoc¢enim o tento tihel vypadne B'ry a ziskdme rovnici A'z? + C'y? +a'z +V'y =¢'.
Diéle, pokud v rovnici je élen s 22 a x, lze se vhodnym posunutim zbavit élenu s z. Skutecné, posunutim
x = x —m vyraz A'z? + o'z piejde na

Az —m)?+d(x—m)=A2%+ (d/ —24'm)z + (A’ — d')m?

apro m = a'/(2A") €len s x vypadne. Podobné, pokud v rovnici je ¢len s y2 i élen s y, vhodnym posunutim se
lze zbavit ¢lenu y.
Dostavame tak nasledujici ptipady:

(a) Rovnice obsahuje oba kladné kvadratické cleny, tj. Ax? + Cy? =¢q, (A >0 a C > 0). Potom
(i) mnozina M je elipsa, pokud ¢ > 0, nebo kruznice jestlize navic A = C,
(ii) mnozina M je jednobodovd, pokud ¢ = 0,
(iii) mnozina M je prazdnd, pokud ¢ < 0.
(b) Rovnice obsahuje oba kvadratické ¢leny s riznymi znaménkem A 2% —Cy? = ¢, (A > 0 a C > 0). Potom
(i) mnozina M je hyperbola s vétvemi otevienymi vlevo a vpravo, pokud ¢ > 0,
(ii) mnozinu M tvoii dvojice ruznobéznych piimek, pokud ¢ = 0,
(ili) mnozina M je hyperbola s vétvemi otevienymi nahoru a dolu, pokud ¢ < 0.
(c) Rovnice obsahuje jenom kvadraticky ¢len x2. Potom lze polozit A = 1 a mame piipady
(i) mnozina M je parabola oteviend nahoru v pifpadé x? = by, pokud b > 0,
(i) mnozina M je parabola oteviend dolt v piipadé 2% = by, pokud b < 0,
(iii) v pifpadé 2?2 = ¢ mnozina M je dvojice piimek r = +,/q, pokud ¢ > 0, piimka z = 0 pokud
q = 0 a prazdnd mnozina pokud g < 0.
(d) Rovnice obsahuje jenom kvadraticky ¢len y2. Lze polozit C'= 1 a mame piipady analogické pifpadu (c):
(i) mnozina M je parabola oteviena vpravo v pifpadé y? = ax pokud a > 0,
(ii) mnozina M je parabola oteviena vlevo v piipadé y? = ax pokud a < 0,
(iii) v ptfpadé y? = ¢ mnozina M je dvojice piimek y = +,/q pokud ¢q > 0, pfimka y = 0 pokud ¢ = 0

a prazdnd mnozina pokud ¢ < 0.

V obecném piipadé z kvadratickych ¢lent 1ze snadno (tj. bez transformaci) uréit typ kiivky, muze vsak byt
degenerovand nebo i prazdnd, k tomu je nutna dalsi analyza ¢lenu ax, by, g:
Tvrzeni Uvazujme rovnici (3.15). Pokud pro koeficienty A, B, C plat{
(a) B%—4AC > 0, potom rovnice popisuje hyperbolu (pifpadné riznobézky),
(b) B?—4AC < 0, potom rovnice popisuje elipsu (pifpadné kruznici, bod nebo prazdnou mnozinu),

(c) B? —4AC = 0, potom rovnice popisuje parabolu (piifpadné rovnobézky, pifmku, prazdnou mnozinu).
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3E. KVADRATICKE PLOCHY

Kvadratické plochy zvané kvadriky jsou mmnoziny bodu spliujicich rovnici s kvadratickym polynomem ve
tfech proménnych z,y, z.
Regularni kvadriky

Nedegenerované, tj. regularni, kvadratické plochy uvedeme v zakladnim tvaru, kdy hlavni osy symetrie
splyvaji se soufadnymi osami. Zacneme plochami, které maji vSechny tfi kvadratické ¢leny. Prvni je sféra:

Definice 3.46. Sféra, kulova plocha s polomérem r > 0 a stfedem v poc¢atku ma rovnici

.r2—|—y2—|—22=7’2.

Poznamky:
(a) Pozor, sféra je plocha, na rozdil od koule, kterd je télesem, koule (véetné povrchu) je urcena nerovnici
2% 4+ y? + 22 < r2. Sféra je jenom povrch koule, podobné jako kruznice je jenom hranice kruhu.
(b) Sféra je mnozina vSech bodu, jejichz vzddlenost od stfedu je rovna konstanté r > 0.

(c) Sféra mé nekoneéné mnoho os symetrie, jsou to vSechny piimky prochédzejici jejim stfedem. Sféra mé
také nekonecné mnoho rovin symetrie, jsou to vSechny roviny prochazejici stfedem.

(d) Kazdy tez sférou je kruznice, pripadné bod nebo prazdnd mnozina.

(e) Sféra se stiedem S = [zs,ys, z5] ma rovnici (z — x5)* + (y — ys)? + (z — z5)? = r°.

Definice 3.47. Elipsoid se stfedem v pocatku, s osami x,y, z a poloosami a,b,c > 0 po fadé v osach z,y, z
je dan rovnici
2 2 2

a8 Y %
Zh

kde kladna ¢isla a, b, ¢ se nazyvaji poloosy.

Obr. 3.14: Elipsoid

x2 yQ 2,2
§+?+17=1.

s poloosami a =3, b=2, c= 1.

Poznamky:

(a) Pod pojmem elipsoid budeme brat plochu, pro téleso omezené elipsoidem se ¢asto uzivé stejny nédzev.
Elipsoid je mnozina omezen4.

(b) Specidlnim piipadem a = b = c elipsoidu je sféra. V piipadé a = b dostavdme rotacni elipsoid s osou
rotace z, vznikne rotacf elipsy z2/a% + 22/c> = 1,y = 0 okolo osy z. Podobné pro a = ¢ dostdvdame
rotacni elipsoid s osou rotace y, ktery vznikne rotaci elipsy s osou rotace y a b = ¢ dava rotacni elipsoid
s osou rotace z, ktery vznikne rotaci elipsy s osou rotace x.

(c) Jestlize a = b < ¢ jde o elipsoid protdhly, v piipadé a = b > ¢ je elipsoid zplostély.

(d) V pifpadé a = b < ¢ mame rotaéni elipsoid, ktery vznikne rotaci elipsy 2%/a® + 22/c®> = 1 v roviné
y = 0 podle hlavni osy z, a proto ho lze definovat jako mnozinu vSech bod1, jejichz soucet vzdélenosti od
ohnisek [0,0,¢] a [0,0, —e] je roven 2¢, kde e = v/¢? — a? je excentricita (vystfednost) elipsy. Analogickd
situace nastane v pfipadech a =c<b a b=c<a.

(e) Elipsoid s ruznymi poloosami a, b, ¢ m4 t¥i osy symetrie z, y, z a t¥i roviny symetriez =0,y =0a z = 0.
Rotaé¢ni elipsoid méa nekoneéné mnoho os symetrie i nekone¢né mnoho rovin symetrie.
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() Rez elipsoidem je elipsa, piipadné kruznice, bod nebo préazdna mnozina.

(g) Posunuty elipsoid s poloosami a, b, ¢ a stfedem S = [zg,ys, zs] m4 rovnici

(z—xs)*  (y—ys)®  (z—2s5)
a? * b2 o 2

Dalsi kvadratické plochy maji tii kvadratické ¢leny, ale nestejnych znamének:

=1.

Definice 3.48. Jednodilny hyperboloid se sttedem v poc¢atku s hlavni osou symetrie z a poloosami a, b, ¢

je dan rovnici
22 g2 22 .
a2 b2 2 '

Dvojdilny hyperboloid se stfedem v pocatku s hlavni osou symetrie z a poloosami a, b, ¢ je dan rovnici

.’22 y2 22

a2 b2 ¢

Oba hyperboloidy se pro z — +o0o ,blizi“ ke kuzelové plose, ktera je oddéluje. Jeji rovnice je

Obr. 3.15: Vlevo je
hyperboloid jednodilny

2 2 2
:L’_ + y_ _ Z_ =1
32 32 22

a vpravo hyperboloid

dvoudilny
2 2 2
-
32 T 32 7 92

Poznamky:

(a) Oba hyperboloidy jsou plochy neomezené. Jednodilny hyperboloid je mnozina souvisld, dvoudilny se
skldda ze dvou oddélenych ¢asti: ,horni“ a ,dolni“ plochy.

(b) Jak pozndme, zde je hyperboloid jednodilny nebo dvoudilny? Upravme rovnici hyperboloidu tak, aby
dva kladné kvadratické ¢leny byly na jedné strané a tfet{ na druhé strané rovnice, napi. 22 + 22 = y? +q.
V pifpadé, kdy y% + ¢ > 0, viraz na 22 + 22 na levé strané ddva kruznici (v piipadné riznych koeficienti
u 22 a 22 elipsu), v opa¢ném pifpadé bod nebo prazdnou mnozinu.

Pokud na pravé strané je ¢ > 0, pro kazdé y je prava strana kladnd a kazdy fez hyperboloidu rovinou
y = k je neprazdny. Utvar je tedy jednodilny. Pokud ¢ < 0, pro |y| < 4/|q| je prava strana zdpornd a
fezem je prazdna mnozina: Utvar je tedy dvoudilny. V pripadé ¢ = 0 jde o kuzelovou plochu.

(¢) Pokud a = b dostdvdme plochu rotaéné symetrickou, kterou dostaneme rotaci hyperboly v roviné y = 0
podél osy z. V ptipadé hyperboly s hlavni osou , tj. 2%/a? — 22 /c* = 1, je to hyperboloid jednodilny, v
pifpadé hyperboly s hlavni osou z, tj. 2%/a? — 22/c? = —1, je to hyperboloid dvoudilny.

(d) Dvoudilny rotaéni hyperboloid s osou z je mnozina vsech bodu, jejichz rozdil vzdalenosti od ohnisek
[0,0,—¢] a [0,0, €] je roven konstanté 2a, kde e = v/a? + b2.
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(e) Jednodilny hyperboloid vznikne nejen rotaci hyperboly kolem jeji vedlejsi osy z, ale také rotaci okolo
osy z piimky, kterd je mimobéznd s osou z. Je to tedy plocha piimkova, kterd obsahuje dva systémy
mimobéznych piimek. Toho se vyuzivd ve stavebnictvi, typickym tvarem chladicich vézi elektraren a
teplaren je jednodilny hyperboloid.

() Rezy hyperboloidy jsou kruznice, elipsy, paraboly, hyperboly. V piipadé jednodilného hyperboloidu jsou
to navic rovnobézné a ruznobézné piimky, v piipadé dvoudilného hyperboloidu prazdna mnozina.

(g) Jestlize a = b < ¢, oba hyperboloidy jsou ,protdhlé“, ,izké“. V piipadé a = b > ¢, oba hyperboloidy
jsou ,zplostélé”, | rozeviené“.

(h) Hyperboloid s ruznymi poloosami a, b, ¢ m4 tii osy symetrie x,y, z a tii roviny symetrie z = 0, y = 0 a
z = 0. V ptipadé dvou stejnych vedlejsich poloos je hyperboloid rota¢ni s osou rotace z a ma nekonecné
mnoho os i rovin symetrie.

(i) Vedle zminénych hyperboloidu s hlavni osou z existuje i jednodilny a dvoudilny hyperboloid s hlavni
osou ¥, jejich rovnice jsou

2 2 2 2 2 2
72,y7+7:]_’ 7,y7+7:,]__
a b2 2 a? b2 c?

Jednodilny a dvoudilny hyperboloid s hlavni osou z, je urcen rovnicemi

2 2 2 2 2 2
T Y z T Y z
St EtE=l Ltnt

- 1.
b2 ¢ b2 ¢

(j) Posunuty hyperboloid s hlavn{ osou z, poloosami a, b, ¢ a stiedem S = [zg, ys, 5] m& rovnici

( — 335)2 (y — ys)2 (2 — Zs)2
a? + b2 2 =1

Analogicky lze napsat posunuté hyperboloidy s hlavni osou rovnobéznou s osou x a y.

Dalsi plochy maji uz jenom dva kvadratické ¢leny. Nazyvaji se paraboloidy a jsou dvou druhu:

Definice 3.49. Elipticky paraboloid se stfedem v pocatku s hlavni osou symetrie z a parametry p, q, kde
jsou oba kladné nebo oba zaporné, je dan rovnici

v piipadé p = ¢ se plocha nazyva rotac¢ni paraboloid. Pro p > 0, ¢ > 0 je paraboloid otevien ,nahoru“, pro
p <0, q<0je ,otevien“ dolu.

Hyperbolicky paraboloid se sttedem v pocatku s hlavni osou symetrie z a parametry p, g, kde p a g jsou
oba kladné nebo oba zaporné, je dan rovnici

2

x y? x? y
Obr. 3.16: Paraboloid rotacni z = — + 2.9 a paraboloid hyperbolicky z = — — —

2
2-2 2 2.2 2-2°

Poznamky:
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Oba paraboloidy jsou plochy neomezené, rota¢ni je omezen zdola nebo shora.
Pokud p = ¢, dostdvame plochu rotaéni, kterou dostaneme rotaci paraboly 2pz = 22 podél osy z.

Rotaéni paraboloid s osou z je mnozina vsech bodu, které maji stejnou vzdalenost od ohniska F' = [0, 0, £]
a fidici roviny z = —&. Astronomické zrcadla maji odrazovou plochu ve tvaru rota¢niho paraboloidu,
protoze paprsky rovnobézné s osou z se odrazeji do ohniska F'. Podobné reflektory maji za zdrojem svétla
zrcadlo tvaru rota¢niho paraboloidu, aby paprsky z ohniska po odrazu byly rovnobézné a dosvitily co
nejdal.

Hyperbolicky paraboloid mé tvar sedla (horského i koniského): v jednom sméru na obé strany plocha
stoupa a ve sméru kolmém na prvni smér plocha na obé strany klesa.

Rezy rotaénfho paraboloidu jsou kruznice, elipsy, paraboly a prazdnd mnozina. Rezy hyperbolického
paraboloidu jsou paraboly, hyperboly a ruznobézky.

Parametry p, ¢ uréuji pouze ,velikost* paraboloid, pii stejném poméru parametru p, g jsou oba para-
boloidy podobné.

Elipticky paraboloid s ruznymi parametry p,q méa jenom jednu osu symetrie z a dvé roviny symetrie

x =0, y = 0. V pfipadé rotaéniho paraboloidu je z také osou rotace a roviny prochézejici osou z jsou
také rovinami symetrie.

Vedle zminénych hyperboloidi s hlavni osou z existuji eliptické a hyperbolické paraboloidy s hlavni osou

y a parametry p, ¢ stejného znaménka. Jejich rovnice jsou
22 2 22 52

Tyt YTy g

Y

Eliptické a hyperbolické paraboloidy s hlavni osou z a parametry p, q jsou uréeny rovnicemi

2 2 2 2
y: oz Yy oz
=+ =, r=2—-=

20 2q°

Posunuty elipticky a hyperbolicky paraboloid s hlavni osou z parametry p, g a stiedem S = [zg, ys, 25]

mé rovnici , , ) 2
Z:ZS%*(‘Li‘LS) +(yfyb) a ZZZs%*(‘Li‘LS) 7(y7.US)
2p 2q 2p 2¢

Analogicky lze napsat posunuté paraboloidy s hlavni osou rovnobéznou s osou z a y.

Rovnice z = cxy pro ¢ # 0 urcuje hyperbolicky paraboloid s hlavni osou z pootoceny o thel § (45°).

Obecna kvadraticka plocha

Dosud jsme uvedli regulérni (nedegenerované) kvadratické plochy a odvodili jejich rovnice. V tomto odstavci
vezmeme obecnou rovnici s kvadratickym polynomem ve tfech proménnych

Az’ 4+ By +C2?2+Day+Exz+ Fyz+ax+by+cz+q=0 (3.18)

a budeme zkoumat, jakou mnozinu popisuje. Jak se posunuti a otoceni mnoziny projevi v rovnicich pro jejich
soufadnice? Posunuti a otoceni jsou transformace, které zachovavaji shodnost mnoziny. Proti rovinnému piipadu,
kdy stacil jeden druh rotace, zde potiebujeme tii druhy rotace.

Véta 3.50. Necht rovnice R(z,y,2) = 0 uré¢uje mnozinu M. Potom plat{:

(a) Mnozina M posunutd o vektor [m,n, o] je ddna rovnici

(b) Mnozina M otocend kolem osy z o ihel o v kladném sméru je ddna rovnici

(¢) Mnozina M otocend kolem osy y o thel § je ddna rovnicf

R'(z,y,2) :== R(x — m,y —n,z — o) = 0.

R'(x,y,2) := R(z cos(a) +y sin(a), —z sin(a) + y cos(a),z) =0,

R'(z,y,2) :== R(x cos(B) + z sin(B),y, —x sin(B) + z cos(8)) = 0.

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 27



3. Analytickd geometrie 3E. Kvadratické plochy

(d) Mnozina M otocend kolem osy 2 o tihel v je ddna rovnici

R'(z,y,2) := R(x,ycos(y) + 2z sin(y), =y sin(y) + z cos(y)) = 0.

Podobné jako v pfipadé kvadratické kiivky, poototenim o vhodny thel, tj. transformacemi typu (d), (c) a
(b), se postupné zbavime ¢lenu s yz, zz a xy. Dostdvdme tak rovnici (koeficienty budeme déle znacit bez ’):

A? + By  +C22=ax+by+cz+q.
Déle transformaci (a) se postupné zbavime ¢lenu s z, y a z (pokud v rovnici je odpovidajici kvadraticky ¢len
22, 4% a 2?). Nynf mizeme piistoupit k analyze jednotlivych pifpadi, (konstanty A, B, C' budou kladna &isla):
(a) Rovnice obsahuje tii kvadratické éleny se stejnymi znaménky, tj. rovnici lze napsat ve tvaru A 22+ B 3%+
C 22 = q, coz dava v pifpadé
(i) ¢ > 0 — elipsoid (pfipadné sféru),
(ii) ¢ =0 — jeden bod (pocatek) a
(iii) ¢ < 0 — prdzdnou mnozinu.
(b) Rovnice obsahuje tfi kvadratické cleny s nestejnymi znaménky, tj. rovnici lze piepsat ve tvaru Ax? +
By? — C 2% = q, coz ddva v pifpadé
(i) ¢ > 0 — hyperboloid jednodilny,
(ii) ¢ =0 — kuzel a
(iii) ¢ < 0 — dvoudilny hyperboloid.
(c) Rovnice obsahuje jenom dva kvadratické ¢leny se stejnym znaménkem, napt. A 2%+ B y? = cz+¢q, odkud
plyne v pripadé
(i) ¢ # 0 — paraboloid elipticky, piipadné rota¢ni,
(ii) ¢ =0 a g > 0 — vdlec elipticky, piipadné rotacni,
(iii) ¢=0a ¢ =0 — piimku (osu z) a
(iv) ¢=0a g < 0 — prazdnou mnozinu.
(d) Rovnice obsahuje jenom dva kvadratické ¢leny ale s riiznymi znaménky, napt. Az? — By? = cz + ¢,
odkud plyne v piipadé
(i) ¢ # 0 — paraboloid hyperbolicky, piipadné rotaéni,
(ii) ¢ =0 a g # 0 — vélec hyperbolicky a
(ili) ¢ =0 a ¢ =0 — ruznobézné roviny protinajici se v ose z.
(e) Rovnice obsahuje jenom jeden kvadraticky ¢leny, napt. Ax? = by + cz + ¢, odkud plyne v piipadé
(i) b # 0 nebo ¢ # 0 — parabolicky vilec,

)
(i)
i

)

b=c=0aq>0 - dvé rovnobézné roviny,
ili) b=c=¢gq=0-rovinax =0a

q
(iv) b=c=10a ¢ < 0 — prazdnou mnozinu.

Tim jsme probrali vSechny moznosti.

Poznamky: Pocet a znaménka kvadratickych ¢lent lze zjistit pfimo bez transformaci tim, ze polynom
A + By +C22+Day+ Exz+ Fyz
doplnime na tvar s nezavislymi ,¢tverci, napiiklad
2+ 3% 4+ 22 Fdwy — 22z = (x+ 2y — 2)° — 9y +dyz = (x + 2y = 2)* + (y — 22)® — (22)?,

odkud plyne piipad tii ,¢tvercu“ s ruznymi znaménky, tj. piipad (b).

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 28



