Parcialni a smérové derivace, gradient - fesené priklady

Parcialni a smérové derivace, gradient

1. Piiklad Spoctéte parcialni derivace prvniho fadu funkce f.

a) f(z,y
b) f(z,y
c) flz,y,z) = (4)".
Reseni

a) fp=4(x%y +y)* 2zy = 8xy*(a® +1)%, f, = A(2®y +y)* - 2® = 4y°(2® + D%

) = =%y +y)*;

):e% + 7Y

b) fl = e%% +yav =t f = ev(—z) +Inx-av.

Q) f1= (D), £ = Tayt = ()G L=y () = (2L

2. Priklad Spoctéte parcidlni derivace prvniho fadu funkce f v bodé A.
a) f(z,y) =In(z+ /2% +y?),A=[12].
b) f(z,y) = (1+log,x)*, A= [e,e].

) f(z,y,2) = arctgVa¥ + 2%, A =[1,1,2].

Reseni
r_ 1 1 2z _ 1 z2+y?+z 1 _ 1.
a) x a4/ 2242 (1 + 2 \/$2+y2) - z+\/m2+y2 \/w2+y2 - \/a:2+y2 ’ fw(A) VA
I _ 1 1 2y _ Y / — 2
fy - m+\/x2+y2 2 \/x2+y2 m2+y2+m\/m2+y2 ) fy(A) 545"

b) Ze zékladnich vztahii pro logaritmické funkce plyne, ze log, z = ig—; Zadanou funkci f pfepiSeme
na tvar f(z,y) = (1+log, z)* = (1+ }E—Z)?’ Odtud

f‘;: = 3(1 + lOgy x)21111y’ fl(A) = 3(1 + loge e>2elie = %;
fy=3(1+log, z)> 2L f,(A) = 3(1 +log,e)? 72 = —12.

1
C) f:; = T4zv

= =
9
<

L yxy_lmfal:(A) = %7
fy = —Hlmy ‘3 \/%y ~x¥Ilnw, f,(A) =0
fl=22"14Inz -2 =2*(Inz + 1), f.(A) =4+ In16.

3. Priklad Spocdtéte vSechny parcidlni derivace druhého fadu funkce f v bodé A.

a) f(x,y) =e*sinx, A=[0,0];

b) f(xvy) = aI‘Ctg i;zaA = [371]7

¢) fz,y) =% A=1[0,0].
Reseni

a) fl. =e*cosuw, [y = 2e?Y sin x,
1 = —esinx, f! (A) =0,

— 402V o _
foy = 4e*Vsinz, fi! (A) =0,

" _ 9.2y 17 —
oy = 28V cosw, fil (A) = 2.
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b) fl = Lrty—(@—y) _ _y fl= 1 Colety)—(@—y) -z
x 1+(T 1;)2 (z4v)? z2+4+y20 Jy 1+(£12 )2 (z+y)? 2492
"o 72zy " _ —6
TT (g;2+y ) ) zz(A) — 100>
no o —2xy " _ _6
yy — (z24y?)2? vy(A) ~ 100°

2 2
" z°—y " 8
vy = @y Jay(4) :

¢) fr =" ey, f1 = ey,
Y
"no_ €7, (ey)Q’ //(A) =1,

xrx rxr

— ere’ . (ze¥)? + ore? (ze¥) = ore? eV (we¥ + 1), fir (A) =0,

;’y — o7 e . oy + ote’ oy = ete” . e¥(xe¥ + 1), zy(A) =1

4. Piiklad  f(z,y) = zIn (zy). Spoctéte f1/), .
Reseni f(1'7y) = zln (:L-y),]"’g/C =1In (:L'y) + x - % cy=1In (my) + 1, ;’z = wiy cY = %’ glclﬂlﬂy =0

136
5. Pfiklad f(z,y) =In(1+ x + y). Spoctéte 57y
Reseni  Funkce f(z,y) = In (142 +y) je symetrickd vzhledem k proménnym z a y. Odtud plyne,
Ze u smisenych parcialnich derivaci nazalezi na tom, podle kterych proménnych derivujeme, ale pouze na
fadu derivace. Plati tedy, ze

0% f(w,y) _ 0% (2,y)

9M9x05Ty - o136
Pro derivace malych fad snadno spocteme, ze
f/ _ 1 "o -1 "o _ 2 — —6 _ 24

7 tvaru uvedenych derivaci se nabizi hypotéza, ze

" f(zy) _ (=1 (k—1)!
ozt (1+x+y)*

Tuto hypotézu lze dokdzat pomoci principu matematické indukce. Specialné tedy plati

O f(x,y)  0BOf(x,y)  —135!
9Ty | 0x1% (1t a+y)50

6. Priklad Urcete bod, ve kterém je gradient funkce f(z,y) = In (m + %) roven vektoru (17 _Tw).

Reseni Spocitame gradient funkce f(x,y) =In(z + %) Pro parcidlni derivace prvniho fadu plati

R xy+1’ Cr+l o2 ayity
Odtud grad f = (m/ +1,m) Gradient funkce f porovnédme se zadanym vektorem ( ,—%). Plati
(o> ﬁ) (1,—28). Z rovnosti slozek vektoril ziskdme systém rovnic w1 = L ﬁ = -5
Dosazenim prvni rovnice do druhé dostévame y% = 196. Odtud y = :I:i. Dopoéitéme z. Proy = % je
z=—1% proy=—3jex = %. Gradient zadané funkce je roven vektoru (1, —1) v bodech [-3, 3], [Z, —3].

7. P¥iklad Urdcete body, ve kterych se velikost gradientu funkce f(z,y) = (#2 + y2)? rovna 2.
ReSeni  Spocitame gradient funkce f(x,y) = (22 + yQ)%. Pro parcidlni derivace prvniho fadu plati

3
fr= +4?) % 2 = 3x\/ 22 + 9%, f, = (x? + %) %- 2y = 3yv/22 + 2.

5@
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Odtud grad f = (3z+/22 + 42, 3y/22 + y2). Pro velikost gradientu funkce f plati

jgrad f] = /()2 + (,)? = VO (@2 42) + 9(a +7) = VO + 1) = 3(a* + 1)

Dostavame rovnici 3(x2 4 y2) = 2. Velikost gradientu funkce f(z,y) = (22 + 32)? se rovna 2 v bodech
leZicich na kruznici 22 + y? =

(V]

§.

2 _ g2
8. Priklad Spoctéte derivaci f(z,y) = Z1y 2 v bodé A = [1,1] ve sméru vektoru u = (2, 1).
Reseni Nejprve uréime parciélni derivace funkce f(z,y) = z Vv bodé A = [1,1].
. 2z(2? + y?) — (2% — y?)22 _ 4xy? FA) =1
: BRI R
. “2y(2® +y%) — (2® —y?)2y APy (A) = -1
y (22 + 12)2 (2 +y2)2" 7Y

Odtud plyne, Ze grad f(A) = (1, —1). Nyni miZeme urcit derivaci ve sméru. Plati

F1(A) = grad f(A) -u=(1,-1)- (2,1) =2 - 1=1.

9. Piiklad Zjistéte, zda je funkce f(z,y) = /23 +y v bodé A = [1,2] ve sméru vektoru u = (—3,1)
rostouci.

Reseni Spocitame derivaci funkce f(z,y) = /23 +y v bodé A = [1,2] ve sméru vektoru
u= (—3,1). Nejprve uréime parcidlni derivace prvniho fddu funkce f v bodé A.

32 ) 1 , 1

— %" A — A) =
9 .133—|—y,fr( ) 2\[7.](. 9 x3+yafy( )

Odtud plyne, Ze grad f(A) = (2—\/? ﬁ) Nyni uréime derivaci ve sméru. Plati

OAY — ue (B3 YN sy 4
FL(A) = grad £(4) ‘<w§’2¢:§> e

Protoze je derivace f/,(A) zéporn4, je funkce f v bodé A ve sméru u klesajici.
10. P#iklad Spoctéte derivaci funkce f(z,y) = In (2 +vy) v bodé A = [1,2] lezicim na parabole y? = 4x

ve sméru jednotkového vektoru teény k parabole v tomto bodé.
ReSeni  Nejprve uréime parcialni derivace funkce f(x,%) = In (22 4+ 4?) v bodé A = [1,2].

1 1 1 1
r_ ’ _ T o / _ =
Odtud plyne, Ze grad f(A) = (37 3) Spocteme rovnici teény k parabole z = iyz Plati x — 29 =
= 2'(y0)(y — o), kde 29 = 1,yo = 2,2’(2) = 1. Rovnice te¢ny je tvaru z — y + 1 = 0 a te¢na mé smérovy

vektor v = (1,1). Jeho velikost je \/i Jednotkovy vektor tecny je tedy u = (=

B Caa (DEC T Rt

\%) Spocitame derivaci

a\~
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