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6. Implicitni funkce

Uvazujme rovnici f(x,y) =0, kde f(x,y) je funkce dvou proménnych a necht Q = {[z,y] €
€ Df; f(x,y) = 0} je mnozina vSech FeSeni této rovnice. Na nasledujicich pfikladech ukazme, Ze mnozina 2
muze byt velmi rozmanita.

1. Pro f(z,y) =2 +22 +1je Q =10.

2. Pro f(x,y) = z* + y* je Q@ = {[0,0]}.

3. Pro f(z,y) = 2y — |ay| je Q = {[x,y];z,y > 0V x,y < 0}, tj. cely prvni a tfeti kvadrant.

4. Pro f(z,y) = 22 —y? je Q = {[z,z];2 € R} U {[z, —z];2 € R}. Mnozinu ) tedy tvoii dvojice p¥imek

y=zxray=—2z.

5. Pro f(z,y) = 2® + 2% — y? se ned4 struktura mnoziny 2 jiz snadno uhodnout. Snadno se ale spo¢it4, Ze
y = £vx3 + x2. Odtud plyne, Ze mnozina  bude symetrickd podle osy x. Stadéi tedy vySetfit pribéh
funkce g(x) := Va3 + z2. Viz Obrazek 6.1.
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Obr. 6.1: Graf funkce dané implicitné rovnici 22 + 22 — y2 = 0

Je zfejmé, ze mnozina €2 neni grafem zadné funkce. V okoli nékterych konkrétnich bodu ji vsak lze za graf
funkce povazovat. Tyto Gvahy pfirozenym zpusobem vedou k zavedeni pojmu funkce dané implicitné rovnici.

Definice 6.1. Bud A = [zg,y0] € Df bod definié¢niho oboru funkee f(z,y) takovy, ze A € Q. Existuje-li
okoli K (A, J) tak, ze QN K(A,0) je totozna s grafem néjaké funkce y = g(x), pak fikdme, Ze funkece g(z) je
v okoli bodu A uréena implicitné rovnici f(z,y) = 0.

Véta 6.2. (O existenci) Necht f(z,y) je spojitd na d-okoli bodu A = [zg,yo] a A € Q. M&-1i funkce
f(z,y) spojitou parcidlni derivaci f,(z,y) v bodé A a plati f,(A) # 0, pak existuje okoli bodu A v némz je
rovnici f(z,y) = 0 definovéna implicitné pravé jedna spojita funkce y = g(x).

Poznamka 6.3. Véta 6.2 nema konstruktivni charakter, tj. neumoziuje funkci g nalézt. Funkce g dana
implicitné rovnici f(x,y) = 0 muze byt totiz vyssi funkee, i kdyz f je elementarni. Podminka f7(zo,yo) # 0
je postacujici, nikoli vSak nutna pro existence implicitni funkce. Viz naptiklad rovnice = — y3 = 0.

Véta 6.4. (O derivaci) Necht jsou splnény pfedpoklady Véty 6.2 a necht f ma v okoli bodu A = [z, yo]
spojité parcidlni derivace prvniho fadu. Pak m4 funkce y = g(z), ktera je v okoli A uréena implicitné rovnici
f(z,y) = 0 derivaci v bodé z( a plati

f2(20, 90)

g'(w) = ~ fi (@0, %)
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Poznamka 6.5. Vysvétleme hlavni ideu diikazu. Rovnici f(z,y) = 0 zderivujeme podle z, pficemz f
povazujeme za slozenou funkei proménné z. Tedy y povazujeme ze funkci proménné z. Plati f/ -2/ + f‘; Yl =

0= frtfiy =0y = —;—%. Analogicky lze pocitat i vyssi derivace. Odvodme vzorec pro y”. Rovnici

Y
f% +kfé}é/k = ,0 znovvtg1 zierivujeme podle x. fi' + fiy' + (fi + [oy¥')y + fiy" = 0. Odtud po dosazeni za
y' a kratké tpravé dostaneme

J = e (Fo)2 = 2f 0 fofl + fi( f;){
(f9)?

Priklad 6.6. Naleznéte y/(0) pro funkci danou implicitné rovnici e*¥ — 22 4 % = 0.

’

Reseni. Nejprve postupujme podle vzorce 3 = —% Spocteme F; = ye™ — 2z a F, = we™ + 3y%. Odtud
y

plyne

ye™ —2x 2z —ye?
ze + 3y2  xe™ + 3y2’
Ke stejnému vysledku lze dojit zderivovanim zadané rovnice podle x. Plati

A

e (y+ay') — 2z + 3y%y = 0.
y' (e + 3y?) = 2z — ye®V.

Odtud vsak opét plyne
;2w —ye™

xery + 3y?’
Abychom mohli do posledné uvedeného vztahu dosadit, musime védét ¢emu je rovno y. To zjistime tak,
7e dosadime r = 0 do zadané rovnice. Plati €® — 0 + > = 0. Odtud y®> = —1 a tedy y = —1. Nyni
00— (—1)e0(—D) . . e . y
y'(0) = 32(31)(24_% = % 7Z kladnosti derivace plyne, Ze funkce dand implicitné je v bodé x = 0 rostouci.

Piiklad 6.7. Naleznéte lokalni extrémy funkce dané implicitné rovnici 22 — y? +1 = 0.

Resend. Nejprve vypocteme derivaci 3’ podle vzorce 3 = f%. Plati ¢y = — _22”; = %
Podobné zderivovanim rovnice 22 — y? + 1 = 0 dostavame 2z — 2yy’ = 0, odkud plyne 3’ = g—; = %

Derivace existuje kdykoliv, kdyz ¢’ # 0. Nalezneme staciondrni body. Ziejmé y' =0 < # =0 z = 0. Ze
zadané rovnice dosazenim x = 0 dopocitame y.

Plati y> = 1 a odtud y = —1 nebo y = 1. Ziskali jsme dva stacionarni body S; = [0, —1] a Sy = [0, 1].
Dale spocteme 3”. Rovnici 2z — 2yy’ = 0 znovu zderivujeme podle z. Plati 2 — 2y’y’ — 2yy” = 0. Odtud

n_ 2=-2)% _ 1-(y)?

Y 2y y

Pomoci druhé derivace rozhodneme existenci extrémi ve staciondrnich bodech. Pro bod S; plati y”(0) =

2 2

12G0° _ 1 < 0. Tedy v bods Sy je lokalni maximum. Pro bod Sy plati 3”(0) = =% =15 0.V 5, je
lokalni minimum. Viz Obrazek 6.2.

Obr. 6.2: Lokalni extrémy funkce dané implicitné rovnici 2 — y2 +1 =10
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