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Elementarni funkce

Elementarni funkce jsou nize uvedené funkce a jejich ,slozeniny*:
1. Polynomy.
2. Racionalni funkce.
3. Mocninné funkce.
4. Exponencialni funkce.
5. Logaritmické funkce.
Goniometrické funkce.
Cyklometrické funkce.

Hyperbolické funkce.

© »® >

Hyperbolometrické funkce.

Polynomy

1. Definice f(z) = a,2™ + an_ 12" '+ ...+ a1x +ao; ag,ai,...,a, €R; a, #0; Dom f=R.

2. Priklad Urcete stupeni nasledujicich polynom:
f(x) =23 -2z +1 polynom stupné 3.
f(x) =2 polynom stupné 0.
f(x) =0 polynom nedefinovaného stupné.

3. Definice Koren polynomu f(z) je takové ¢islo r, pro které plati f(r) = 0.

Polynom stupné n ma n komplexnich kofentd pocitaje v to i jejich nasobnost. Ma-li polynom komplexni
kofen (a + b;) ma i (a — b;) — komplexné sdruzend ¢isla. Proto polynomy lichého stupné maji alespon
1 realny koten.

e Polynom 1. stupné — linedrni polynom (viz Obr. 1): f(x) = ax +b; a #0.
Vzorec pro vypocet kofenti: 1 = —3, kiivka: pfimka .

I

A
/

Obréazek 1: Linedrni polynom
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fla)=a?+z-2
A flx) =2% -4z +4

Obrazek 2: 2 redlné koreny Obrazek 3: 1 dvojnasobny realny kofen

T

Obrézek 4: 2 komplexné sdruzené koreny

e Polynom 2. stupné — kvadraticky polynom (viz Obr. 13, 3 a 4): f(x) = az? +bx +¢; a #0.
—b+ Vb? — 4ac

, kfivka: parabola.
2a

Vzorec pro vypocet kofentd: 12 =
koreny:

— 2 realné

— 1 dvojnésobny (redlny)

— 7adny redlny a 2 komplexni (komplexné sdruzena ¢isla)

e Polynom 3. stupné — kubicky polynom (viz Obr. 5, 6 a 7): f(z) = ax® + bx® + cx +d; a # 0.
Vzorec pro vypocet kotfeni: Cardanovy vzorce, kiivka: kubicka parabola.

kofeny:

— 3 realné

— 1 redlny + 2 komplexni

e Polynom 4. stupné (viz Obr. 8, 9 a 10): f(z) = az* + bz +ca® +dx +e; a#0.
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A fl)y=a3—2?—z+1

f(z) =23+ 1.50 — 3.25z /\
S |

Obrazek 5: 3 redlné koreny Obrazek 6: 3 realné koteny

| f(q;):x3+2m2+x+2

Obrazek 7: 1 redlny a 2 komplexné sdruzené koreny

f(x) = —a* + 1523 + 222 — 1.5z — 1

Obrézek 8: 4 komplexni kofeny

4. Poznamka Nelze najit vzorec pro vyporet kofentt polynomu 5. stupné.

Rozklad polynomu na kofenové ¢initele:
Rozklad je mozny v komplexnim oboru. V realném oboru lze kazdy polynom stupné alespon 1 roz-
lozit na soucin linedrnich polynomt (coZ jsou kofenovi soucinitelé) a ireducibilnich (nerozloZitelnych)
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1 f(z) =2*—1.52% — 222 + 1.5x + 3

Obrazek 9: 4 realné kotfeny Obrazek 10: 1 redlny (¢tyindsobny)

kvadratickych polynomd.

5. Poznamka Podminkou rozlozitelnosti kvadratického polynomu ve tvaru 2 +pz + ¢ = 0 (normovany
tvar) je p? — 4q > 0.

6. P¥iklad Rozlozte polynom 2% + 22° — 42* + 2% na soucin linedrnich nebo kvadratickych polynomdl.

Resend: Je na prvni pohled ziejmé, Ze miizeme vytknout x3, ¢imz ziskdme trojnasobny kofen z1,2,3 = 0.
Daéle zkousime jednoduché kofeny (napi. 1,—1,2,—-2,3,-3,...):
6 2 5 _ 4 4 3 _ 3 3 2 2 _ 4 1
b+ 2z xt+ x (3 + 2z x+1)
(z—0)(z—0)(z—0)

(234222 —dz+1):(z—-1) =22 +3r -1

— (2% —2?)
322 —4x +1
— (322 —32)
-z +1
—(—z+1)
0

B 4+3r—1= (z — _3';ﬁ3)($ . —3—2ﬁ3)x6 4205 — gt 4 2B = x?’(m — 1)z — —3-&-2\53)(x _ —3—2ﬁ3)

7. Piiklad Rozlozte v R polynom f(z) = z% + 1.
Resent: f(x) =2 +1= a2 +222 +1 222 = (2 +1)? =222 = (22 + V22 + 1) (22 — V22 + 1)
—_—

doplnéni na ¢tverec

Racionalni funkce

8. Definice

f(z) = p ; P,Q...polynomy, Q #0; Dom f =R — { kofeny Q(z)}

Kazdy polynom je racionalni funkci.Racionalni funkce se nazyva ryzi, jestlize deg P < deg Q. Je-li

tomu jinak (tedy deg P > deg @Q), pak je raciondlni funkce neryzi a da se vyjadiit jako soudet polynomi
a ryzi racionalni funkce.
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T — 241

9. Priklad Pfevedte neryze lomenou funkci f(x) = —Fra soudet polynomu a ryze lomené
funkce.
Reseni:
(@7 —2?+1): (25 +4) =22
— (2" +422)
—5x? +1
x7fx2+1_ —bz? +1

Vysledkem tedy je f(z) = Fra % + P

10. Poznamka Ryzi racionalni funkce se da vyjadrit jako soucet parcidlnich zlomki.

11. Definice Parcialni zlomky maji tvar

b) m;

Az + B
22 +pr+q’
Az + B
(@2 +pr +¢)~

c)

p® —4q < 0;

d) p? —4q <0.

12. Jak ziskat ryzi racionalni funkci:
i) Rozlozime polynom Q(x).

ii) Jestlize je v tomto rozkladu

A A A
— (z — r)¥ budeme mit parcidlni zlomky: @ —lr)’ @ _QT)Q o _I;)K
B B B
— (2%4pr+¢)* budeme mit parcialni zlomky: 12+ Gy , 22 + G s k2 + Cx
(@2 +pr+4q) (22 + px+ q)? (22 4+ px + q)K

iii) ZapiSeme ,skupinky® parcidlnich zlomkt a porovnivame polynomy.

224 — 723 + 1222 — 1
13. P¥iklad Rozlozte f(z) = ;5 — 354 —|——~_4xf— 85296_:_166 na parcialni zlomky.

Reseni: Napt. pomoci Hornerova schématu rozlozime

Q(z) = 22" — 72® + 1202 — 8z + 16 = (z + 1)(z — 2)%(2® + 4).
Najdeme ,skupinky* parcidlnich zlomkii:

(x+1):

x+Bl o
—2)?;
(x-2) ac—2+(x—2)2
Dz + FE
2
4): = —~
(z% +4) 2
2954—7333—1—12562—895—1—16_ A n B 4 C +D$—|—E
25— 324 —822+16  x+1 -2 (r—2)2 2244
A(z = 2)%(2® +4) + Bz + 1)(z — 2)(2® + 4) + C(z + 1)(2® + 4) + (D2 + E)(z + 1)(z — 2)* =

= A(z* — 423+ 822 — 162+ 16) + B(2* — 23+ 222 — 42 —8) + C(a® + 22 +4x+4) + (Dx+ E) (2® — 322 +4) =
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= Ax* —4A23 + 8Ax? — 16Ax + 16 A+ Ba* — Bx® + 2Bx?2 —4Bx — 8B+ Cx® + Cax?2 +4Cx +4C + Dz* —

3Dz® + 4Dz + Ex® — 3Ex2 4+ 4F

4. 2=A+B+D

3. .7T=—-4A+-B+C—-3D+FE
2:12=8A+2B+C —3E

I. 8=—-164A—4B+4C +4D
0. 16 =16A—8B +4C + 4F

8 8 8 8 8

Resenim této soustavy linedrnich rovnic (napf. pomoci matic) ziskAme hodnotu jednotlivych koefici-

entu.

A=1,B=0,C=1, D=1 E=-1

a tedy

2x% — Tx® + 1222 — 8z + 16 _

1 1 z—1

x5 — 324 — 822 + 16

_x+1+(x72)2+x2+4'

Mocninna funkce

14. Definice f(z) = x%, viz Obr. 11.

[u iy

0

Obrézek 11: Obecnd mocninnd funkce f(z) =«

eaclN; f(e)=a=g-...-x;

a—krat
e acZ

—a>0, Domf=R

8

a

Dom f =R (jde o polynom)

— a=0, Dom f =R - {0} (0° nedefinovano ) 20=1

—a<0, Domf=R-{0}

oa=%7 n €N; f(x):\"/f:x%'

R, pro a liché
(0,+00), pro a sudé
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15. Definice n-ta4 odmocnina /7 je definovana jako ¢islo p € R takové, Ze p - ... p = x; jsou-li takova
——

n—krat

¢isle dvé, pak pouze to kladné z nich.

16. Priklad
n=2:V4 p:2-2=
n=3:v-27 p: (
Vat=|z| -4

AN(=2)-(-2)=4—p=2
3)(=3)-(-3)= 27— p=-3
p neexistuje.

cacQ fla)=a" ==

R, pro g liché
(0,400), pro gsudé

17. Piiklad /(1) = (-1)2 = (-1)i = /(=12 = ¢y1=1 111

N4&s postup je ovsem Spatny, nebot deﬁmce rac10naln1ho ¢isla 1ika, ze p a ¢ jsou nesoudélna, tudiz krok
1 2

(—1)2 = (—1)2 byl chybny a vysledek neni spravny.

eacR; Domf=/{(0+00)a=lima, {a,}>; (posloupnost racionalnich &isel.) z¢ = zlmaon =

lim z%n.

Exponencialni funkce

18. Definice f(xz) =a*; a>0; Dom f=R. Viz Obr. 12.

Obrazek 12: Exponencidlni funkce f(z) = a”

19. Poznamka Je-li a = e, pak jde o pfirozenou exponencidlni funkci f(z) =e* (e =2,718281 ...).

Logaritmické funkce

20. Definice Inverzni funkce k exponencidlnim jsou logaritmické (viz Obr. 13)

f(z)=log,z; a>0,a#1; Domf = (0,00).
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f(z) =log, z,a >1

'T

f(z)=log,z,0<a<1

Obréazek 13: Logaritmickd funkce f(z) = log, x

21. Poznamka Je-li a = e, jde pfirozeny logaritmus, ktery zapisujeme jako log, x = In z.
Je-li @ = 10 pak znacime log,,z = log z.

Goniometrické funkce

22. Jednotkova kruZnice Viz Obr. 14.

/ sin x

Obrézek 14: Jednotkova kruznice

e sina = %

Dom f =R

Imf=(-11)

perioda: 27, licha funkce
e cosa = %

Dom f =R
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Cyklometrické funkce jsou inverzni ke goniometrickym funkcim:

Imf=(-11)
perioda: 27, sudé funkce

a

tga =3
Dom f =R — {5 +km kecZ}
Imf=R
perioda: w

cotgar =2 =tg7 o
Dom f =R —{km; k€ Z}
Imf=R

perioda: w

seca = Coia = %

Dom f =R — {5 +km kecZ}
Im f = (—o0;—1) U (1;00)
cosec o = Si;a =<

Dom f =R — {km; k € Z}
Im f = (—o0;—1) U (1;00)

Cyklometrické funkce

arcsinzx

Dom f =(-1;1)
Imf - <*g, g>
arc cos

Dom f = (-1;1)
Im f=(0;m)
arctgx

Dom f =R
Imf=(-%:3)
arccotgx
Dom f =R
I'm f = (0;)
arcsecx

Dom f =R —(-1;1)
Im f=(0;m) — {3}
arc cosec T

Dom f=R—(-1;1)
Imf=(-%;%) —1{0}

Hyperbolické funkce

simnx 9
xT + e—:C
hx =
cosnx 9

SA1
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sinh z
o tghx =
cosh x
tghx =
¢ cotnT tgh x
1
h =
¢ sech coshx
1
e cosechx = —
sinh x

Hyperbolometrické funkce

Hyperbolometrické funkce jsou inverzni k hyperbolickym funkcim:

e argsinha!
e argcoshzx
e arg tghx

e arg cotghx

23. Operace:
o ftg=h
f(z) £ g(z) = h(z)
e fg=h
f(z) - g(x) = h(z)
o« L—=p
18 = hia)
e f9=h
F(@)"") = h(x)

o fg(@) =h(@); RSRDER;
sklddéani znacime f o g a éteme f po g

Kazda funkce je definovana nejen funkénim predpisem, ale také svym definicnim oborem.

In(z? —
24. Piiklad Uréete defini¢ni obor funkce f(z) = n(:r—x)
V1 + arcsin x2

Resent:

.22 —-x2>0
x(r—1)>0 x € (—00;0) U (1; 4+00)

Léteme argument hyperbolického sinu
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11

2. V1+arcsinz® #0 A 1+ arcsinz? >0

1+ arcsinz? > 0

arcsina? > —1

z? > sin(—1)

2?2 > —sinl plati vady 2z €R

>—1 plativzdy z€R
4. 22 <1 z e (—1;1)

prunikem je interval Dom f = (—1;0).

25. Poznamka Nejznaméjsi neelementdrni funkce jsou e~

z2

, erf(x), I'(z).
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