Parcialni a smérové derivace, gradient Resené priklady

4. Parcialni a smérové derivace, gradient

Priiklad 4.1. Spoctéte parcidlni derivace prvniho fadu funkce f.
a) f(z,y) = (2%y +y)*
b) flz,y) =ev +a¥;
c) flz,y,2) = (4)".

Regend.
a) f, =4(2%y +y)* - 2oy = 8uy*(a? + 1), f = 4@y +y)* - 2® = 4°(2* + D*.

b) fl = e%?% +yav =t f) = ei(—%) +Ilnz-2v.

¢) fo=(H)"In(Y), fy = Fay"t = (D))", L=y (—a)z7" 7 = —(£)()".

Priklad 4.2. Spoctéte parcidlni derivace prvniho fadu funkce f v bodé A.
a‘) f(m,y):h’l(.'ll-‘r x2+y2)»A: [172]
b) f(xay) = (1+10gy x)S)A: [e7e]'

¢) f(z,y,z) = arctgvVav + 27, A = [1,1,2].

Reseni.
a) fl = L (14l 2 jy— 1 Ve 1 g gy= L
z x+\/m2+y2 2 \/12+y2 z+\/z2+y2 \/z2+y7 \/z2+y2’ x V5’
1 1 2y — ! _ _2
2afy(A) TR G

I 1 — y

fy= shy/a2+y2 2 (/22 +y? a2y tan/22+y

b) Ze zakladnich vztaht pro logaritmické funkce plyne, ze log, x = }E_z Zadanou funkci f prepiSeme na
tvar f(z,y) = (1+log, z)* = (1+ ig—z)?’ Odtud

fi=3(1+log, x)* ;i fo(A) =3(1+log.e)? - = 12;
[y =3(1+log, x)> S8, f,(A) =3(1 +log, )* Tkt = —2.

=yt f(A) = §
fy= ﬁ "2 ay -z¥Inz, f(A) = 0;
)

fi=2"t4Inz 2" =2*(Inz+1

1
C) falc = 1Fav

= =
L)
<

8

FL(A) = 4+ 1n16.

Priklad 4.3. Spoctéte vSechny parciélni derivace druhého fadu funkce f v bodé A.

a) f(x,y) =e*sinz, A =[0,0];
b) fly) = axctg £, A = [3,1]

&) f(z,y) = e, A = [0,0].
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Regend.
a) f, =e*cosz, f; = 2e*sinz,
alc/x = —e% sinz, f ( ) =0,
f” =4eXsinx f” ( ) =0,
—2e2ycosx f ,(A) =2.

Iy
b) f = Lrty—(z—y) _ _y fl = 1 LSl —(@-y) _ -z
z 1+(m i)2 (z+y)? w2 4y?) Y T 1 (22 (a+y)? z24y??
"o 721 7 _ =6
T (z2+y )2 ma:(A) — 100>
"o —2zy " _ _6
yy = (224y2)2’ yy(A) ~ 100°

2 "3

:;Iy = (;2+yy2)27 glcly(A) = o5+
O fi = e, = e,
e ()2, £ (4) = 1,

o= e . (ze¥)? + e“’y,~ (ze¥) = ezey ve¥(ze¥ + 1), f, (A) =0,
mo— gre? | eV . el +exey . e¥ = g€’ ey(.’L‘ey + 1) zy(A) =1.

"

Piiklad 4.4. f(z,y) = zIn (xy). Spoctéte f,/), .

Resend. f(x,y) = zln(zy), fy =In(zy) +2- 5 -y =In(ey) + 1, f, = o -y = 3. [, = 0.

136

Priklad 4.5. f(z,y) = In (1 + 2 + y). Spoctéte Fri~mor.

Regeni. Funkce f(z,y) = In(1 + x + y) je symetrickd vzhledem k proménnym z a y. Odtud plyne, Ze
u smiSenych parcidlnich derivaci nazalezi na tom, podle kterych proménnych derivujeme, ale pouze na fadu

derivace. Plati tedy, ze
01 f(x,y) _ 0P f(x,y)
oMxd5Ty 9136z

Pro derivace malych fad@ snadno spocteme, ze

1 " -1 " 2 f//// —6 (5) _ 24

P - = = = = -

7Z tvaru uvedenych derivaci se nabizi hypotéza, ze

*flayy) _ (=D (k 1)
ozt (L+x+y)*

Tuto hypotézu lze dokazat pomoci principu matematické indukce. Specialné tedy plati

13 f(x,y)  0Mf(x,y)  —135!
992057y - O1136 - (1+x+y)136'

Priklad 4.6. Urcete bod, ve kterém je gradient funkce f(z,y) =In (ac + %) roven vektoru (1, _Tw).

Reseni. Spocitame gradient funkce f(z,y) = In(z + %) Pro parciédlni derivace prvniho ¥adu plati

. 1 £ = 1 -1 -1
R xy+1’ v+ v ity
Odtud grad f = (%7, 7777 +y) Gradient funkce f porovname se zadanym Vektorem (1,—18). Plati (7> myfiy) =
(1, ——) Z rovnosti slozek vektort ziskame systém rovnic ﬁ =1, W}ky = —3. Dosazenlm prvni rovnice
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do druhé dostavame y% = %5. Odtud y = is Dopoéitéme z. Proy = % jex = —%, pro y = —% jex =

Wi

Gradient zadané funkce je roven vektoru (1, —38) v bodech [—3, 3],[%, —32].

P¥iklad 4.7. Uréete body, ve kterych se velikost gradientu funkce f(z,y) = (22 + y2)% rovné 2.

Resend. Spocitame gradient funkce f(z,y) = (22 + yz)%. Pro parcidlni derivace prvniho fadu plati

3
fo=5@"+y7) )220 =3w/a? 12, f) = S (2 +y%)? - 2y = 3y /a? + 2.

Odtud grad f = (3:0\/x2 + 2, 3y\/:z:2 + y2). Pro velikost gradientu funkce f plati

lgrad f| = /()% + (f’2—\/9x2x2+y)+9y$2+y = /9(z2 +42)2 = 3(z% + 4?).

Dostavame rovnici 3(22 +y2) = 2. Velikost gradientu funkce f(x,%) = (2% +32)? se rovna 2 v bodech lezicich
na kruznici 22 + y? = %

Priklad 4.8. Spoctéte derivaci f(z,y) = iz—;yLz v bodé A = [1,1] ve sméru vektoru u = (2, 1).

Resgeni. Nejprve uréime parcidlni derivace funkce f(z,y) = ﬁij_z’: v bodé A =[1,1].

, 2w(a? 4 y?) — (2 — 9?22 day?
=
, o 2y(@P 4y - (@ —yP)2y . APy,
fy = (22 + y2)2 = (22 + 22 y( )=-—

Odtud plyne, ze grad f(A) = (1, —1). Nyni mizeme urc¢it derivaci ve sméru. Plati

F1(A) =grad f(A) - u=(1,-1)-(2,1) =2 —1=1.

Priklad 4.9. Zjistéte, zda je funkce f(z,y) = /a3 +y v bodé A = [1,2] ve sméru vektoru u = (—3,1)
rostouci.

Re$eni. Spocitame derivaci funkce f(z,y) = /23 +y v bodé A = [1,2] ve sméru vektoru u = (—3,1).
Nejprve ur¢ime parcialni derivace prvniho fadu funkce f v bodé A.

. 312 , 1 . 1
= T = Jz A 7 = ) ~ /o

Odtud plyne, ze grad f(A) = (2= 3730 3 f) Nyni uréime derivaci ve sméru. Plati

(A — S G S S SO S A RTINS SRR
F1(A) = grad £(A) ‘(w??m) e

Protoze je derivace f](A) zdporna, je funkce f v bodé A ve sméru u klesajici.

P¥iklad 4.10. Spoctéte derivaci funkce f(x,y) = In(z +y) v bodé A = [1,2] leZicim na parabole y? = 4z
ve sméru jednotkového vektoru tecny k parabole v tomto bodé.

Reseni. Nejprve uréime parcilni derivace funkce f(z,y) = In (22 + y?) v bodé A = [1,2].

T S S VR SV |
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Odtud plyne, ze grad f(A) = (3, +). Spo¢teme rovnici tecny k parabole z = 1y2. Plati @ — 2o =
= 2'(yo)(y — o), kde 9 = 1,59 = 2,2'(2) = 1. Rovnice tecny je tvaru & —y + 1 = 0 a te¢na mé smérovy
11

vektor v = (1,1). Jeho velikost je /2. Jednotkovy vektor tecny je tedy u = (ﬁ’ —2) Spocitame derivaci ve

F1(4) = grad f(4) - u = (; ;) - (\g%) = v

smeéru.
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