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10. Polynomy a racionalné lomenné funkce

A. POLYNOMY

Definice 10.1. Reéalny polynom stupné n (neboli mnohocélen) je funkce tvaru
p(z) = apr™ + ap_12" 1 4 +ao, kde ay,...,a, € R,a, #0,

kterd kazdému komplexnimu ¢&islu 2 pfifazuje komplexni éislo p(x).
ag, - - -, Gy, se nazyvaji koeficienty.
ap je absolutni ¢len.
Z je promeénna.
n je stupen polynomu.

Polynom, ktery méa za koeficienty ag, . .., a, komplexni ¢isla, se nazyvd komplexni polynom.

Pfipoustime-li hodnoty za proménnou z z redlného oboru (tj. z € R), mluvime o redlném (pfipadné
komplexnim) polynomu v readlném oboru.

Pfipoustime-li hodnoty za proménnou z z komplexniho oboru (tj. € C), mluvime o realném (piipadné
komplexnim) polynomu v komplexnim oboru.

Definice 10.2. Kazdé ¢éislo a (realné i komplexni, podle oboru v jakém pracujeme) takové, Ze splituje
p(a) = 0 se nazyva kofen polynomu p(x).

Poznamka 10.3. Kazdy kofen je tedy feSenim rovnice
A" + ap_18" -t ag =0,

které fikame algebraicka rovnice n-tého stupné.

Priklad 10.4. Vyraz p(z) = 22 + 3z — 5 je realny polynom 2. stupné. Rovnice 22+ 3z — 5 = 0 je algebraické
rovnice 2. stupné (kvadratickd rovnice).

Poznamka 10.5. Je tedy jasné, Ze graf funkce p(x) protind osu x v bodech, které jsou redlnymi kofeny
polynomu p(z). Toho se d& s vyhodou vyuzit naptiklad p¥i feSeni kvadratickych nerovnic grafickou cestou.

Priklad 10.6. Urcete kofeny polynomu p(z) v komplexnim oboru:
8) p(z) = 2% + 2 — %
b) p(z) = z* - 1;
c) p(z) = 23 + 1.

Resend.

a) Polynom si zapiseme ve tvaru algebraické rovnice, tj. 22 + x — 2 = 0, coz je ,,oby¢ejna“ kvadraticka
rovnice, kterou vyfesime. Nalezneme dva redlné (coZ znamena, Ze jsou zaroven i komplexni) kofeny oy = 1
a g = —2.

b) Resime algebraickou rovnici z* — 1 = 0. Tu upravime na tvar (2 + 1)(z% — 1) = 0. Odtud jiz snadno
ziskame kofeny a3 =1, as = —1, ag =1, ay = —1

C)p(iE):x3+1:(x—|—1)(x2—x—|—1):(x+'l) (x—%—1§> (x—%+1§>,
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Otazkou tedy je, zda existuje néjaky univerzalni algoritmus na hledani korenti polynomu? Jiz v 16. stoleti
byly znadmy vzorce pro polynom stupné 1, 2, 3 a 4. Dlouhou dobu se potom matematikové snazili nalézt
podobné vzorce pro kofeny polynomu stupné 5. Teprve v poloviné 19. stoleti bylo dokazano, ze takové vzorce
pro polynomy vétsiho nebo rovného péti neexistuji.

Pii odhadovani raciondlnich a celociselnych kofenti u polynomu s celociselnymi koeficienty a nenulovym
absolutnim ¢lenem nam vyrazné pomuze nasledujici véta. Upozornéme vsak na podstatny detail. Tvrzeni
véty ndm déavd pouze nutnou, nikoli vSak postacujici podminku pro to, aby ¢islo = bylo kofenem polynomu.

Véta 10.7. Nechf ¢islo Z, kde r € Z a s € N je kofenem polynomu f(z) = a,z™ + --- + a1x + ao, kde
ag,---,a, € Z a ag # 0. Pak plati
r|ag A s|an.

Poznamka 10.8. Pro ovéfovani, zda je ¢islo kofenem polynomu se s vyhodou pouzivda Hornerovo
schema. Pomoci néj se také snadno zjistuje nasobnost kofene.

P¥iklad 10.9. Naleznéte viechny racionlni a celoéislené kofeny polynomu g(z) = 42® — 822 — 112 — 3.

Resend. Podle Véty 10.7 si vytipujeme &isla r a s takto:

rl-3=r=1,-1,3, -3;
s[d=s=1,2,4.
Déle si vypiSeme vSechny mozné hodnoty .
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Ovéfeni, zda se jedné o kofeny polynomu g(z) provedeme Hornerovym schematem, podle néhoz zjistime, ze
—% je dvojnasobnym kofenem a 3 je kofenem jednoduchym.

Véta 10.10. Nechf 7, kde 7 € Z a s € N je kofenem polynomu f(z) = anz" + --- + a1x + ag, kde
ag,y - --,0, € Z a ag # 0. Potom pro libovolné celé ¢islo m plati:

(r —ms)|f(m).

Specidlné tedy: (r — s)|f(1), resp. (r + s)|f(=1).

P¥iklad 10.11. Rozhodnéte, které vytipované kofeny polynomu g(z) = 423 — 822 — 11z — 3 z ptredchoziho
prikladu nema smysl vysetfovat Hornerovym schématem.

Regend. Uréime funkéni hodotu g(1) =4 -8 — 11 —3 = —18 a g(—1) = —4 — 8 + 11 — 3 = —4. Podivame se
na vytipované hodnoty ~:

T 1 =1 1 =1 1 =1 3 =3 3 =3 3 =3

s 1’ 1 27 2 4 4 1’ 1 27 2 4 4
r+s: 2 0 3 1 5 3 4 -2 5 -1 7 1 g(—l) =—4
r—s 0 -2 -1 -3 -3 -5 2 -4 1 -5 -1 -7 g(l) = —18

7Z této tabulky je ziejmé, ze Hornerovym schématem neni nutno vysetfovat tyto hodnoty

-1 1 1 -1 33 1 -3 -3 =3

102 4> 4024 1017224

Je tedy vidét, ze pocet potencidlnich kofenti se ndm vyrazné zredukoval a k ovéfeni Hornerovym schéma-

tem zustavaji pouze tito adepti: _71, %

r.
e

Véta 10.12. (Bézoutova véta) Nechf p(x) = a,2" + a,_12" "1 + - - + ag je libovolny polynom stupné
n > 1. Potom éislo a je kofenem p(z) <= p(x) = (z — a)q(z), kde ¢(z) je polynom stupné n — 1.
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Nasledujici véta méla pro celou algebru opravdu zdkladni vyznam v dobéch, kdy se algebra zabyvala
studiem ciselnych struktur. Platnost této véty tusili jiz italSti matematikové v 16. stoleti, ale prvni jeji
spravny a uplny dukaz nalezl teprve K. F. Gauss v roce 1799.

Véta 10.13. (Zakladni véta algebry) Kazdy nekonstantni komplexni polynom m4 v komplexnim oboru
alespon jeden koten.

Véta 10.14. (D’Alembertova véta o rozkladu na kofenové ¢initele v oboru komplexnich éisel)
Pro kazdy polynom p(x) = a,a™ + a,_12" 1 + -+ + ag stupné n > 1 existuje pravé n komplexnich é&isel

a1,Q9,...,a, (kterd od sebe nemuseji byt rizna) takovych, ze
p(z) =an(z —ay)(xz —a2) - (z — ap). (10.1)
Uvédomme si jen, Ze v8echna éisla a, ..., a, jsou kofeny polynomu p(z).

Poznamka 10.15. Pokud v rozkladu (10.1) vystupuje stejny ¢initel (z — ;) pravé k-krat, fekneme, 7e «;
je k-nasobnym kofenem polynomu p(x).

Resent.
a) p(z) = 2% — 22+ 1 = (z — 1)?, tedy 1 je dvojnasobnym kofenem.
b) p(z) = 2* + 2® = 23(z — 1), tedy 0 je trojnasobnym kofenem a 1 jednoduchym korenem.

) p(z) =22 + 1= (z +1)(x —1), tedy jednoduchymi kofeny jsou é&isla —1 a 1.

¢]

Véta 10.17. M4-1i redlny polynom p(x) komplexni kofen o = a + b1, pak m4 i komplexné sdruzeny kofen
@ = a — 1. Nasobnosti obou kofenil jsou stejné.

P¥iklad 10.18. Uréete rozklad redlného polynomu p(z) = 22 + 2 + 1 v komplexnim oboru.

Reseni. Pfepiseme polynom p(x) = 22 + z + 1 jako algebraickou rovnici 2% +  + 1 = 0. Ta m4a diskriminant

D = -3, a proto jsou jejim feSenim dva kofeny z; = —1+T1\/§ a Ty = _1%“/5 Rozklad polynomu vypada

nasledovné: p(z) = 2% + 2+ 1= (J: - *HT“/% (m - *1%“/‘;’)

Priklad 10.19. Urcete polynom nejnizsiho stupné tak, aby a; = 0 byl jednoduchy kotfen, ay = —1 byl
dvojnasobny kofen, a3 =1a ay = —1.

Reseni. p(z) = (z — 0) (x — (—1))2(3: —1)(z— (—1) =z(@+ 1) (z —1)(z +1) = 2° + 22* + 22° + 227 + =

Poznamka 10.20. Pokud mame uréit rozklad redlného polynomu pouze redlném oboru, tak kvadratické
trojéleny 22 4 px + ¢ se zapornym diskriminantem nerozklddame.
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Véta 10.21. (O rozkladu reilného polynomu v realném oboru) Necht p(z) = a,2" + a,_12" "1 +
+ .-+ + ag je redlny polynom stupné m > 1. Necht as,...,q, jsou vSechny jeho realné koreny, kazdy
s nasobnosti k;,7 = 1,...,r. Pak rozkladem realného polynomu v realném oboru rozumime vztah

p(z) = an(z —a))* - (. — o) (2% + prz + @) - (22 + psz + ¢5)", (10.2)
kde 22 + pjx+q;,7 =1,...,s jsou nerozlozitelné kvadratické trojcleny se zdpornym diskriminantem, které

odpovidaji komplexnim kofentim.
Plati by + -+ k. + 2l + -+ - + 2ls = n.

Priklad 10.22. Rozlozte polynomy v readlném oboru:

)

e) e(r) = z* + 1;

) fx) =2 +2t+23 -2 -z -1
Resend.

a)a(r)=2*—1=@2+1)(2? - 1) =@+ D)(z+ 1)(x - 1).

b) b(x) = 160" —9 =16 (s — &) =16 (¢2 + ) (22 = 3) =16 (> + §) (2 + ) (¢ - 2).

c) ¢(x) = 2% + 2z + 5 nelze v redlném oboru rozlozit, protoze ptislusna kvadraticka rovnice ma D < 0.

d)dx)=2>+1=(z+1)(2® -z +1).

e)e(x) =t +1=a* +1+222 - 222 = (22 +1)?2 — 222 = (22 + 1 — 2v2)(2? + 1 + 2V/2).

Y f@)=a®+a2*+23 -2 -z —-1=22(x* -V +a@ -1 +23-1= @3- )@?+2+1) =
=@@-D@E*+z+D@*+2+1) = (xz—-1)(2? +z+1)%

B. FUNKCE REALNA RACIONALNf LOMENA

Definice 10.23. Necht p(z) je redlny polynom stupné m a ¢(z) nenulovy redlny polynom stupné n. Pak
funkce

se nazyva redlna racionalni lomena funkce.

Je-li m < n, pak mluvime o ryze racionalni lomené funkci.
Je-li m > n, pak mluvime o neryze racionalni lomenéfunkci.

Priklad 10.24. a) xsm_z StL_ je ryze racionalni lomen4 funkce (kratce: ryze lomena).

4 . . 7 ’ 7 e e
b) izfij je neryze raciondlni lomena funkce (kratce: neryze lomena).

Poznamka 10.25. Kazd4 neryze racionédlni lomend funkce se dé zapsat jako soudet polynomu a ryze
racionalni lomené funkce ve tvaru (@) (@)
p(z s(x
r(r) = —= = h(x) + —=.
(2) @)+ 503

Priklad 10.26. Vyjadiete racionélni funkce jako soucet polynomu a ryze lomené racionalni funkce:

2
a) r(z) = =5
4 2
b) r(z) = 2=tz omtl
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Resend. Polynomy vydélime tak, jak jsme zvykli ze stiedni skoly a vysledek déleni zapiSeme ve tvaru:
a) r(zr) = —4 + 282,

22 —3z+6"
b) r(x) = 223 + 32% — 22 — 13 + %ﬁ-
Definice 10.27. Zlomky tvaru
A Mz + N 9
— ————— kd —4g<0
@-oF ¥ @rprg P M

nazyvame parcialni zlomky.

Véta 10.28. (Rozklad ryze racionalni lomené funkce na parcialni zlomky)
Kazdou ryze racionédlni lomenou funkei r(z) = % lze rozlozit na soucet parcialnich zlomki.
1. Jmenovatel ¢(x) rozlozime v redlném oboru:

q(z) = an(z — 1) -+ (z — ap)* (2 + pro+ @) -+ (2% + oz + ¢5)'.

2. Pak kazdému faktoru (z — o;)*,i = 1,...,r odpovida skupina k; zlomki ve tvaru
A A Ay
(r—a;) (z—a) (x — ;)P
a faktoru (22 + p;x +¢;)%,j =1,...,s odpovid4 skupina zlomki ve tvaru
Mix + Ny Msx + No n Mlj:c+Nlj
> +pjx+q; (2?2 +piz+g;)? (22 +pjz + ;)b

3. Funkci r(z) zapiSeme pomoci sou¢tu odpovidajicich skupin zlomkd, kterému se ¥ikd rozklad na
parcialni zlomky.

Na prikladu si ukdzeme, jakym zpusobem vypocitame prislusné konstanty Ay, M; a Nj.

Priklad 10.29. Rozlozte na parcidlni zlomky funkci r(x) = g2

4 —2x3+4+2x2 "

Regeni. Funkce () je ryze lomena racionalni funkce.

1. Rozlozime jmenovatel v redlném oboru, tj. q(z) = 2* — 223 + 222 = 2?(2% — 22 + 2), kde kvadraticky
vyraz 2 — 2z 4 2 ma zaporny diskriminant.

2. Rozklad na parcialni zlomky mé tedy tvar:

,’1,‘2 —2 A]_ A2 Ml.'IJ + N]_
_ = — 4+ = 4+ —— 10.3
x4 — 223 + 222 T +x2+x272x+2 ( )
3. Uréime konstanty A1, Ao, M1, N1. Vynasobime rovnici (10.3) spoleénym jmenovatelem 2% (22 — 2z +2).
Dostaneme
22 — 2= Ajx(2® — 22+ 2) + Ag(2? — 22 + 2) + (Myz + Np)z2 (10.4)

Porovnanim koeficientd u pfislusnych mocnin proménné x na levé a pravé strané rovnice (10.4) dostédvame
tuto soustavu rovnic:

A1 + M1 = 0
*2A1 + A2 + N1 = 1
2A1 - 2A2 = 0

24y = -2,

ze které je pfimo vidét, ze A; = —1, Ay = —1, M7 = 1, N; = 0. Tedy rozklad na parcialni zlomky méa tvar

x2 =2 -1 -1 T

P P v R B BN, S PG

Piiklad 10.30. Rozlozte na parcidlni zlomky funkei r(z) = %.
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Do Send - _x 2 _
Reseni. r(z) = e dl ey .2

Priklad 10.31. Rozlozte na parcialni zlomky funkci r(x) = %

PoSend, -z 1 41
Resend. r(x) = ErE =t
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