13. L’Hospitalovo pravidlo Studijni text

13. L’Hospitalovo pravidlo

Markyz de 'Hospital (téz I'Hopital), celym jménem Guillaume Francois Antoine Zil v letech 1661— 1704. Za-
byval se matematickou analyzou a geometrii. V roce 1696 publikoval uéebnici diferencidlniho poc¢tu ,, Analyza
nekonecné malych veli¢in”. Ve zminéné knize je poprvé uverejnéno tvrzeni, které je v soucasné dobé znamé

jako "'Hospitalovo pravidlo pro vypocet limit. Je paradoxni, Ze autorem tohoto tvrzeni je 'Hospitaltiv ucitel
Johann Bernoulli I.

Véta 13.1. (I’Hospitalovo pravidlo) Necht a € R U {—o00,00} a necht jsou splnény tyto podminky:
Funkce f, g jsou diferencovatelné v néjakém ryzim okoli bodu a a

bud lim f(z) = lim g(z) =0, nebo lim [g(z)| = +o0.
r—a

Tr—a Tr—a

Pak je

I
lim 1(@) = lim / (3:)’ existuje-li limita vpravo.
z—a g(z) a—e g'(z)

Analogicka tvrzeni plati pro limitu zprava v bodech a < +00 a zleva v bodech a > —oo0.

A. ’'HOSPITALOVO PRAVIDLO PRO LIMITU FUNKCE TYPU |[3].

Zakladni metodicky postup je nasledujici. Funkce, jejiz limitu v daném bodé méme pocitat, mé tvar zlomku.
Ur¢ime nejprve limitu citatele a limitu jmenovatele. Tyto limity casto zjistime pouhjym dosazenim. Je-li
limita citatele i jmenovatele rovna nule, 1ze aplikovat ’Hospitalovo pravidlo. Pfi vypoctu je pak mnohdy
nuté provést aplikaci pravidla vicekrat po sobé. Pravidlo lze rovnéz pouzit pro vypocet jednostrannych limit.
Postup nyni demonstrujme na piikladech.

Priklad 13.2. Spoététe nésledujici limity:

) lim 1— cosm

z—0 ’
b) lim €=~

x—0 sin
C) llm —SIN T Slnl‘

x—0 .2

T—_2zx—1

d) }3% sin? ?‘;I :

Resend.
l—cosx cos:v _ 10| — sinz __ |0 cosx 1
a) lim =522 = |G| = lim =22 = [§| = lim <5* = 3
b) lim €2 = 9] = Jjm C=Cle T — iy ef4e T 14l _ 9
m—>0 sin x 0 2—0 cosx 10 COST 1 .
0 : l—cosz 0 : sin & 0 : COS X 1
chmxsmmzfzhmizf—hm = |5 = lim €% = 2.
)zéo ol = lim =5 = [§] = lim 5578 = [§] = lim S5 =5
T _9z-1 _ |0 2¢%% —9 s 2e**-1) 0 4> 41 _ 2
d> sm2 3x |O| - }I.lr% 2-sin 3z-cos 3z-3 hi% 3-sinb6x ‘ | - h 0 18 cosbxr ~ 181 — 9°

B. L'HOSPITALOVO PRAVIDLO PRO LIMITU FUNKCE TYPU |22].

Postup pri vypoctu je analogicky jako v piipadé limit typu \%|. Funkce, jejiz limitu v daném bodé mame
pocitat, je ve tvaru zlomku. Uréime limitu absolutni hodnoty jmenovatele. Je-li tato limita rovna oo, lze
aplikovat I’Hospitalovo pravidlo. Pfi vypoctu je v fadé pfipadt opét nuté provést aplikaci pravidla vicekrat
po sobé. Zduraznéme skuteCnost, ze limita citatele ani jmenovatele nemusi sama o sobé existovat. Dale

pfipomenme, Ze vyraz - = 0 pro libovolné realné ¢islo a.
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Priklad 13.3. Spoctéte nésledujici limity:

. 2
a) lim 7.
Tr—00
: In sinx
z—0t
: Inx
) lim .
z—0t
d) lim <2z
z—r/2 8
Resent. )
: ¢ |00l 1% 2 |0 — 1% 2 _ 2 _
a’) mll_}IIgo 3z |<x>‘ - atll_}n(;lo 3z.In3 ‘oo| - mli,n;o 37.In23 7 oo ln?3 T 0.
. C?Sm . C?Sm .
b) lim msinz oo — Jjy sz — iy —sme — = lim cos?z = 1.
Intg = &S] . —cosz
z—0t g z—01 T2 = cosZ @ z—0T1 sinz-cos? z—0*t
. . 1 . _ sin? . s
¢ lim 122 = |2|= lim —=— = lim =80% = ]jm =2 —
z—0t g rz—0t 2 s r—0t r—0t
—1
. to 2 . ——2 . 2 . 2
Q) lim 52|l T = 3 fm = lm oee =
z—m/2 '8 T—T/2  cos2aw z—mw/2 x z—m/2 z z
— 1 li 1 _ 1
=-%1 lim - =-1.
2 /2 sin® x 2

C. DALSI TYPY LIMIT.

Nejprve zjistime, jakého je limita typu. Typ urcime vétsinou snadno dosazenim, nebo kratkym vypoctem.
Potom volbou vhodné upravy podle typu prevedeme vypocet zadané limity na vypocet limity, pfi némz lze
I’Hospitalovo pravidlo pouzit. Na I’ Hospitalovo pravidlo jsou prevoditelné nasledujici typy limit:

0-00, oo—o0, 0° o¥ 1%

Pro typ 0 - oo pouzivame nejcastéji jednu z Gprav

~

) = im

g(x) f(=)

lim f(z)g(z) = lim

r—a T—a

ktera vypocet prevede na typ % nebo 2. Pro limitu typu oo — oo lze pouzit tipravy

1 _ 1
lim f(z) — g(z) = lim 9(@) f@)

T—a Tr—a

V fadé pfipadii lze u typu oo — oo postupovat jinou cestou. V p¥ipads, ze funkee f(x) a g(z) maji tvar zlomkd,
stoji za pokus provést jejich rozdil prevedenim na spole¢ného jmenovatele. V jinych pripadech lze realizovat
vytknuti nékteré ¢asti a pievést limitu rozdilu na limitu soudinu funkci. U limit typu 0°, 0o®, 1°° lze pouzit
nasledujici apravy:
li -1
i £(@)9) = i c9) @) _ (Fm0(2) S @)

r—a r—a

Priklad 13.4. Spoctéte nésledujici limity:
a) lim zlnz = |0 ool.
z—0t
b) lim (7w — 2arctg z) - Inz.
. 1 In (z+1)
C) ili% <a:(m+1) B 2 )

d) lim e” — z.
r—00
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Reseni. L
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f) lim (1) |oc?] = lim e T = lim e 8L 1T — ¢ 2—0f =
z—0t z—0t z—0t
1
: x
. Inz 7113& 1 . sin’z . ) . sinz
- lim -— lim lim sinz - lim
= e z—0t COtg r — ‘@| =e sin” x :ex‘>0+ x 26554’0+ z—0t T =
=el 1 =¢0 =1, 1 1
2 22 In(1+ = lim 22 - In (1 + =
g) lim (1+%)x =|1*°| = lim e ( 33) = eT—00 ( x) =
) L g 202 lim LT F i T
z® 322 6
T 3 6T
— e 20(T+1) J (2| m e AT 2 v 4 = e® = oo
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