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6 Křivočaré souřadnice

1. Necht’ n = 2, zobrazeńı T : U → V , U ⊂ R2(%, ϕ), V ⊂ R2(x, y). Pro U = 〈0,∞〉 × 〈0, 2π〉, V = R2

a zobrazeńı T definované

T : x = % cos ϕ,

y = % sinϕ

pak je Jacobiho matice
[

cos ϕ −% sin ϕ
sin ϕ % cos ϕ

]
a tedy jacobián je roven det

[
cos ϕ −% sin ϕ
sin ϕ % cos ϕ

]
= % pro % 6= 0.

Transformace T nám tedy nyńı umožňuje vyjadřovat body r̊uzné od nuly jednoznačně v souřadnićıch
% a ϕ (% ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π), které nazýváme polárńı, viz obrázek 1 na straně 3.

2. Obecně – nelineárńı difeomorfismus T : U → V , kde U ⊂ Rn v souřadnićıch ξ1, . . . , ξn a V ⊂ Rn

v souřadnićıch x1, . . . , xn má tvar

x1 = T1(ξ1, . . . , ξn),
...

xn = Tn(ξ1, . . . , ξn),

se nazývá transformace do křivočarých souřadnic.

3. Zobecněné polárńı souřadnice pro n = 2 (x, y → %, ϕ):

x = a% cos ϕ,

y = b% sin ϕ,

kde a, b > 0 a jacobián J = ab%.

4. Cylindrické souřadnice pro n = 3, (x, y, z → %, ϕ, ω):

x = % cos ϕ,

y = % sinϕ,

z = ω,

kde jacobián J = %, viz obrázek 2 na straně 3.

5. Zobecněné cylindrické souřadnice pro n = 3, (x, y, z → %, ϕ, ω):

x = a% cos ϕ,

y = b% sinϕ,

z = ω,

kde a, b > 0 a jacobián J = ab%.

6. Sférické souřadnice pro n = 3, (x, y, z → %, ϕ, θ). Jsou možné dvě varianty:

x = % cos ϕ sin θ, x = % cos ϕ cos θ,

y = % sinϕ sin θ, y = % sinϕ cos θ,

z = % cos θ, z = % sin θ,

J = −%2 sin θ, J = −%2 cos θ,

kde % ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π a 0 ≤ θ ≤ π, viz obrázky 3 a 4 na straně 3.
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7. Zobecněné sférické souřadnice:

x = a% cos ϕ sin θ, x = a% cos ϕ cos θ,

y = b% sinϕ sin θ, y = b% sinϕ cos θ,

z = c% cos θ, z = c% sin θ,

J = −abc%2 sin θ, J = −abc%2 cos θ,

kde % ≥ 0, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π a a, b, c > 0.

8. Parabolické souřadnice pro n = 2 (ξ, η → x, y):

x = ξη,

y =
1
2

(
ξ2 − η2

)
.

Je-li ξ rovno konstatně, tedy ξ = c, pak x2 = c2η2, z čehož plyne, že η2 = x2

c2
. Dosazeńım tedy

dostaneme y = 1
2

(
c2 − η2

)
, čili y = 1

2

(
c2 − x2

c2

)
, což je rovnice paraboly. Body v těchto parabol-

ických souřadnićıch źıskáme vhodnou volbou konstant xi a η, přičemž źıskáme dvojici parabol, jejichž
pr̊useč́ık(y) jsou požadované body. Jacobián J = −η2 − ξ2 je nenulový za předpokladu ξ 6= 0 ∧ η 6= 0.

9. Paraboloidické souřadnice pro n = 3, kde ξ, η jsou libovolná, ϕ ∈ 〈0, 2π〉.

x = ξη cos ϕ,

y = ξη sinϕ,

z =
1
2

(
ξ2 − η2

)
.

Princip těchto souřadnic je shodný s předchoźım př́ıpadem, dimenze je však rozš́ı̌rena na 3. Jacobián
J = ξη

(
ξ2 + η2

)
je nenulový, jestliže ξ 6= 0 ∧ η 6= 0.

10. Toroidálńı souřadnice:

x =
sinhω · cos ϕ

coshω − cos θ
,

y =
sinhω · sin ϕ

coshω − cos θ
,

z =
sin θ

coshω − cos θ
,

kde ω ≥ 0, ϕ ∈ 〈0, 2π〉 a θ ∈ 〈0, 2π〉. V př́ıpadě, že ω je konstantou, źıskáme anuloid. Jacobián je již
složitěǰśı:

J = − sinhω

cosh3 ω − 3 cosh2 ω · cos θ + 3 coshω · cos2 θ − cos3 θ
.

11. Parciálńı derivace v křivočarých souřadnićıch se poč́ıtaj́ı stejně jako parciálńı derivace složené funkce.

Př́ıklad

f(x, y) = x2 + y2 − 1, kde x = % cos ϕ a y = % sinϕ. Pak tedy f(%, ϕ) = %2 − 1 a f ′
% = 2%.

12. Cvičeńı

Vypočtěte rovnici sféry x2 +y2 + z2−R = 0 v souřadńıćıch a) sférických, b) cylindrických, c) parabol-
ických a d) toroidálńıch.

Řešeńı:

a) %2 −R = 0, b ω2 −R + %2 = 0, c) 1
4η2 −R + 1

4ξ4 + 1
2ξ2η2 = 0 a d) −R cosh ω−cosh ω−R cos θ−cos θ

cosh ω−cos θ = 0.
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Obrázek 1: Polárńı souřadnice
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Obrázek 2: Cylindrické souřadnice
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Obrázek 3: Sférické souřadnice – typ I.
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Obrázek 4: Sférické souřadnice – typ II.
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