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1.

Riemannova metrika a obsah plochy

Riemannovou metrikou v R™ rozumime pozitivné definitni kvadratickou formu (viz 7.5 a
8.2)

i gij dl’z d(L’j,

ij=1

(kde gi; = gi5(u1, . .., up) jsou tiidy C'), definovanou na tecnych vektorech.

Délka kiivky v = (1) = (71(7), ..., 7m(7)) je pak

= / > g1 (v(1)) vty dr.

ij=1

Fuklidovskd metrika je specidlni piipad g;; = d;;, kde d;; je Kroneckerovo delta,

1 pro:=y,
O0ij = .,
0 proi#j.

Tedy pro m = 3 je gi1 = g22 = g33 = 1, tedy

b
l—/ \/71/2+72/2_|_,}/3/2d7-

a pro m = 2 v piipadé polarnich soufadnic je g1; = 1, g1o = go1 = 0 a goy = 0%

Necht

v=To7 = (T1(71,72), T2(F1,72), T3(71, 7))
je kiivka na plose, kde v: J — R3, 7:J — M C R? al : M — R3. Chceme tedy definovat
délku kiivky na plose a je pfirozené pozadovat, aby byla stejna jako délka kiivky v R3. Tedy

= /b V2 42’ + 82 dr,
kde
N+ s = (O3 + D) + (Toy) + Dog3y)? + (T3 + Tsiyy)? =
= B3+ 27,7, + G7,",
pricemz plati, ze

E=T/2+Ty2+T5?

F =TyT\, + To\I'y, + T4\,
G =T} + Ty + 3%

Nyni ukazeme, je jde opravdu o Riemannovskou metriku pozitivné definitni — pro nenulovy
vektor, tzn. v regularnim bodé plati

E>0 EG — F?>2
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10.

a Schwarzova nerovnost
[T - [T = [T > 0.
Tedy méame skutecné Riemannovskou metriku, tzv. proni kvadratickou formu plochy.

Délka kiivky na plose je tedy

b

Napiiklad pro rovinu z = 0 mame x = I'y(s,t) = s, y = I'a(s,t) =t a z = ['3(s,t) = 0. Pak
tedy F =1, F =0 a G = 1. Pak délka kiivky na této roviné je | = fab .2 47,2 dr.
Priklad

Necht plocha I' je uréena rovnicemi z = s, y = t a 2 = e° a kiivka 7 na této plose je
definovana rovnicemi x = cosT a y = sin T, kde 7 € (0, 27).

Pak délka této kiivky na dané plose je

27
l:/ \/(1—I—eQCOST)SinzT—i—COSQTdt.
0

Obsah rovinné oblasti M se vypocte jako

P(M) = //M dzdy,

obsah oblasti I'(M) na plose se pak vypocte jako
/ / VEG — F2dsdt,
M

kde vV EG — F?dsdt je plosny element dS.

Necht plati
VEG — F? =TI, x T}
Diikaz: spociva v rozepsani levé i pravé strany a jejich porovnani.
Pozndmka
Klasicky Riemannuv piistup je mozny.

Poznamka
Zavedeni Riemannovy metriky je uspokojujicim obecnym popisem i na tzv. neeuklidovskych
geometriich.

Je-li plocha zadana implicitné (21.8), lze ji lokdlné vyjadfit explicitné jako fce, napiiklad
2 = f(z,), pak tedy Iy = s, T = ta Ts = f(5,2). Pak = 1+ f12, F = 1/ a G = 1+ fi2,
pricemz plati

// \/EG—Fstdt:// 1+f§2+ft’2dsdt:// 1+ 22+ f2dady.
M M M
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11.

12.

Priklad
Spoctéte obsah paraboloidu z = 22 + 3? ohrani¢eného rovinou z = 1.

Pro povrch daného paraboloidu plati

P:// V1 + 422 + 4y? dxdy,
M

kde M je prumét kruznice, kterd vznikne prunikem paraboloidu a roviny z = 1, do roviny
xy. Pro Teseni zavedeme polarni soutadnice x = pcosyp a y = posin g, kde jacobidn J = p.
Oblast M urcuji podminky 0 < p<1a0 < <27

1 2
P:// \/1+492608290+49281n2909d@d90:/ (/ V1+4@29d0>dw=
M 0 0
(5\/5—1).

s
6
Priklad

Spoctéte obsah sroubového konoidu z = tcoss, y =tsins, z=spro0 <t <1la0<s < 27.
Plati tedy, 7e E =1+ 1, F=0a G = 1.

Pak obsah konoidu spocteme jako

//M\/mdsdt:/o%(/;Mdt)ds:...zﬁ<\/§+ln(1+\/§)>.
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