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1.

Orientovany plosny integral

Uvazujme orientovanou (orientovanou souhlasné se svoji parametrizaci) jednotkovou plochu
tiidy C* takovou, ze I' : M — R3, F(Fl(s,t), [a(s,t), Fg(s,t)) a jednotkové normalové pole

= f’sxf;
T x T

druhou moznosti je —1, kterou ale nebudeme uvazovat. Dale uvazujme vektorové pole

a= (al(x7y7z>aa?(x7y7z>aa3(x7y7z))7
kde I'(M) C Doma.

Orientovanym plosnym integrdlem pak rozumime integral

//M @(T'y(s,), Ta(s,), s (s, 1)) - (s, t) dsdt = //ﬁd’di

u uzavienych ploch tento integral nazyvame tokem danou plochou a piseme

#d‘d§.
T

Je-li plocha po ¢édstech tiidy C!, definujeme orientovany plosny integral jako soucet orien-
tovanych plosnych integralu ¢asti tiidy C*.

/ / ads = / / ay dydz + ay dzdz + ag dzdy. (%)
T I

Je-li napiiklad plocha I' ddna jako graf funkce g : z = g(z,y), pak te¢na rovina je

2 = g(A) + 9;(14)(1’ — a1) + QQ(A)(y - a2)7

znamena to tedy, ze normalovy vektor je

pro smér dolt a it = ( — g (A), —3g,(A), 1) pro smér nahoru.

Plati, ze

Pak pro plochu nahoru je integral (&) roven

//M ( — ghar(z,y, 9(z,y)) — ghaz(z, v, g(z,y)) + as(z,y, g(x, y))) dxdy, (V)

kde M je prumét plochy I' do roviny z = 0.

Priklad

Vypoctéte integral | fﬁxdydz + ydxdz + zdxdy, kde plocha r je céast paraboloidu z =
g(z,y) =4 — 2? — y?, 2z > 0 orientovand ven.

/[xdydz+ydxdz+zdxdy:// (227 +2y° + (4 —2* — %)) dady = . . .,
T M
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Orientovany plosny integral 2

kde oblast M je kruh o poloméru r = 2 se stfedem v bodé [0, 0],

:// (4—|—x2—|—y2)dxdy:...,
M

nyni zavedeme polarni soutadnice, pro které plati 0 < o <2 a 0 < ¢ < 2,

2m 2 2 Q4 2
C= / (/ (4+ Q2)ng) dp = / {2@2 + —} dp = 247.
0 0 0 4]

Uvazujme rychlosti pole ¢ proudéni kapaliny.

Vytéka-li kapalina ven z oblasti M, pak 1ihel § mezi vektorem
v an v bodé A je ostry, tedy skalarni soucin je kladny.

Tok vektorového pole pres uzavienou kiivku 7 je

%U-ﬁds>0
ol

v pripadé, ze kapalina vice vytéka z oblasti M ven. Naopak
fiﬁ -nnds < 0 v pripadé, pokud kapalina vice vtéka z oblasti
M dovnitr.

Cirkulace vektorového pole pres uzavienou kiivku 7 je

fﬁ-fds>0
,V

v piipadé, ze vice kapaliny tece ve sméru orientace kiivky ~.
Naopak faﬁ -tds < 0 v pripadé, pokud vice kapaliny tece v
protisméru orientace kiivky ~.

Tedy tok vektorového pole pres uzavienou kiivku ~ lze nyni prepsat do tvaru

j{("h; vg) - (’72’, —’71/) ds
Y

a stejné tak lze cirkulaci vektorového pole ptres uzavienou krivku v vyjadrit jako

j{(%ﬂ&) : (71/772,) ds.
,_y’

V piipadé ploch (uzavienych i neuzavienych), které nemaji jednozna¢né urcéené teéné pole
ma smysl pouze tok.

Priklad

Spoctéte tok rychlostntho pole @ = (22, y?, 2?) osminou sféry 22 +y?+22—1 =0 (x,y,2 > 0),
kterd je orientovana ven.
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Orientovany plosny integral 3

Tedy z = /1 — 22 — y? = g(x,y) a tok rychlostniho pole se spocte jako
y

T:/[ﬁd§:/[xQdydz+y2dmdz+22dxdy.
T T

Tento integral se déle fesi podle vztahu () (viz bod 3 této kapitoly na strané 1).
/ z / Y

9o =~ /T— 22— 2 Iy =~ T— 22— 2

Pocitejme dale

z? Z/S 2 2
T—// + +1—2a°—y" | dedy,
M \/1—:1:2—y2 \/1—x2—y2

kde oblast M je ¢tvrtkruznice o poloméru » = 1 v prvnim kvadrantu. V tomto piipadé je

opét vhodné zavést polarni souradnice s mezemi 0 < o < 0 a 0 < ¢ < 7. Pak tedy tok
daného rychlostniho pole je

z 1 3 a3 3 i3 3
0°cos’p  p°sin” @ 9
T:/ /9 + +1-¢ |do)dp=-="m.
0 (o (\/1—92 1—0? 8
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