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24 Orientovaný plošný integrál

1. Uvažujme orientovanou (orientovanou souhlasně se svoj́ı parametrizaćı) jednotkovou plochu

tř́ıdy C1 takovou, že ~Γ : M → R3, ~Γ
(
Γ1(s, t), Γ2(s, t), Γ3(s, t)

)
a jednotkové normálové pole

~n =
~Γ′

s × ~Γ′
t

|~Γ′
s × ~Γ′

t|
,

druhou možnost́ı je −~n, kterou ale nebudeme uvažovat. Dále uvažujme vektorové pole

~a =
(
a1(x, y, z), a2(x, y, z), a3(x, y, z)

)
,

kde Γ(M) ⊂ Dom~a.

Orientovaným plošným integrálem pak rozumı́me integrál∫∫
M

~a
(
Γ1(s, t), Γ2(s, t), Γ3(s, t)

)
· ~n(s, t) dsdt =

∫∫
~Γ

~a d~S,

u uzavřených ploch tento integrál nazýváme tokem danou plochou a ṕı̌seme

©
∫∫

~Γ

~a d~S.

2. Je-li plocha po částech tř́ıdy C1, definujeme orientovaný plošný integrál jako součet orien-
tovaných plošných integrál̊u část́ı tř́ıdy C1.

3. Plat́ı, že ∫∫
~Γ

~a d~S =

∫∫
~Γ

a1 dydz + a2 dxdz + a3 dxdy. (♣)

Je-li např́ıklad plocha Γ dána jako graf funkce g : z = g(x, y), pak tečná rovina je

z = g(A) + g′
x(A)(x− a1) + g′

y(A)(y − a2),

znamená to tedy, že normálový vektor je

~n =
(
g′

x(A), g′
y(A),−1

)
pro směr dol̊u a ~n =

(
− g′

x(A),−g′
y(A), 1

)
pro směr nahoru.

Pak pro plochu nahoru je integrál (♣) roven∫∫
M

(
− g′

xa1

(
x, y, g(x, y)

)
− g′

ya2

(
x, y, g(x, y)

)
+ a3

(
x, y, g(x, y)

))
dxdy, (♥)

kde M je pr̊umět plochy Γ do roviny z = 0.

4. Př́ıklad

Vypočtěte integrál
∫∫

~Γ
x dydz + y dxdz + z dxdy, kde plocha ~Γ je část paraboloidu z =

g(x, y) = 4− x2 − y2, z ≥ 0 orientovaná ven.∫∫
~Γ

x dydz + y dxdz + z dxdy =

∫∫
M

(
2x2 + 2y2 + (4− x2 − y2)

)
dxdy = . . . ,
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kde oblast M je kruh o poloměru r = 2 se středem v bodě [0, 0],

· · · =
∫∫

M

(4 + x2 + y2) dxdy = . . . ,

nyńı zavedeme polárńı souřadnice, pro které plat́ı 0 ≤ % ≤ 2 a 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

· · · =
∫ 2π

0

(∫ 2

0

(4 + %2)% d%

)
dϕ =

∫ 2π

0

[
2%2 +

%4

4

]2

0

dϕ = 24π.

5.

A

M

£

Uvažujme rychlost́ı pole ~v prouděńı kapaliny.

Vytéká-li kapalina ven z oblasti M , pak úhel θ mezi vektorem
~v a ~n v bodě A je ostrý, tedy skalárńı součin je kladný.

Tok vektorového pole přes uzavřenou křivku ~γ je∮
~γ

~v · ~n ds > 0

v př́ıpadě, že kapalina v́ıce vytéká z oblasti M ven. Naopak∮
~γ
~v · ~n ds < 0 v př́ıpadě, pokud kapalina v́ıce vtéká z oblasti

M dovnitř.

A

M

£

tCirkulace vektorového pole přes uzavřenou křivku ~γ je∮
~γ

~v · ~t ds > 0

v př́ıpadě, že v́ıce kapaliny teče ve směru orientace křivky γ.
Naopak

∮
~γ
~v · ~t ds < 0 v př́ıpadě, pokud v́ıce kapaliny teče v

protisměru orientace křivky γ.

Tedy tok vektorového pole přes uzavřenou křivku γ lze nyńı přepsat do tvaru∮
~γ

(v1, v2) · (γ2
′,−γ1

′) ds

a stejně tak lze cirkulaci vektorového pole přes uzavřenou křivku γ vyjádřit jako∮
~γ

(v1, v2) · (γ1
′, γ2

′) ds.

6. V př́ıpadě ploch (uzavřených i neuzavřených), které nemaj́ı jednoznačně určené tečné pole
má smysl pouze tok.

T =

∫∫
~Γ

~v d~s

7. Př́ıklad

Spočtěte tok rychlostńıho pole ~v = (x2, y2, z2) osminou sféry x2+y2+z2−1 = 0 (x, y, z ≥ 0),
která je orientována ven.
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Tedy z =
√

1− x2 − y2 = g(x, y) a tok rychlostńıho pole se spočte jako

T =

∫∫
~Γ

~v d~s =

∫∫
~Γ

x2 dydz + y2 dxdz + z2 dxdy.

Tento integrál se dále řeš́ı podle vztahu (♥) (viz bod 3 této kapitoly na straně 1).

g′
x = − x√

1− x2 − y2
g′

y = − y√
1− x2 − y2

Poč́ıtejme dále

T =

∫∫
M

(
x3√

1− x2 − y2
+

y3√
1− x2 − y2

+ 1− x2 − y2

)
dxdy,

kde oblast M je čtvrtkružnice o poloměru r = 1 v prvńım kvadrantu. V tomto př́ıpadě je
opět vhodné zavést polárńı souřadnice s mezemi 0 ≤ % ≤ 0 a 0 ≤ ϕ ≤ π

2
. Pak tedy tok

daného rychlostńıho pole je

T =

∫ π
2

0

(∫ 1

0

%

(
%3 cos3 ϕ√

1− %2
+

%3 sin3 ϕ√
1− %2

+ 1− %2

)
d%

)
dϕ = · · · = 3

8
π.
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