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Defini¢ni obor funkce dvou proménnych - fesené priklady 3

Cast 1
Diferencialni pocet funkci vice proménnych

1  Defini¢ni obor funkce dvou proménnych

VySetfete a v kartézském soufadném systému (O, z,y) zakreslete defini¢ni obory nésledujicich funkei
dvou proménnych:

1. Piiklad  f(z,y) = V4 — 22+ /y2 — 9.
Reseni (4—22>0)A@H2—9>0) < (22 <4)

x A S (zl <2)A(lyl > 3) &z €
(=2,2) Ay € (o0, —3) U (3,00). Tedy Df = (—2,2) x ((—o00,—3) U

)
3,00)). Viz Obr. 1.

2. Priklad f(z,y) = In (zln(y — x)).

ReSeni zln(y—2z) >0« (z>0Aln(y—2)>0)V(z <0Aln(y—2) <0) < (z>0Ay—x>1)V
V(Ez<0A0<y—x<1).
Tedy Df ={[z,y) eRxR:(x>0Ay>z+1)V(r<0Ay<z+1Ay>uz)} Viz Obr. 2.

1

=1 x
&
A@y:z

Obr. 2
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3. Piiklad  f(z,y) = /75 y.
Refeni xsiny >0« (x> 0Asiny >0)V (r <0Asiny <0).
Tedy Df = {[z,y] e RxR: (x> 0Ay € UZ(2km, 2k + 1)m)) V (x < 0 Ay € U, Z5((2k — 1)7, 2k))}.
Viz Obr. 3.
Y

3T

7 / 27

w77
0

-2
Obr. 3

4. Piiklad f(z,y) = /(1 — Iny)ln (—x).

Reseni I-Iny)ln(-z) >0 (1-lny>0Aln(—2)>0)V(l-lny<0Aln(—z) <0) <
S hy<ilAaz<-1)V(Iny>1A0>z>-1).
Tedy Df ={[z,y) e RxR: (0<y<eAz<-1)V(y>eA—-1<z<0)}. Viz Obr. 4.

A 1

_1 x

5. P¥iklad f(z,y) =In (2% —y) + 2 — 2y + 4.

Reseni xQ—y>0/\x—2y+420(:>y<m2/\y§%a:—&—Z.
Tedy Df ={[z,y) e RxR:y <z? Ay < iz +2}. Viz Obr. 5.
vl y=x/2+2

Obr. 5
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6. Piiklad f(z,y) =In (z+ £).
ReSeni 2+ L >0& 2245 508 2024y >0A22 > 0)V (202 +y < 0A 2z < 0). Tedy
Df ={[z,y) eRxR:(z>0Ay>—-22?)V (z <0Ay < —222)}. Viz Obr. 6.

Obr. 6

7. Priklad f(z,y) = /1 — (22 + y)2.

Refeni 1—-(22+9)?2>0& (22+y)? <1 [22+y| <1 (22+y <0A—22—y < 1)V (22 +y > 0N
N2 +y<1)e0<2?+y<1Vv-1<2?+y<0&-1-22<y<1-2%
Tedy Df = {[z,y] ERxR:—1—2? <y <1-—22}. Viz Obr. 7.

8. Piiklad f(z,y) = y/sin (7(22 + 32)).

Reseni sinm(z? +9y?) >0 2k <m(2? +9?) < 2k + V) k€ Z & 2k <2? +y? <2k + 1, kde
keZ.
Tedy Df = U o{[z,5] € R x R: 2k < 22 + 4 < 2k + 1}. Viz Obr. 8.

Yl

Obr. 8
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9. Priklad f(z,y) = arcsin (2y(1 +2?) — 1),
Refeni —1<2y(1+2%)-1<10<2y(1+2?)<2&0<y< L

1+x2°
Tedy Df = {[z,y) e RxR:0< gy < }. Po vySetfeni pritbéhu funkce
definiéni obor. Viz Obr. 9.

71+1m2 ﬁ jiz snadno nakreslime

Yl
1 1
@yzm
-1 1 T
Obr. 9

10. Piiklad  f(z,y) = In (1 + /22 — y2 — 9) + arctg \/15 — 22 — y2 — 2z.
ReSeni 1+ /22—32-9>0A15—-22 9?2 -20>0 22 —y2—-9>0A22+5% 422 <15
Tedy Df = {[z,y] ER xR : 2% —y?> > 9A (z + 1)? + y? < 16}. Viz Obr. 10.

Obr. 10
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2  Grafy funkce dvou proménnych (metoda fezu)

VySetfete a nakreslete fezy nasledujicich funkeci:
oy z .
11. Pfiklad f(z,y) = — - In(3z — 2y) rovinou z = 0.
Y

ReSeni  Pfedné vySetiime definiéni obor. Plati [z,y] € Df &y # 0A3z2—2y >0 y # 0Ay < %l
Odtud plyne, ze Df = {[z,yl;y < 2z Ay # 0}. Viz Obrazek 1. Najit fez rovinou z = 0 znamen4 Fesit
rovnici ¢ -In(3z —2y) =0. Plati £ - In(3z—-2y) =0 =0V3zr-2y=1s2r=0Vy = 32— 3. Odtud
a z pfedchoziho plyne, Ze fezem je oteviena polopfimka a pfimka s vyjimkou jednoho bodu. Viz Obrazek 1.

Obréazek 1:

12. P¥iklad f(z,y) = 23 + 22 — 42 rovinou z = 0.

Reseni Defini¢ni obor funkce f(z,y) = 2% + 22 — y? je celd rovina R?. Najit fez rovinou z = 0
znamend vyFesit rovnici 23 + 22 — y% = 0. Plati y? = 2% 4+ 22 a odtud y = £v/x3 + 22. Odtud plyne, Ze
hledany fez je symetricky podle osy x. VySetfime prubéh funkce g(z) = +v/a3 + 22. Pfedné © € Dg &
2?(x +1) >0 & o > —1. Tedy Dg = (—1,00). Uréime prvni derivaci ¢'(z) = %3”;23:2;2 = %f}j’fjjﬁ
Defini¢ni obor derivace ¢’ je Dg’ = (—1,00) — {0}. Jediny nulovy bod je z = —%. Dosazenim vhodnych
bodi zjistime signum ¢’ na piislusngch intervalech. Na (—1,—2) je ¢’ kladnd, na (—2,0) zapornd a na

(0, 00) kladné. Odtud plyne, Ze funkce g je na (—1, —2) rostouci, na (—2,0) klesajici a na (0, 00) rostouci.

V bodé z = —2 je maximum g(—2) = % ~ 0.38 a v bodé z = 0 je minimum ¢(0) = 0. Druhé derivace
, « /] _ 1 z(3z+4) v . N . . ’
po Upravé vychazi ¢”(x) AT Ty Odtud plyne, Ze na intervalu (—1,0) je funkce g konkévni

a na (0,00) konvexni. Bod 2 = 0 neni inflexni bod. Asymptoty funkce g nemd. Z téchto informaci lze jiz
nakreslit graf funkce g a tim i obrazek celého fezu. Viz Obrazek 2.

e p
%y g0 !

-4 v

A.&

— A =2
1 73

Obréazek 2:
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Pomoci metody rezii nakreslete grafy nasledujicich funkci dvou proménnych.

13. P¥iklad f(=, y) V22 + y2. ReSeni Defini¢ni obor funkce f(gc y) v/x2 + 92 je cela rovina
R? a Hf = (0,00). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro z > 0 kruznice 2% + y? = ¢2, pro z = 0 bod [0, 0] a pro
c < 0 jsou rezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami y = ¢ jsou tvaru z = Va2 + c2 Po umocnéni dostavame
22 — 2% = ¢?,2 > 0. Tedy Tezy jsou pro ¢ # 0 ramena rovnoosych hyperbol a pro ¢ = 0 je fez z = |z|.
Grafem funkce f je horni ¢ast kuzelové plochy. Viz Obrazek 3. V grafu jsou znazornény fezy rovinami
z=2ay=1.

Obréazek 3:

14. P¥iklad  f(z,y) = |z| + |y|. ReSeni  Pro f(z,y) = |z| + |y| plati, Ze Df = R? a Hf = (0, 00).
Rezy rovinami z = ¢ jsou pro z > 0 tvofeny ¢tyfmi tseckami y = +x =+ ¢, které tvoii hranici étverce. Pro
z = 0 je fez bod [0,0] a pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami y = ¢ jsou tvaru z = |z| +c.
Viz Obrazek 4.

L

Obrazek 4:

15. Piiklad  f(z,y) = /1 — (z + ).

Reseni Pro f(z,y) = /1— (x+y) plati, Zze [z,y] e Df & 1—(z+y) >0 y <1— 2. Tedy
Df ={[z,y],y <1—=a}. Zfejmé H f = < 00). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro z > 0 pfimky y = 1 —x — 2.
Pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami y = ¢ jsou tvaru z = 1 — 22 — ¢, z > 0. Tyto fezy
jsou poloviny parabol. Graf funkce f je na Obrazku 5.

Obrézek 5:
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2 2
16. P¥iklad f(z,y)=e T — Y.

Reseni Pro f(z,y) = e’ v’ je Df = R?> a Hf = (0,1). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro z > 0
tvofeny kruznicemi 22 + 3% = In % Pro z = 1 je fez bod [0,0] a pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny.
Rezy rovinami y = ¢ jsou tvaru z = e’ Jedgé se o kfivky, jejichz priibéh je tieba vySettit zvIast.
Graf funkce f vznikne rotaci grafu funkce y = e™* okolo osy z. Viz Obrazek 6.

Obrazek 6:
17. Piiklad  f(z,y) L
. T,Y) = 5.
Reseni  Pro f(z,y) = ﬂiin je Df = R? —{[0,0]} a Hf = (0,00). Rezy rovinami z = ¢ jsou pro

z > 0 tvofeny kruznicemi 22 + y? = % Pro ¢ < 0 jsou fezy prazdné mnoziny. Rezy rovinami y = ¢ jsou
ﬁ. Pribéh téchto kiivek je zapotfebi vysSetfit zvlast. Graf funkce f vznikne rotaci grafu

funkce y = z% okolo osy z. Viz Obrazek 7.

tvaru z =

Obréazek 7:

VysSetfete a v kartézském souradnicovém systému (O, z,y, z) zakreslete definiéni obory néasledujicich
funkci t¥1 proménnych.

18. Piklad f(x,y,z):\/l—\/m_z+\/1_ Zrg otz

Reseni Pro f(z,y,2) = \/17\/x2+y2—z+ \/17\/:1:2+y2+z plati [z,y,2] € Df < 1 —
VEZ+y2—z220A1— /2242 4+ 220 2<1— a2+ y?Nz> /22 +y2—1. Df = {[z,y, 2] :

—1<z<1,-V1I—-a22<y<1 71:2,\/x2 +9y?2—1<2z <1-—+/22+y?}. Definiéni obor je téleso
ohranicené dvéma kuzelovymi plochami. Viz Obrazek 8.
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Obréazek 8:

19. Priklad  f(z,y.2) = /2 — /22 + 7 + /6= @ T T 2).

ReSeni  Pro f(z,y,2) = \/2 — V22 + ¥2+/6 — (22 + y2 + z) plati [z,y,2] € Df & 2—/22 +y2 >
ON6— (22 +1y2+2) >0 2 < Va2 + 2 A2 <6— (2% +y?). Df = {[z,9,2], 2<2 <2, —V4—22 <
y < VAd—22 /22 +y2 <z <6~ (22 +y?)}. Defini¢ni obor je t&leso ohrani¢ené zhora paraboloidem
a zdola kuzelovou plochou. Prinik paraboloidu a kuzelové plochy je kruznice x2 + y? = 4. Viz Obrézek 9.

Obréazek 9:

20. P¥iklad f(2,y,2) = /1 — (22 + 92 + 22) + /7/5 — (x + 2).

Reseni Pro f(z,y,2) = /1 — (22 +y%2 + 22) + \/7/5 — (v + 2) plati [z,y,2] € Df & 1 — (22 +
Y +23) 20N —(z+2)>0e 22+ y?+22 <1Az < I— 2z Definitni obor je koule o poloméru 1 se
stfedem v pocatku, ze které je rovinou odfiznuta jeji ¢ast. Viz Obréazek 10.

p Ak
5

Obréazek 10:
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3 Limita a spojitost

T —2y

21. Priklad VysSetfete limitu  lim .
[z.y]—10,0] 3z +y

Reseni K vySetteni limity pouzijeme metodu postupnych limit. Plati

r — 2y . T 11
):hn})?)—x:hr%gzg.

L; = lim (lim
z—0 y—0 31 + Yy

—9 )
Ly = lim(lim ——=Y) = lim —=¢ = lim(~2) = 2.
y—0z—0 31 + Y y—0 vy x—0

ODbé postupné limity L1, Lo existuji, ale jsou rizné. Z véty o jednoznacnosti limity plyne, ze dané limita
neexistuje.

22. Priklad VysSetfete limitu  lim s Y.
[z,y]—[0,0] T — Y

Reseni K vysSetfeni limity pouzijeme opét metodu postupnych limit. Plati

Ly = tim (lim 22Y) — 1im % = lim 1 = 1.
z—=0y—=0x — Yy z—0 2 x—0
r+y Y

Ly = lim (li = lim — = lim(-1) = —1.
=G =y = s, =ty

Obé postupné limity L, Lo existuji, ale jsou razné. Z véty o jednoznacnosti limity plyne, ze dané limita
neexistuje.

3

23. Priklad Vysetiete limitu  lim ——Y—.
[z,y]—[0,0] 2* + Y
Reseni Metoda postupnych limit selhdva. K vysSetfeni limity pouzijeme metodu svazku pfimek.
Plati 5 . .
-k k k k
L*= lim —Y% —lm— " ) A

i im im im = .
z—0,y=kz x4 —+ y4 z—0 x4 + ka4 z—0 .’£4(]€4 —+ 1) z—0 k4 +1 k4 +1
ProtoZe limita L* zavisi na parametru k, z véty o jednoznac¢nosti limity plyne, Ze funkce f v bodé [0, 0]
nema limitu.

2
T
24. Priklad Vysetiete limitu  lim  ——Y—.
[z,y]—[0,0] 2% + ¥y
Reseni Metoda postupnych limit i metoda svazku primek selhava. K vysetfeni limity pouzijeme

metodu svazku parabol. Plati

L i z?y i 2% - ka? i k k
= im ——=Ilm—"—=1lm-——"=-—.
z—0,y=kx? 4+ y2 z—0 x4 + k224 z—0 k2 +1 k2 +1

ProtoZe limita L** zdvisi na parametru k, z véty o jednoznac¢nosti limity plyne, Ze funkce f v bodé [0, 0]
nema limitu.

25. Priklad VysSetfete limitu  lim %
[z,y]—[0,0] 2% + ¥y

Reseni K vySetteni limity pouzijeme metodu polarnich soutadnic. Plati

I I xy . 0CoSs posin @ . . )
= im = lim = lim cos ¢ sin p = cos y sin p.
; 2 2 2 2 2 qin2
0—0,x=pcos p,y=psinp T + Y =0 p% cos* ¢ 4 p“sin” @ 0—0

Protoze limita L*** zavisi na ¢, funkce f nemd v bodé [0, 0] limitu.
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2

Y
26. Piiklad Vysetfete, zda je funkce f(z,y) = ¢ 22 4 42 pro[z,y] # (0, 0] spojita v bodé [0, 0].
0 pro[z,y] = [0,0].

ReSeni  Aby byla funkce f spojita v bodé [0, 0], musi mit v tomto bodé limitu rovnu nule. Dokazme,
ze tomu tak je. Pouzijeme vétu, kterd tvrdi, Ze limita soucinu funkce jejiz limita je nula a ohranicené
funkce je rovna rovnéz nula. Zfejmeé plati

2
[z,y]—[0,0] 2% + ¥y [2,9]=[0,0]  [x,y]=[0,0] = + Y

Pfitom lim =z = 0. UkaZme nyni Ze funkce ﬁ je ohranic¢ené. Plati

[z,y]—(0,0]
2 2 2 2 2 |lzy| 1 ryY 1
(|z] = |y[)” = 0= 2* = 2Jzy| + y* > 0= 2Jzy| < 2° +y :>x2+y2§§ Ry SE'
Tedy funkce ﬁ je ohranicena.
wty?
27. Piiklad Vysetiete, zda je funkce f(z,y) = { 28 4 ¢4 profz,y] # [0,0] spojita v bodé [0, 0].
0 pro [z, y] = [0, 0]

Reseni Aby byla funkce f spojitd v bodé [0, 0], musi mit v tomto bodé limitu rovnu nule. Metoda
postupnych limit, metoda svazku primek i metoda polarnich soufadnic davaji vysledek nula. Metodou
svazku parabol ukazme, Ze limita nula neni a tedy zkoumana funkce je v daném bodé nespojitéa.

:]'24 2 ) $4(l{71‘2)2 ) k2x8 k2

sk . )
L — 1 — —1 — )
a—0y=ka? T8 + y* 700 78 + (kx2)* 20 (I1+ k%28 14k4

Limita L** zavisi na parametru k. Odtud podle véty o jednoznacnosti limity plyne, ze funkce f je
v [0, 0] nespojité.

V2 r2rl-1
28. Pifklad Spoctéte limitu  lim V2 Y :
[,5]—[0,0] z? +y?

Reseni Do funkce nelze bezprostiedné dosadit. Provedeme proto vhodnou algebraickou tpravu.
Vyraz rozsifime.
: Vi +y?+1-1 . (Va2 +y2+1-1)(y/22 + 92 +141)
lim 5 5 = lim =
[,y]—[0,0] x4 +y [,y]—[0,0] (22 4+ y?2) (Va2 +y2+1+1)

(2 +y*+1-1) . 1 1

lim lim =—_.
[z.9]—=00,0] (22 + y2) (/22 +y2 + 1+ 1) T ewl—100] Va4 y2+14+1 0 2

23—y
29. Priklad Spoctéte limitu  lim ———.
[z,y]—[2,2] o4 — y*

Reseni Provedeme algebraickou tpravu funkce. Rozlozime ¢itatele i jmenovatele vyrazu a prove-
deme pokraceni.

_ 23— g3 _ (z —y)(z* + 2y + y?) v +ry+y> 44444 3
lim 7} 1= lim 5 N = lim 5 = —.
eal—22 2t —yt waloR2) (2 —y) (@ + )@ +92)  ealoR2) (@+y) (22 +y?)  4(4+4) 8

2 2
30. Priklad Spodctéte limitu  lim S@+y)
[x,y]—[0,0] 1‘2 + y2 + 4 —2

RNDr. Jiii Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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Reseni Provedeme algebraickou tipravu funkce. Vyraz rozsifime vhodnym zlomkem.

3(2? 4+ y?) lim 3?2+ ) (Va2 +y2 +4+2)
ry~[00] Vat+y?+4 - " ol [0.0] (Va2 +y2+4-2) (/22 +y2+4+2)

) (/22 2)
= lim 3@+ ) (Va2 +yt +4+2) 3(vVal+y?+4+2)=3(2+2) =12

" [z.y]—[0,0] 24+y2+4—-4 = 71,]—»[0 0]

RNDr. Jiii Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006
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4 Parcialni a smérové derivace, gradient

31. Piiklad Spoctéte parcidlni derivace prvniho fadu funkce f.
a) f(z,y) = (z*y +y)%
b) f(z,y) =ev +aV;
c) f(z,y,2) = (2)"
Reseni
a) fr =42y +y)?® - 2zy = Bay*(a® +1)3, f; = 4(a®y +y)* - 2% = 4 (2® + 1)
b) fl = e%% +yxd Tt f) = e%(—g%) +Inz- v

¢) fo= (9" m(Y), [y = Fay" = (D))" [l =y (—a)e" = —(H)(H)".

32. Priklad Spoctéte parcialni derivace prvniho fadu funkce f v bodé A.

a) f(z,y) =In(z+ /22 +y2),A=11,2].

b) f(z,y) = (1+log, = 7)3, A =[e,e|.
I

¢) f(x,y,z) =arctgvay + 2%, A=[1,1,2].

Reseni
o 1 1 2z _ 1 VEityitzr 1 _ 1.
a) fr* ot I2+y2(1+2\/z2+y2)7 z+\/m2+y2 \/$2+y2 - \/mz+y2afz(A)* 5

! 1 1 2y _ Y 7 _ 2
fy - x+\/x2+y2 2 \/$2+y2 - w2+y2+w\/w2+y2 ’ fy(A) 5 HVES

b) Ze zékladnich vztahti pro logaritmické funkce plyne, ze log, v = ﬁ:—; Zadanou funkci f pfrepiSeme

na tvar f(z,y) = (1 +log, z)* = (1+ }E—;)S Odtud

fo=3+log,x) i, fo(A) = 3(L+logee)’ g = &
fy =31 +log, x)* S8, f,(4) = 3(1+log, )* 2 = 2.

1/ "yxyilaf;( ):%
~x¥lnz, f;(A) = 0;
[l =22 1+lnz~zZ:z (Inz+1),f

=1

S~—"

g

-

\»—l N|—=
=8
<

/(A) =4 +1In16.

33. Priklad Spoctéte vSechny parcialni derivace druhého #adu funkce f v bodé A.
a) f(x,y) =e*¥sinz, A=[0,0];

b) f(xvy) - arCtg w+y’ = [37 1]7

¢) flz,y) = e’ A =0,0].
Reseni

a) f,=e*cosz, f; = 2e*sinz,

N o= —eWsinx, fI! (A) =0,
f” = 4e?sinx f” ( ) =0,
7, = 2e* cos, xy(A) =2.
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b) fl = Lrty—(@—y) _ _y fl= 1 Colety)—(@—y) -z
xT 1+(7‘ 1;)2 (x+y)2 x2+y2’ Yy 1+( ;13 )2 (w+y)2 w2+y23
"o —2a:y " _ —6
oo = Gy Fn(A) = TS
no o —2xy " _ _6
yy = (224+y?)2 yy(A) 100’

"o :1:27y2 " (A):i

zy (z24+y2)2 Jxy

Y Y
o) f=e" ev f1 =T e,

"o exey . (ey)z’ " (A) — 1’

xrx T

_ oxe? 2, qzveY _ oxeY _
vy = © , (xe¥)? +e y- (ve¥) = e - ze¥(ze¥ + 1), f,(A) =0,
_ ore ze _ ore? _
oy =0 wel eV + et eV =Y eV (we? + 1), f (A) = 1.
34. Priklad f(v,y) = zln (zy). Spoctéte f,7,.
Reéeni f(337y) =zln (xy>7fa,: =In (.’L‘y) +x- ﬁ Y= In ($y> +1, alv/z = ?1y Y= %7 aI:I:;:y = 0.
9136
35. Piiklad f(z,y) =In(1 + x + y). Spoctéte G057y

ReSeni  Funkce f(z,y) = In (1 +z +y) je symetrick4 vzhledem k proménnym z a y. Odtud plyne,
Ze u smiSenych parcialnich derivaci nazélezi na tom, podle kterych proménnych derivujeme, ale pouze na
rfadu derivace. Plati tedy, ze

0" f(z,y) _ 9 f(w,y)

379x857y - 51361
Pro derivace malych fad@ snadno spocteme, ze
1 -1 2 —6 24
fo=— e = e free = g faree =

1+z+y (1+z+y)2"""  (1+z+y)?* (14+x+y)* e = (14+x+y)>

7 tvaru uvedenych derivaci se nabizi hypotéza, ze

O fz,y) (=1 (k—1)!

Ox* (1+z+y)*

Tuto hypotézu lze dokdzat pomoci principu matematické indukce. Specialné tedy plati

8136f<$7y) _ 8136f($7y) _ —135!
O0xTy | 0% (1+a+y)se

36. Priklad Urcete bod, ve kterém je gradient funkce f(z,y) = In (ZL‘ + i) roven vektoru (17 _Tlﬁ).

Reseni Spocitame gradient funkce f(z,y) =In(z + %) Pro parcidlni derivace prvniho fadu plati

. 1 1 -1 ~1

fe= 1= af = 1" "2 = 5,

T+ xy+1 T+ Y zy* +y
Odtud gradf = , ——). Gradient funkce f porovname se zadanym vektorem (1, —28). Plati

g wy+1 zy?+y Y 9

(71> ﬁ) (1 —32). Z rovnosti slozek vektort ziskdme systém rovnic a1 = L xy;}ky = -8
Dosazenim prvni rovnice do druhé dostavame y% = 196. Odtud y = :I:i. Dopoéitéme z. Pro y = % je
T = —%, proy = —% jex = % Gradient zadané funkce je roven vektoru (1, — ) v bodech [—5, Z] [% —%].

37. Priklad Urdcete body, ve kterjch se velikost gradientu funkce f(xz,y) = (22 + 32)2 rovna 2.
ReSeni  Spodcitame gradient funkce f(z,y) = (2 + yQ)%. Pro parcidlni derivace prvniho fadu plati

3
fr= +?) % 2 = 3x\/ 22 +y%, f, = (x? + %) %- 2y = 3yv/z2 + 2.

5@
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Odtud gradf = (3:E\/:r2 + 92, 3y\/x2 + y2). Pro velikost gradientu funkce f plati

lgrad | = \/(£2)2 + (£})? = Vo2& + ) + 0 (a” + %) = VO™ + ) = 3% + 4.

Dostavame rovnici 3(z2 4 y2) = 2. Velikost gradientu funkce f(z,y) = (22 + 2)2 se rovna 2 v bodech
leZicich na kruznici 22 + y? = 3

V]

2 _ 2
38. Priklad Spoctéte derivaci f(z,y) = % v bodé A = [1,1] ve sméru vektoru u = (2, 1).
T Y
Reseni Nejprve ur¢ime parcidlni derivace funkce f(x,y z > v bodé A =
+vy
. 2z(2? + y?) — (2% — y?)22 _ 4xy? FA) =1
z (22 + 42)2 (22 + 42)2’
. “2y(2® +¢%) — (¢® —y?)2y = —daPy 4y = -1
y (a:2 +y2)2 - (x2 +y2)2’ Y -

Odtud plyne, Ze grad f(A) = (1,—1). Nyni miZeme ur¢it derivaci ve sméru. Plati

F1(A) = gradf(A) -u=(1,-1)- (2,1) =2~ 1=1.

39. Priklad Zjistéte, zda je funkee f(z,y) = /23 +y v bodé A = [1,2] ve sméru vektoru u = (—3,1)
rostouci.

Reseni Spocitame derivaci funkce f(z,y) = /23 +y v bodé A = [1,2] ve sméru vektoru
u= (—3,1). Nejprve uréime parcidlni derivace prvniho fddu funkce f v bodé A.

32 ) 1 , 1

L — = A) =
9 .133—|—y,f7.( ) 2\[7.]0 9 x3+yafy( )

fL-
Odtud plyne, ze gradf(A) = (2 53 f) Nyni uréime derivaci ve sméru. Plati
3 1 -9 1 4
TP N B I S
Protoze je derivace f/,(A) zépornd, je funkce f v bodé A ve sméru u klesajici.

40. P¥iklad Spoctéte derivaci funkce f(x,y) = In (z+y) v bodé A = [1,2] lezicim na parabole y? = 42
ve sméru jednotkového vektoru teény k parabole v tomto bodé.
ReSeni  Nejprve uréime parcialni derivace funkce f(x,%) = In (22 4+ 4?) v bodé A = [1,2].

x4y’ x+y’

Odtud plyne, ze gradf(A) = (%, %) Spocteme rovnici te¢ny k parabole z = 1y, Plati z — zg =
= 2'(y0)(y — v0), kde 29 = 1,yo = 2,2'(2) = 1. Rovnice te¢ny je tvaru z — y + 1 = 0 a te¢na ma smérovy
vektor v = (1,1). Jeho velikost je v/2. Jednotkovy vektor teény je tedy u = (5 \%) Spoditame derivaci

a\~
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5 Diferencial a Taylorav polynom

41. Priklad Spoctéte diferencidly funkci f v daném bodé A.

a) flw,y) ==L A =[3,2).

Ty

b) fla,y) = arctg £, A = [2,1].

¢) fla,y,2) =2 A=1[1,24].

Reseni
a) Spoc¢teme parcidlni derivace funkce f(z,y) = y v bodé A = [3,2]. Plati f’ = w =
_ z;rg L fL(A) = Bofi(A) = —2?!(”1/) (3’ —y )3’ — —z/;yr;,y , [y(A) = —15. Diferenciél je tvaru

dnf(A) = fr(A)dz + f,(A)dy. Dosadlme Platl dnf(A) = $dz — 1dy.

b) Spocteme parcidlni derivace funkce f(z,y) = arctg £ v bodé A = [2,1]. Plati f = ﬁ . % =
%ﬂﬂ’ fi(A) = %, fo(A) = ﬁ . ;—3" = ﬁ,f{/(A) = —%. Diferencidl je tvaru dj f(A) =
= f1(A)dz + f}(A)dy. Provedeme dosazeni. Plati dj, f(A) = tdz — 2dy.

c) Spoc¢teme parcialni derivace funkce f(z,y,z) = L\;E“ v bodé A = [1,2,4]. Plati f, = f’ fi(A4) =
=5, f1(A) = \’/—%,fl’,(z‘l) =—3,fl= —%,f;(fl) = ;- Diferencial je tvaru dj, f(A4) = fL(A)dz +
+ fy(A)dy + f.(A)dz. Provedeme dosazeni. Plati dj f(A) = $dz — 3dy + 5 dz.

42. Priklad Spoctéte druhé diferencidly nésledujicich funkci.

Reseni

a) Spocteme druhé parcialni derivace funkee f(z,y) = e*=¥". Plati fi= eV’ [y = —2ye® Y’ =
= e* V", oy = —2ye V", vy = o™V’ (—2y)(—2y) + ¥ (=2) = (4y? — 2)e*~¥". Druhy diferen-
cial je tvaru di f = fV dz? + 2fV wydrdy + "ydyQ. Provedeme dosazeni. Plati d? f = e* =V da? —
—4ye* Y dxdy + (49? —2) e—y’ dy .

b) Spocteme druhé parcidlni derivace funkce f(x,y) = ifl = @ +y)27 I = 9;2;)2’ p—
= ﬁ, vy = ?gf«iyg)jg’ b = (:H_y) . Druhy d1ferenc1alJe tvaru d? f = f/ da?+2 rydzdy + l’}’ydgﬁ.

Provedeme dosazeni. Platl dif = T 14?%3 dz? + ?iiyz)’g dzdy + (m+y)3 dy?.

c) Spoéteme druhé parcidlni derivace f(z,y) = zln%. Plati f, = lnyx +z 74 =mh¥-1,
.
/ 1 _ =z o 1 -y _ =1 no_ 1 1 _ 1 "o
fo=2" ? z = yrJza = g' Z =gy =T =ty =2 ¥. Druhy diferencial je tvaru

dif = fV da? + 2fV rydody + dy Provedeme dosazeni. Plati d2f = _1d$ + 2dacdy - —dy

43. Priklad Spoctéte rovnici teéné roviny a normaly ke grafu funkce f v daném v bodé A.
a) f(a,y) =a* +22%y —xy + 2, A = [1,0].
b) f(z,y) =In(a? +y?), A= [2,1].
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Reseni

a) Spocteme parcialni derivace funkce f(z,y) = 2* + 22%y — 2y + 2 v bodé A = [1,0].
Plati f, = 423 +
+day —y+1, f1(A) =5, f(A) =22% —z, f;(A) = 1.
Dopocitame z-ovou soufadnici zg = f(A4) = 2.
Rovnice te¢né roviny ma tvar z — zo = f;.(0,%0)(* — o) + f;,(z0,%0) (¥ — o), kde A = [z, yo].
Provedeme dosazeni. Plati z — 2 = 5(x — 1) + 1(y — 0). Odtud plyne 5z + y — z — 3 = 0. Nyni

nalezneme rovnici normély. Jeji obecné rovnice je tvaru 4 . — -t Z_ZO .
fi(xo,y0) (IO,yD) 1
Po dosazeni dostavame == 51 = *‘7{ = z712

te¢né roviny 5z + y — z — 3 = 0 napiSeme normélovy vektor n = (5,1, —1). Pak vektorova rovnice
normdly v bodé [1,0,2] je tvaru [z,y, 2] = [1,0,2] + #(5,1,—1),t € R. Tedyparametrické rovnice

jsouxz =1+ 5ty =t,z =2 —t. VylouCenim parametru ¢ a porovnanim dostavame opét vztah
z—1 _y __ z=2

5 1T =
b) Spoéteme parcialni derivace funkce f(x,y) = In (22 + yz) v bodé A = [2,1].
Plati.f;_ 2+yaf( )_%af;(A): 2+yaf( )

Dopoc1tame z-ovou soufadnici zg = f(A) = Inb5. Provedeme dosazeni do rovnice te¢né roviny. Plati

z—Inb5 = 2(z —2)+ Z(y — 1). Odtud plyne 4z + 2y = 5z — 5(2 — In5) = 0. Nyni nalezneme rovnici
5(z—2) — 5(y—1) _ z2=Inb
1 2 :

normaly. Plati

44. Priklad Spoctéte Taylortiv polynom Ti(x,y) funkce f(z,y) = In (72 — 3y) v bodé A = [1, 2].

Reseni Uréime potfebné parcialni derivace funkce flz,y) =In(7z — 3y) v bodé A =[1,2].
Plati f; = 7z33y’f;’(A) = 77fg// = Tz= 3y7f (A4) =
Daledr=x—-1ady=y— 2.

Diferencial funkce f v bodé A je tvaru dy, f(A) = f(A)dz+f,(A)dy = 7dr—3dy = 7(z—1)-3(y—2) =
= Tz — 3y — 1. Provedeme dosazeni do vzorce pro Taylorv polynom Ti(z,y) = f(A) + +;d;, f(A). Plati
f(A) =In1 =0. Odtud T3 (z,y) = Tz — 3y — 1.

45. Piiklad Spoctéte Taylortiv polynom T;(z,y) funkce f(z,y) = v/e® +sin2y v bodé A = [0,0]
a s jeho pomoci uréete \/+/e + sin 1.
Reseni Spocteme parcidlni derivace funkce f(z,y) = /€% + sin2y v bodé A = [0, 0].

Plati f/ - Qmaf/( ): 23f/ = 2\/62:_?%7]0;(14) =
Déale dx =x ady = y.

Diferencial funkce f v bodé A mé tvar dj, f(A) = f,(A)dz + f, (A)dy = 3dz +dy = £ 4 y. Dosadime
do vzorce pro Taylorﬁv polynom Ti(z,y) = f(A) + §dnf(A). Plati f(A) = Ve®+sin0 = 1. Odtud
T(z,y) =1+ 5 +y.

Nynlzrejme\/ e+sinl=fLi,H~NT(3,)=1+1+2=

N

46. Priklad Spoctéte Taylortiv polynom Ti(x,y) funkce f(z,y) = x¥ v bodé A = [1,1].

Reseni Uréime pot¥ebné parcidlni derivace funkce f(z,y) = z¥ v bodé A = [1,1].

Plati f, =y, fL(A) =1, f] = lnx zY, fi (A) = 0;
v = y(y — a2 (A 20, £ty = o by 2V 2 (4) = 1, £ = (Ina)av, f1, (4) = 0.

Dilede =x—1ady=y—1.

Odtud plyne, Ze diferenciély pottebné k sestaveni Taylorova polynomu maji tvar d f(4) = fL(A)dz+
+ f(A)dy =z — 1, d} f(A) = [, (A)da? + 2f7, (A)dzdy + f, (A)dy? = 2(z — 1)(y — 1). Diferencidly
dosadime do vztahu pro Taylortv polynom Ts(z,y) = f(A) + %dhf(A) + %d}%f(A) a upravime. Plati
Ta(z,y) =zy —y + 1.
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47. Priklad Spoctéte Taylortiv polynom Ty (z,y) funkce f(z,y) = /22 + y? v bodé A = [3,4] a s jeho
pomoci uréete /(2.98)2 + (4.05)2.

ReSeni  Uréime potiebné parciélni derivace funkce f(z,y) = /a2 +y? v bodé A = [3,4].
f/_ x f/(A>_§ f/_ f( ) "o _ y2 1" (A)— 16 // _ —xy
T [224q27 7 — 5y /2+2’ - T T [(z24y2)3 " I 7T - 1250 - /(22+y2)3’

"(A) = —AZ = S — (A) = {3=. Déle plati dz = 2 — 3 a dy = y — 4. Odtud plyne, ze

Y 12577 yy [(w24y2)3 7 7YY

diferencidly potfebné k sestaveni Taylorova polynomu maji tvar dp, f(A) = f;(A)dz + f, (A)dy =
=3~ 3) +35(y—4), 43 f(A) = [ (A)da? + 27, (A)dzdy + f, (A)dy* = 755 (2 — 3)* — %(w —3)(z —
—4)+ 125 (y— 4) Diferencialy dosadime do vztahu pro Taylortv polynom T2 (z,y) = f(A)+ 1 Ld,f(A)+
+ 5;d2 f(A). Dostavame To(z,y) =5+ 2(x—3) + 2 (y —4) + 55 (v — 3)? — Z5 (2 — 3)(x — 4) + 555 (y — 4)*.
Déle v/2.982 4 4.052 ~ T5(2.98,4.05) = 5 + 0.028 + 0.0002116 = 5.0282116. Hodnota z kalkulacky je
priblizné 5.028210417.

48. Piiklad Spoctéte Tayloriiv polynom T3(x,y) funkce f(z,y) = e*™¥. v bod8 A = [1, —1].

Reseni Parcialni derivace funkce f(x,y) = e*¥ potfebné k urceni diferenciélii nalezneme snadno.
Plati f = fi = f}, = fio = fay = foy = Fiaw = Jany = fouy = fony = €7 f(A) = f1(A) = [} (A) =
= fra(A) = [, (4) = y(A) = fize(A) = é’éy(A) = ;’{,y(A) = fypy(4) = 1.

Daleplatldx—x—l ady=y+1.

Diferencialy maji tvar d f(A) = f’( )da + f(A)dy = (z — 1) + (y + 1), d} f(A) = fI,(A)dz? +
+2fy, (A)dady+ fy, (A)dy® = (x—1)? +2(z— 1) (1) +(y+1)2, &3 f(A) = é’;x(A)dx +3 é’éy(A)dxzder
+3 ;’;y(A)dwdy + [y (A)dy® = (@ = 1)° +3(z = 1)*(y + 1) + 3(z — 1)(y + 1)* + (y + 1)°.

Spoctené diferencialy dosadime do vztahu pro Tayloriv polynom T3(z,y) = f(A) + 5dn f(A4) +
+ 7d2 f(A) + 3d} f(A). Odtud Ts(z,y) =1+ (z— 1)+ (z+ 1)+ 3[(@—1)*+ 2@ - 1)(y+ 1)+ (y+
+ 1)+ ¢z -1+ 3@ -1 y+1) +3(x—1)(y+1)*+ (y + 1)%].

49. Priklad Spoctéte Taylortv polynom T3(x,y) funkee f(x,y) = sinzcosy v bodé A = [0,0].

Reseni Uréime potfebné parcialni derivace funkce f (z,y) =sinzcosy v bodé A = [0,0].

fi =cosxcosy, f;(A)zl,f;:—sinxsiny,f’( )=0, f = —sinxcosy;
ve(A) =0, f}, = —coswsiny, f;, (A) =0, f;, = —sinxcosy, f; (A) = 0;
vew = —cOswcosy, fi. (A) = =1, fil = sinxsmy, way(A) =0, fr, = —coszcosy, fii (A) = —1,

vy = sinzsiny, fiV (A) = 0.
Dale plati dx = x a dy = y.

Diferencialy potiebné k sestaveni Taylorova polynomu maji tvar dpf(A) = fr(A)dz + f,(A ) =
1240y =z, dhf()— o (A)da? + 2f1 (A)dady + f),(A)dy® = 0- 2> 40 - xy—i—O y? = 0,
43 f(A) = fl,(A)dz® + 31 (A )dedy—i—?: ;’;y( )dady? + ,’,;;y( )y = —1-2°+3-0- 22y +3(—1)ay? +
0-y3 = —2% — 3292

Dosadime do vztahu pro Taylortiv polynom T5(z,y) = f(A) + %dhf( )+ 2,d flA) + %df;f(A).

Plati T5(z,y) = = — %m?’ - %xy?

50. Priklad Spoctéte Taylortv polynom T3(z,y) funkce f(z,y) = e®siny v bodé A = [0, 0].

ReSeni  Uréime potfebné parcidlni derivace funkce f(z,y) = e®siny v bodé A = [0, 0].
[y = e"siny, f1(A) =0, f, = e cosy, f(A) = 1;

3}%: - emISiI'ly7 ;:/x//(/A) N 07 / /; e o8 y’ y(jl?/) - 1 yy //76 Slny’ fyy (A)/I/: 0; "
= —e” cosy, fy,(A) = —1.

Dale plati de = x a dy = y.

Odtud plyne, Ze diferencidly potfebné k sestaveni Taylorova polynomu maji tvar dy, f(A) = f;(A)dx—I—
+f(A)dy = 0-2+1-y =y, d? f(A) = fr (A)dx*+2f! ,(A)dzdy+fy (A )dy = 0 z?42-1- asy—|—0 y? = QQ:y,
dif( )= " (A)da® + 3 g’c’g’cy(A)dxzdy +3 ;’éy(A)dxdy + Z’J’;y(A)dy =0-2%+3-1-2%2y+3-0-29% +
+(=1) -y = 322y — o>

Spoctené diferencidly dosadime do vztahu pro Taylortv polynom T3(x,y) = f(A) + %dh f(A) +
+ 517 f(A) + 5;d3 f(A).

Plati Ts(x,y) = y + 5 (22y) + 322y — ¢®) = y + 2y + 32%y — §°.
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6 Lokalni extrémy

VysSetiete lokalni extrémy néasledujicich funkci vice proménnych:

51. P¥iklad  f(x,y) = 22 + 2zy + 3y® + 5z + 2y.

Reseni Spocteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava

fi=2r+4+2y+5=0,
fy=2x+6y+2=0.
Parcialni derivace existuji pro kazdé [z,y] € R? a proto jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou

stacionarni body, které nalezneme vyfesenim vzniklé soustavy rovnic. Soustava je linedrni, muzeme tedy
pouzit metod linedrni algebry.

2 205\ _(22]-5\_(22[-5)_ (103
2 6|2 0 4| 3 0 1|3 01| 2 )¢
13 3

Nalezli jsme stacionarni bod a = [—12, 3].

Spocteme druhé parcialni derivace a sestavime matici f”(a). Plati

fie =2, f2y = 2.1}, = 6.

f”—f"(a)—(§ 2)

Uréime hlavni minory matice f”(a) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium (viz uéebni text).
Plati Di(a) = 2 > 0 a Da(a) = 8 > 0. Podle kritéria nastavé v bodé a = [—12, 3] lokdlni minimum
funkce f.

Odtud plyne, ze

52. Piiklad f(z,y) = 22y — 322 — 292 + 2 + .
Reseni Spocteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava
fi=2y—6z+1=0,
fy=2x—4y+1=0.

Parcialni derivace existuji pro kazdé [z,y] € R? a proto jedingmi kandidaty na lokalni extrémy jsou
stacionarni body, které nalezneme vyfresenim vzniklé soustavy rovnic. Soustava mé jediné reseni a =

= [1730’%}

Spocteme druhé parcidlni derivace a sestavime matici f”(a). Plati

fie ==6,f2y = 2.1}, = = -4

"o opn o —6 2
Uréime hlavni minory matice f”(a) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.

Plati Dy(a) = —6 < 0 a Dy(a) = 20 > 0. Podle kritéria nastava v bodé a = |
funkce f.

Odtud plyne, ze

1—?’0, %} lokalni maximum
53. Piiklad f(x,y) = 22% + 2y? + 522 + 32
Reseni Spocteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava

f1 = 62%+y* + 10z = 0,
fz::Qxy—&—Zy:O.
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Jedinymi kandidaty na lokalni extrémy jsou stacionarni body, které nalezneme vyfesenim vzniklé soustavy

rovnic. Soustava je nelinearni. Ze druhé rovnice plyne 2y(z + 1) = 0. Odtud x = —1 V y = 0. Dosazenim
xz = —1 do prvni rovnice dostdvame 6 + y? — 10 = 0, odkud y = +2. Dale dosazenim y = 0 dostavame
622 4+ 102 = 0, odkud 2 = 0V z = —%. Soustava ma ¢tyri feseni. Nalezli jsme ¢tyfi stacionarni body
ay = [0,0],&2 = [—%,0},@3 = [—1,2],&4 = [—1, —2].

Spocteme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f’(a;),i = 1,2,3,4. Plati

fl =120 +10, f2, =2y, f}, = 2z + 2.

£ = 122 + 10 2y
B 2y 20 +2 )

Po dosazeni souradnic stacionarnich bodu dostéavame

F(ay) = ( 100 (2) ) e = ( 18 _o% )  (as) = ( i 61 )  fan) = ( —421 04 ) '
Ur¢ime hlavni minory matic f”(a;) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.

Plati D1(a1) = 10 > 0, Da(a1) = 20 > 0. Podle kritéria nastavd v bodé a; lokalni minimum funkce f.
Déle D;(az) = —10 < 0, Da(as) = 4—30 > 0. V bod€ ay nastava lokalni maximum funkce f.

Dale plati Dl(ag) =-2<0, Dg(ag) =—-16<0a Dl(a4) =-2<0, Dg(a4) =—-12 <0.

Podle kritéria nenastava v bodé ag ani v bodé a4 lokalni extrém funkce f.

Odtud plyne, ze

54. P¥iklad f(x,y) = 23 + xy?® — 22y — 5.
Reseni Spocteme parcidlni derivace a poloZime je rovny nule. Vznikne soustava
fi =32 +y>—2y—5=0,
fy, =2xy —2x=0.
Nalezneme staciondrni body. Soustava je nelinedrni. Ze druhé rovnice plyne xz(y — 1) = 0. Odtud = =
0V y = 1. Dosazenim = = 0 do prvni rovnice dostavame 32 — 2y — 5 = 0, odkud y = 1 + v/6. Dale
dosazenim y = 1 dostavame 322 — 6 = 0, odkud 2 = ++/2. Soustava m4 ¢tyfi feseni. Nalezli jsme ¢tyti

stacionarni body a; = [v/2,1],as = [-V/2,1],a3 = [0,1 + V6], a4 = [0,1 — V/6].
Spoc¢teme druhé parcialni derivace a sestavime matice f(a;),7 = 1,2, 3, 4. Plati

fow = 62, fr, =2y — 2, f, = 2x.

£ = 6x 29 — 2
T\ 2y—-2 2z ’

Po dosazeni souradnic stacionarnich bodu dostavame

1) = ( " 203 ) fie) = ( s e )

ra= (40 ) ran=( g5 30

Ur¢ime hlavni minory matic f”(a;) a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati D (a1) = 6v/2 > 0, Dy(a;) = 24 > 0. Podle kritéria nastdva v bodé a; lokalni minimum funkce f.
Déle D;(az2) = —6v/2 < 0, Dy(az) =24 > 0. V bodé as nastava lokalni maximum funkce f.
Dale plati Dl(a3) =0, DQ(CL3) =-24<0a Dl(a4) =0, DQ(CL4) =-24 <0.
Podle kritéria nelze rozhodnout, zda v bodech a3, a4 dochézi k lokdlnim extrémtm funkce f.

VysSetfime nejprve podrobné okoli bodu agz. Zvolme podokoli, které je prinikem libovolného okoli
s pfimkou y = 1 + /6. Ziejmé plati f (x,l + \/6) = 2%+ (1 + \/g)zw — 2z (1 + \/6) — bz = 3. Je-li
x >0, pak f (:E, 1+ \/6) >0, Je-li z <0, pak f (:c, 1+ \/6) < 0. Odtud plyne, Ze v bodé az neni lokalni
extrém. Podobné postupujeme v piipadé€ bodu ay. Volme podokoli, které je prinikem libovolného okoli
s pifmkou y = 1 — /6. Zejmé plati f (v,1—v6) = 2% + (1—v6) 2 — 22 (1 - V6) — bz = 2°. Je-li
x > 0, pak f (x,l — \/5) > 0, Je-li x < 0, pak f (Jc, 1-— \/6) < 0. Odtud plyne, ze ani v bodé a4 neni
lokalni extrém.

Odtud plyne, ze
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55. P¥iklad f(x,y) = 22% — 32y + 29° + 1.

Reseni Spocteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava

fo =6a% =3y =0,
[, = =3z +6y> =0.

Nalezneme stacionarni body. Soustava je nelinearni. Z prvni rovnice plyne y = 2x2. Dosazenim do druhé
rovnice dostévame 6(22%)% — 3z = 0, odkud # = 0V 2 = 3. Soustava ma dvé feseni. Nalezli jsme dva
stacionarni body a1 = [0,0], a2 = [3, 3] -

Spoc¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f’(a1) a f”(az). Plati

fo=12a, fI, = =3, flI =12y.

w122z =3
! _( -3 12y )

Po dosazeni soufadnic stacionarnich bodt dostavame

ran=( g ) ra=( % P )

Urcéime hlavni minory matic a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati Dy (a1) =0, D2(a1) = —9. Podle kritéria nelze rozhodnout, zda v bodé a; nastava extrém funkce f.
Déle D;y(az) =6 > 0, Da(az) =27 > 0. V bodé as nastava lokalni minimum funkce f.

Nyni vySetfime podrobné okoli bodu a;. Zvolme podokoli, které je priinikem libovolného okoli s osou z,
tj. pfimkou y = 0. Ziejmé plati f(z,0) = 22° + 1. Je-li # > 0, pak f(z,0) > 1 = f(ay). Je-li < 0, pak
f(z,0) < 1= f(ay). Odtud plyne, ze v bodé a; neni lokdlni extrém.

Odtud plyne, ze

56. P¥iklad f(x,y,2) = 23 + 9% + %22 —3zz — 2y + 2z.
Reseni Sestavime soustavu rovnic
fi=3z%-32=0,
fr=29-2=0,
fi=2z-3x+2=0.
Ze druhé rovnice plyne y = 1. Ze teti plyne z = 3z—2. Dosazenim do prvni rovnice dostavame 322 —3(3z—

—2) =0, odkud x =1V z = 2. Soustava mé dvé feSeni a; = [1,1,1],a2 = [2,1,4].
Spo¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f”(a1) a f”(az). Plati

f!x = 6x7fgyy = 27f,;/z = 17f¢gy = 07f:;:/z = _37félz =0.

Odtud plyne, ze

6z 0 -3
= 02 o
-3 0 1

Po dosazeni souradnic stacionarnich bodu dostavame

6 0 -3 12 0 -3
f(ar) = 0 2 0|, f’(a2)= 0 2 0
-3 0 1 -3 0 1

Urcéime hlavni minory matic a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati Di(a1) =6 > 0, Da(a1) = 12 > 0, D3(a1) = —6 < 0. Podle kritéria nenastava v bodé a; lokélni
extrém funkce f.
Dale Dy (az) =12 >0, Dy(as) =24 > 0, D3(az) = 6 > 0. V bodé a nastava lokalni minimum funkce f.
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57. P¥iklad f(x,y,2) = 23 + 9% + 22 + 122y + 22.
Reseni Spocteme parcialni derivace a polozime je rovny nule. Vznikne soustava
fo=32%+12y =0,

fi =2y +12z =0,
fl=2z4+2=0.

Z tieti rovnice plyne z = —1. Ze druhé plyne y = —62. Dosazenim do prvni rovnice dostavame 22 — 24z =
=0, odkud z = 0 V & = 24. Soustava ma dvé feseni a; = [0,0, —1], as = [24, —144, —1].
Spoc¢teme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f(a1) a f”(az2). Plati

fow =6z, fy,=2, fl=2f, =12, fl. =0, f.=0.

Odtud plyne, ze

6x 12 O
= 12 2 0
0o 0 2

Po dosazeni souradnic stacionarnich bodu dostavame

0 12 0 144 12 0
ffla)=1 12 2 0 |, f'(a2)= 12 2 0
0 0 2 0 0 2

Urcéime hlavni minory matic a pouzijeme Sylvestrovo kritérium.
Plati Di(a;) = 0, Da(a;) = —144 < 0, D3(a1) = —288 < 0. Podle kritéria nelze rozhodnout, zda
v bodé a; nastava lokalni extrém funkce f.
Déle Dq(a2) = 144 > 0, Ds(az) = 288 > 0, D3(az) = 288 > 0. V bodé as nastava lokdlni minimum
funkce f.

Nyni vysSetfime podrobné okoli bodu a;. Zvolme podokoli, které je pranikem libovolného okoli s pfim-
kou z = z,y = 0,z = —1. Zfejmé plati f(z,0,—1) = 23 — 1. Je-li z > 0, pak f(z,0,—1) > —1 = f(a1),
Je-li x <0, pak f(z,0,—1) < —1 = f(a1). Odtud plyne, Ze v bodé a; neni lokdlni extrém.

58. Priklad f(z,y) =e? (z +y?).

Reseni Spocteme parcialni derivace. Vznikne soustava
z ]- T x X y2
f;:ezi($+y2)+ez —e2 <2+2+1) :O,
£l =2ye? =0.

Nalezneme stacionarni body. Ze druhé rovnice plyne y = 0. Dosazenim do prvni rovnice dostavame
5 +1=0. Odtud = —2. Soustava md jediné feseni a = [-2,0].
Spocteme druhé parcidlni derivace a sestavime matice f” a f”(a). Plati

1 x x x
fow = 165 (z+ y? +4) s foy = YeZ2, fr, = 2€2
Odtud plyne, Ze
1.z 2 z 1
€2 (r+y +4 ez, = 0
f// — ( 4 ( ye%y ) ge% ) , f”(a) — ( 2(e) 2 )

Urc¢ime hlavni minory matice.
Plati Dy(a) = 5= > 0, Dy(a) = & > 0. Podle kritéria nastdva v bodé a lokalni minimum funkce f.
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59. Piiklad f(z,y) = (:E2 +y2) R

Reseni Spocteme parcialni derivace. Vznikne soustava
22—y
fm - ex2+y2 - Y
s 2y(l—a?—y?)
=" =0
Nalezneme stacionarni body. Z prvni rovnice plyne x = 0V 22 + y?> = 1 a ze druhé rovnice plyne

y =0V 22+ y? = 1. Nalezli jsme stacionarni bod a = [0,0] a body b na kruznici 22 + y* = 1.
Spocteme druhé parcidlni derivace a matice f” a f”(a). Plati

o 2(1 — 2% — y?)(1 — 222) — 422

ez2+y2
"o —4xy(2 - xZ B yg)
fa:y - 6I2+y2 ’
"o 2(1 —z? — y2)(1 — 2y2) — 4y2
yy exr?+y? ’
Odtud plyne, Ze
2(1—22—y?)(1—222%)—4z? —4ay(2—z%—y?)
f// _ ez +y2 22 4y2
= —day(2-22—y?) 2(1-a—y?)(1-27) -2y |
e“°2+’a’2 912+y2
2
2 0 _4x” _ 4dmy
fu(“):(o 2 ) 1) = ( _any _a? )
e e

Uréime hlavni minory matic.
Plati Di(a) =2 > 0, Da(a) =4 > 0. Podle kritéria nastava v bod€ a lokalni minimum funkce f.

Dy(b) = —% > 0, Da(b) = 0. Podle kritéria nelze rozhodnout. Plati vsak f(b) = 2 > £ pro libovolné
¢ > 0. Odtud plyne, Ze na z2 + 3% = 1 nastdva neostré maximum f.

60. Piiklad f(z,y) = **(z + 32 + 2y).
Reseni Spocteme parcialni derivace. Vznikne soustava

fr=€"(2" + 20 +4y+1) =0,
[, =2e""(y+1)=0.

Nalezneme staciondrni body. Ze druhé rovnice plyne y = —1. Dosazenim do prvni rovnice dostadvame
T = % Soustava mé jediné feSeni a = [%, —1]. Spocteme druhé parcidlni derivace a matice f” a f"(a).
Plati

fh =4e*(z+y* + 2y + 1), fi, = 4e**(y + 1), f}), = 2e*".

Odtud plyne, ze
7= 4e¥(x+y> +2y+1) 4e*(y+1) £(a) = 2¢ 0
- 4e**(y +1) 2e%” ’ L0 2 )¢

Urcime hlavni minory matice.
Plati D;(a) = 2e > 0, Da(a) = 4e? > 0. Podle kritéria nastava v bodé a lokalni minimum funkce f.
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7 Vazané a globalni extrémy

61. Piiklad Vysetfete vazané extrémy funkce f(z,y) =zy —x +y — 1 s vazbou = +y = 1.

Reseni Uvedme dva zptisoby FeSeni této tlohy:
a) Z vazby x + y = 1 lze jednozna¢né vyjadfit y. Plati y = 1 — 2. Dosadime tento vztah do zadané
funkce f(x,y) = zy — z + y — 1. Tim vznikne funkce

F(z) = f(z,1 —2) = —2* — =

Zadanou tlohu jsme tak pfevedli na ekvivalentni tlohu o nalezeni lokdlniho extrému funkce F(z) =

= —1? — z. Plati F'(z) = —2z — 1. Derivaci polozime rovnu nule a nalezneme staciondrni bod = = —1.
Protoze F'(z) = —2 m4 F v bodé z = —1 lokalni maximum. Dopoéitdme y = 1 — (—3) = 2. Odtud
plyne, Ze f ma v bodé [—%7 %] vazané lokalni maximum. Hodnota maxima je %.

b) Ulohu fe$me nyni pomoci Lagrangeovy funkce. Plati
L(z,y)=ay—xc4+y—1+ Az +y—1).

Spocteme parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskame spolu s vazbou soustavu t¥i rovnic o tfech
neznamych x,y, \. Plati

L=y—1+A=0,
L,=z+14+X=0,
rz+y—1=0.

Z prvnich dvou rovnic vyjadiime A. Plati A =1 -y, A = —1 — z. Odtud = — y + 2 = 0. Ze tfeti rovnice

dosadime za y = 1 — = a snadno dostavame jediny stacionarni bod a = [f% %] pro A = f%.

Spocteme druhé derivace Lagrangeovy funkce. Plati L}, =0, L}, = 1, Ly, = 0. Odtud plyne

vy
"o rn o 0 1
L"=L"(a) = ( 10 .
Urcime hlavni minory matice.

Plati Di(a) = 0, Da(a) = —1. Podle kritéria nelze rozhodnout. VySetfime podrobné okoli bodu a.

Ziejmé pro A = —1 je L (—3,3) = ;. Necht (u,v) je libovolny (tzv. piiriistkovy vektor). Spocteme
L ([—%, %] + (u, v)) =uv + %. Je zfejmé, ze vyraz uv + % muze nabyvat hodnot vétsich nez % i mensich

nez %. Odtud plyne, ze Lagrangeova funkce L nema ve zkoumaném bodé lokalni extrém. O existenci
vazaného extrému nelze z této informace nic usuzovat.

62. Piiklad Vysetiete vazané extrémy funkce f(x,y) = x +y s vazbou 2 + y? = 288.
Reseni Sestavime Lagrangeovu funkci. Plati
L(z,y) = = +y + Ma? +y* — 288).

Spocteme parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskame spolu s vazbou soustavu t¥i rovnic o tfech
neznamych x,y, \. Plati

L =1+2\z=0,
L, =1+2xy =0,

x? 4 9% = 288.
Z prvnich dvou rovnic plyne z =y a A = —ﬁ. Dosazenim do vazby dostavame z = +12. Nalezli jsme dva
stacionarni body Lagrangeovy funkce a; = [12,12] pro A = —i aag = [—12,—12] pro A = 2—14. Spodteme

matice L", L"(a1), L" (az). Plati L7, = 2\, Ly, =0, Ly, = 2)\. Odtud plyne
" 2)\ 0 1! _ 7% 0 1! _ % O
L" = ( 0 2)\ 5 L (Cll) = 0 71712 5 L (a2) = 0 % .
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Uréime hlavni minory matic.

Plati Dl(al) = —% < 0, Dg(al) = ﬁ
funkce L a tedy vazané maximum funkce f.

Daéle Dy (az2) = 1—12 > 0, Da(ag) = ﬁ > 0. Podle kritéria nastava v bodé as lokalni minimum funkce L

a tedy vazané minimum funkce f.

> 0. Podle kritéria nastava v bodé a; lokalni maximum

63. Piiklad Vysetiete vazané extrémy funkce f(x,y) = In (zy) s vazbou x? + y? = 2.

Reseni Sestavime Lagrangeovu funkci. Plati
L(z,y) = In (zy) + AMa® +y° = 2).

Spocteme parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskdme spolu s vazbou soustavu t¥i rovnic o tfech
neznamych x,y, \. Plati

1
L == +2\x =0,
X

1
Ly = +2y =0,

2?4 y? =2
Z prvnich dvou rovnic plyne A = —ﬁ = —ﬁ. Odtud 22 = 32 Dosazenim do vazby dostdvame x = +1.
Nalezli jsme Gtyfi FeSeni soustavy rovnic a; = [—1, —1],a2 = [1,1],a3 = [-1,1],a4 = [1,—1] pro A = f%.

Pozor! Body a3, a4 ¢ DL = D f.V dalsim vySetfovani se tedy staci omezit pouze na body a1, as. Spocteme
matice L, L"(a1), L" (a2). Plati L, = — 25 + 2\, Ly, = — 5 + 2A, L, = 0. Odtud plyne

1
, [ —E+20 0 N A B
L‘( 0 Lt ) Ple)=Lle)={ o , )

Uréime hlavni minory.
Plati Dy(a1) = Di(az) = —2 < 0, D3(a1) = D2(az) = 4 > 0. Podle kritéria nastdva v bodech aq,as
lokalni maximum funkce L a tedy vazané maximum funkce f.

64. P¥iklad Vysetiete vazané extrémy funkce f(x,y) = 6z + 6y s vazbou 22 + y3 = 16.
Reseni Sestavime Lagrangeovu funkci. Plati
L(z,y) = 6z + 6y + \(z* + y* — 16).

Spocteme parcialni derivace, polozime je rovny nule a ziskdme spolu s vazbou soustavu t¥i rovnic o tfech
neznamych x,y, \. Plati

L), =6+ 3\x* =0,
2
L, =6+3\y> =0,

23 +y® = 16.
Z prvnich dvou rovnic plyne A = —% = fy%. Odtud z? = 9% a y = 2. Dosazenim y = = do vazby
dostavame 223 = 16 a tedy x = 2. Nalezli jsme stacionarni bod a = [2,2] pro A = —%. Dosazeni y = —x

vede k rovnosti —16 = 0. Bod a je jediné feSeni soustavy. Spocteme matice L”, L"(a1), L"(ag). Plati
L, =6z, LY, = 6y, LY, = 0. Odtud plyne

w_ [ 6Ax 0 win =6 0
L< 0 6y )0 F@={ 0o 6 )
Uréime hlavni minory.

Plati Dy(a) = —6 < 0, D2(a) = 36 > 0. Podle kritéria nastava v bodé a lokdlni maximum funkce L
a tedy vazané maximum funkce f.
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65. Piiklad Uréete rozméry pravotihlé nadrze tvaru kvadru o objemu V = 32m? tak, aby dno a stény
mély co nejmensi povrch.

Reseni Oznacme z,y rozmeéry dna a z hloubku nadrze. Podle zadani mame minimalizovat povrch
nadrze P(z,vy, 2), je-li pfedepsan jeji objem V (z,y, 2) = 32m3. Méame tedy nalézt vdzané minimum funkce
P(x,y,z) = xy + 2xz + 2yz s vazbou V(z,y,2) = zyz = 32. Vazba je jednozna¢né fesitelnd vzhledem
k z. Plati z = %72! Ulohu na vézany extrém funkce P pievedeme na tlohu o lokalnich extrémech funkce

32 64 64
xy Yy T

Spocteme parciadlni derivace, poloZime je rovny nule a ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezné-
mych x,y. Plati

—64

—64

Z prvni rovnice plyne y = %;1. Dosazenim do druhé rovnice dostavame x — g =0. Odtud z =0V z =4.
Ziejmé x = 0 nevyhovuje zadani ulohy.
Nalezli jsme jediny stacionarni bod a = [4,4]. Dopoéitdme z = 32 = 2. Spo¢teme matice f”, f”(a).

44 =
Plati f, = 28, f}) = %, 2y = 1. Odtud plyne

| 2 1
" o__ 3 1 _
re(F e ) re=(1s)
Urc¢ime hlavni minory.

Plati Dy(a) = 2 > 0, Da(a) = 3 > 0. Podle kritéria nastava v bodé a = [4,4] lokalni minimum
funkce f a tedy v bodé [4, 4, 2] vdzané minimum funkce P. Rozméry nddrZe jsou 4m X 4m x 2m.

66. Priklad Urcete rozméry kvadru tak, aby soucet délek jeho hran byl 96cm a jeho objem byl
€O nejvetsi.

Reseni Ozna¢me z, y, z rozméry kvadru. Podle zaddni mame maximalizovat objem V (z,y, 2), je-li
predepséno, ze 4x + 4y + 4z = 96, tj. ze soucet délek hran kvadru je 96cm. Mame tedy nalézt vazané
maximum funkce V(z,y, z) = zyz s vazbou 4x + 4y + 4z = 96. Vazba je jednoznacéné fesitelna vzhledem
k z. Plati z = 24 — 2 — y. Ulohu na vazany extrém funkce V pfevedeme na tilohu o lokalnich extrémech
funkce

flay) =V(e,y,24 -z —y) =zy(24d -z —y).

Spocteme parcialni derivace, poloZime je rovny nule a ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezna-
mych x,y. Plati

fo=y2d—2—y)—ay=0,
fo=z(24—x—y)—ay=0.

Trividlni feseni, kdy « = 0 V y = 0 nebudeme uvazovat. Soustavu lze tak prevést na tvar

2z +y = 24,
T+ 2y = 24.

Snadno nalezneme jediné feSeni a = [8, 8]. Dopoc¢itame z = 24 — 8 — 8 = 8. Spocteme matice [, f"(a).

Plati f;\, = =2y, f;, = —2x, f;}, = 24 — 2z — 2y. Odtud plyne

" —2y 24 —2x — 2y " ([ —-16 -8
/ _(24—21‘—23/ —2u W= % g6 )
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Uréime hlavni minory.
Plati Dy(a) = =16 < 0, D2(a) = 192 > 0. Podle kritéria nastava v bodé a = [8, 8] lokalni maximum
funkce f a tedy v bodé [8, 8, 8] vdzané maximum funkce V. Rozméry kvadru jsou 8cm X 8cm x 8cm.

67. P¥iklad Urcete rozméry oteviené nadrze tvaru kvadru tak, aby pfi daném povrchu P = 108m?
méla co nejvétsi objem.

Reseni  Ozna¢me z,y rozméry dna a z hloubku nadrze. Podle zad4ni mame maximalizovat objem
nadrze V(zx,y, z), je-li pfedepséno, Ze zy + 2yz + 2zz = 108. Mame tedy nalézt vidzané maximum funkce
V(x,y,z) = xzyz s vazbou xy + 2yz + 2xz = 108. Vazba je jednoznacéné fesitelnd vzhledem k z. Plati

08—y {lohu na vézany extrém funkce V pfevedeme na tilohu o lokalnich extrémech funkce

= 2ty

2(x +y) 2(x +y)

Spocteme parciadlni derivace, polozime je rovny nule a ziskdme soustavu dvou rovnic o dvou nezna-
mych z,y. Plati

—y?(2? + 22y — 108)

!
= - O
SR TR |
f = —2?(y? + 2zy — 108) 0
v 2(x +y)? o

Trividlni feseni, kdy x = 0V y = 0 nebudeme uvazovat. Soustavu lze tak pfevést na tvar

2?2 4 2zy = 108,
y? + 2zy = 108.
Odtud plyne, Ze x = y a 322 = 108. Tedy = = 6. Nalezli jsme jediny stacionarni bod a = [6, 6]. Dopo¢itame
_108—36 __ M . 1"oopn coenr _ —yt=108y% ey —2*—10822 en
z= Tzs, = 3.2 S2p0c26me matice f”, f"(a). Plati f)/ = T fuy = W, oy =
= 108”_9”(;’;;% YY" (Odtud plyne
—y4—108y2 108zy—m3y—3w2y2—wy3 3 3
" — z+y)3 (z+y)3 " _ - -3
f - ( 1081;y—x<3y—31;2y2—1;y3 —2%-108z> ) ’ f (a) - < _3 _32 )
(z+y)? (z+y)® 2

Urc¢ime hlavni minory.
Plati Di(a) = =3 < 0, D2(a) = 2 > 0. Podle kritéria nastavé v bodé a = [6, 6] lokalni maximum
funkce f a tedy v bodé [6, 6, 3] vAzané maximum funkce V. Rozméry nadrze jsou 6m x 6m x 3m.

68. Priklad Urcete rozméry valce o nejvéts§im objemu, jestlize jeho povrch je 6rdm?.

Reseni Ozna¢me r,v polomér a vysku valce. Podle zadani mame maximalizovat jeho objem
V(r,v), je-li pfedepsano, ze povrch valce je P(r,v) = 6mdm?. Mame tedy nalézt vazané maximum funkce
V(r,v) = 7r?v s vazbou P(r,v) = 27rv + 27r? = 6. Po tpravé ma vazba tvar rv + r?2 = 3. Vazba je
3—r2

jednoznacné fesitelnd vzhledem k v. Plati v = . Ulohu na vézany extrém funkce V pfevedeme na

ulohu o lokalnich extrémech funkce

312
f(r)=V (r, > =7r(3 —r?).
T
Spocéteme
f'(r) =n(3 —r?) —2nr* = 31 — 3772,
Derivaci polozime rovnu nule a ziskdme rovnici 3 — 3r2 = 0. Odtud plyne r = +1. Zfejmé feseni r = —1
nevyhovuje. Jediny stacionarni bod je r = 1. Z vazby dopoéitdme v = 2. Spoéteme f”(r) = —67r

a f"”(1) = =67 < 0. Odtud plyne, 7e v bodé r = 1 nastéva lokalni maximum funkce f a tedy v bodé [1, 2]
vazané maximum funkce V. Rozméry valce jsou » = 1dm, v = 2dm.
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69. Piiklad f(x,y) = 22% + 422 + y? — 22y na mnoziné Q ohranicené kiivkami y = 22 a y = 4.

Reseni Nejprve nalezneme lokalni extrémy funkce f(z,y) = 223 + 422 + y? — 2xy. Spocteme
parcidlni derivace

fh =624 8z —2y =0,
f;:2y72:17:0

a nalezneme stacionarni body. Ze druhé rovnice plyne y = z. Po dosazeni do prvni rovnice dostavame
z(z + 1) = 0. Odtud plyne a; = [0,0],a2 = [-1, —1]. Pfitom a; € h(Q) a az ¢ Q. Funkce f tedy nema
uvnitt  lokalni extrém.

Hranice mnoziny 2 je tvofena dvéma kiivkami. VySetieni hranice h(2) se tedy rozpadd na vyfeSeni
dvou tloh na vazané extrémy s funkci f a vazbami Vi : y = 4, Va : y = 22. Je zapotiebi zvlast vyset¥it body
A = [-2,4], B = [2,4], které jsou priniky vazeb V; a Va. Ulohy f,V; a f, Vs prevedeme na ekvivalentni
ulohy nalezeni lokalnich extrému funkci jedné proménné.

Uloha f,V; je ekvivalentni tloze nalézt lokalni extrémy funkce

Fy(z) = f(v,4) = 22° + 42 — 82 + 16.

Plati F{(z) = 62%+8z—8 = 6(x+2)(z— 2). Stacionarni body jsouz = —2 a z = 2. Déle F{'(z) = 12z+8.
Odtud Fy'(—2) = —16. Tedy v z = —2 je maximum funkce F; a v A = [—2,4] vdzané maximum f.
Podg)bné spocteme, Ze v bodé a = [%, 4] dochézi k vazanému minimu f.

Uloha f, V5 je ekvivalentni tloze nalézt lokalni extrémy funkce

Fy(z) = f(x,2?) = 2* + 422

Snadno se zjisti, Ze tloha f, Vo mé vézané minimum v bodé b = [0, 0]. Spocteme funkéni hodnoty v na-
lezenjch bodech. Plati f(a) = 222, f(b) = 0, f(A) = 32, f(B) = 16. Odtud M = {0, 322,16, 32}. Tedy
max f(2) = max M = 32 a nastavd v bodé A a min f(Q) = min M = 0 a nastava v bodé b.

70. P¥iklad f(z,y) = 22 +4? — 22 — 4y + 1 na mnoziné Q : A = [0,0], B = [3,0],C = [0, 5].

Reseni Nalezneme lokalni extrémy funkce f(z,y) = 22 + y? — 2z — 4y + 1. Spocteme parcidlni
derivace f, = 2z —2 a f, = 2y — 4 a nalezneme stacionarni bod a = [1,2]. Matice druhé derivace je
2 . . . ) o (o (1o

rovna [’ = f"(a) = 0 20 ) . Hlavni minory této matice jsou kladné a proto v bodé a nastava lokalni

minimum funkece f. Plati f(a) = —4. Tedy A = {—4}.
Hranice mnoziny {2 je tvofena tfemi tGseckami. VySetfeni hranice h({2) se tedy rozpadd na vyfeSeni
t¥1 tloh na vazané extrémy s funkci f a vazbami

Viiy=0,
Vo i bx 4+ 3y = 15,
Vi:x=0.

Zv1ast vysetiime body A, B, C, které jsou priniky rtznych vazeb. Ulohy f,V;, kde i = 1,2, 3 pievedeme
na ekvivalentni tlohy nalezeni lokalnich extrému funkci F;, kde

Fi(z) = f(,0) = 2* — 20 + 1,

Fy(z) = f(z,155%2) = 342 — 122 4 6,
Fs(y) = f(0,y) =y* —dy + 1.

Snadno se zjisti, ze tloha f,V; ma vdzané minimum v bodé a; = [1,0]; f, Vo mé vdzané minimum
v az = [0,2]; f, V3 mé vdzané minimum v a3 = [%, %]. Spoc¢teme funkéni hodnoty v nalezenych bodech.

Plati f(a’l) = 07f(a2) = _37f(a3) = _%7.]((14) = 17f(B) = 47f<C) = 6. Odtud B = {07 _37 _%a 17476}
M = {-4,0,-3,-%2,1,4,6}. Odtud max f(Q) = max M = 6 v bodé C. Dale min f(Q) = min M = —4

v bodé a.
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8 Implicitni funkce

71. Piiklad Spoététe 3’ a v, je-li 22 — 2zy + 33 = 0.

Reseni Prvni derivaci 3’ uréime obéma moZnymi metodami.
a) Nejprve podle vzorce
b fa o 202y 2y—2z
v= [l 243y 3y? -2z

b) Druh4 moZnost vipoctu spociva ve zderivovani dané rovnice z2 — 2xy + 32 = 0 podle x, pficemz y
povazujeme za funkci proménné z. Plati

22 — 2y — 227 + 3%y = 0.

gz / « P /I 2y—2zx
Vypocitadme y’ a opét dostavame y' = 373

Nyni pfistupme k vypocétu druhé derivace y”.
Tu podle vzorce urcéovat nebudeme. Pro vypocet druhé derivace budeme vzdy pouzivat metodu derivovani
rovnice podle z. Vztah 2z — 2y — 229’ + 3y%y’ = 0 znovu zderivujeme podle x. Plati

2 — 2y — 2y — 22" + 6yy'y +3y*y" = 0.
Rovnici upravime a vypoc¢teme 3”. Dostédvame

= W =26y’
3y3 — 2z

72. Piiklad Spoctéte v’ a y”, je-liz +y —e* ¥ = 0.

Reseni Vzorec pro vypocet 3’ je vhodné pouzit, pokud nemusime uréovat derivace vyssich fad.
Pouzijeme tedy k vypoctu druhé metody. Rovnici  + y — e* ¥ = 0 zderivujeme podle z. Plati

14y — —e*Y(1—-9)=0.
Odtud po tpravé plyne
e Y —1
et~ ¥ +1°

Druhou derivaci y” funkce dané implicitné ziskdme dalsim derivovanim vztahu 14y’ —e*~¥(1—¢') = 0.
Plati

/

y:

y// _ ex—y(l _ y/)2 _ em—y(_y//) = 0.
e V(1 —y')’

Z posledni rovnice jiz vypocitdme y”. Dostédvame 3" = P
pr

73. Piiklad Spoététe 3’ a v, je-li 2y + y? — ze® = 0.

Reseni Postupujme jako v pfedchozi tloze. Prvni derivaci rovnice zy + 32 — xe® = 0 dostavame

y+ay +2yy — e — ze® = 0.
Odtud plyne
J = e* +uxe” —y
204+
Druhym zderivovanim dostaneme
y/ +y/ —|—3:y” + 2y/y/ +2yy// e — % — e = 0.

2e® + we® — 2y’ — 2(y')?
2y +x '

Vztah upravime a vypoc¢itdme y”. Plati ¢y’ =
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74. Piiklad Spoététe a upravte y”’, je-li 22 —y? — 1 = 0.

Reseni Rovnici 22 — y2 — 1 = 0 t¥ikrat zderivujeme podle z. Pro prvni derivaci plati
/ / T
2z —2yy’ = 0. Odtud y' = —.
Y

Druhou derivaci rovnice dostévame

1 _ AV
2 —2y'y —2yy” =0. Odtud ¢y’ = W)
Ze tfeti derivaci rovnice dostavame
6 1,01
4’y — 2y" — 2y’ = 0. Odtud ¢ = — vy
Y

Po dosazeni za y' a y” a kratké tpravé ziskdme

" 6{E($2 B y2)
yr=——"
Y

75. P¥iklad Urdete, zda je funkce dand implicitné rovnici 22 + y2? — 5 = 0 rostouci v bodé [0, —2].
Reseni Rovnici 2%Y + y? — 5 = 0 zderivujeme podle x. Plati

In2.-y-2%

In2-2% Y+2yy' =0. Odtud ¢y = ————F———.
n (y+xy') +2yy’ =0. Odtud y 5yt Ing. x. 20

Nyni dosadime soufadnice zadaného bodu [0, —2] do 3’ a ziskdvame

In2(—2)2° 1
'(0) = — = —-In2.
YO =5 Tme 0.2~ 2

Protoze je derivace ve vySetfovaném bodé zapornd, je funkce dana implicitné v tomto bodé klesajici.

76. Piiklad Spoctéte rovnici tecny ke grafu funkce dané implicitné rovnici 2°+y° —2zy = 0 v bodé [1, 1].
Reseni Pfedné rovnice teény ke grafu funkce y = y(z) v bodé [zg, yo] je ddna vztahem

Y—Yo = y/(ifo)(x — Z0).

Ze zadéni tlohy plyne xg = 1 a yo = 1. K vyTeSeni tlohy tedy sta¢i uré¢it hodnotu derivace y'(1). Rovnici
2® 4+ ¢ — 22y = 0 zderivujeme podle z. Plati

2y — ba*
52 + 5yty’ — 2y — 22/ = 0.. Odtud 3 = Yo%
S5yt — 2x
* 2-5
1) =" =—1.
yA)=r—
Dosadime do rovnice teény. Plati y — 1 = —1(z — 1). Po tpravé dostavame x +y — 2 = 0.
77. Piiklad  Spoctéte rovnici teény ke grafu funkce dané implicitné rovnici e*V + siny + y? = 1
v bodé [2,0].
Reseni Postupujeme analogicky jako v pfedchozim prikladu. Ze zadani tlohy plyne xzy = 2

a yo = 0. Uréime hodnotu derivace y(2). Rovnici e®¥ + siny + 32 = 1 zderivujeme podle x. Plati

e™(y+ay') +cosy -y + 2yy = 0.
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Odtud ¢’ = % a y'(2) = 0. Po dosazeni dostavame, Ze rovnice teény je y = 0.

78. Piiklad Spoc¢téte rovnici norméaly ke grafu funkce dané implicitné rovnici zy + lny — 1 = 0
v bodé [1,1].

ReSeni  Piedné rovnice normaly ke grafu funkce y = y(z) v bodé [x¢, o] je dana vztahem

1
Y—Y = —m(x — o).
Ze zadani tlohy plyne zy = 1 a yo = 1. K vyfeseni tlohy tedy opét sta¢i urcit hodnotu derivace y'(1).
Rovnici zy+1In y—1 = 0 zderivujeme podle x. Plati y—l—xy’—l—%y’ = 0. Odtud ¢y’ = % ay'(l) = % =-1
Dosadime do rovnice normaly. Plati y — 1 = =L (z — 1). Po tpravé dostavame 2z —y — 1 = 0.

1
2

79. Piiklad Rozhodnéte, zda je funkce dana implicitné rovnici 23 + y®> — 2zy = 0 konvexni nebo
konkévni v bodé [1,1].

Reseni Abychom rozhodli, zda je funkce dan4 implicitné rovnici 2% + 33 — 22y = 0 konvexni nebo

konkdvni v bodé [1, 1], musime spocitat hodnotu derivace y”(1). Zadanou rovnici zderivujeme podle z.

2y — 3z?

Plati 322 + 3y%y — 2y — 2zy/ = 0. Odtud ¢ = 3227; a tedy ¢/(1) = 222 = —1. Z tohoto vysledku

y2 — 2z

lze usoudit, ze funkce je v bodé zy = 1 klesajici. Nyni zderivujeme zadanou rovnici podruhé. Plati
6z + 6yy'y’ + 3y2y" — 2y — 2y’ — 2zy” = 0. Odtud

) = 4y’ — 62 — 6y(y')? B 4(-1)—6-1-6-1-(-1)2

(1) = = —16.
3y? — 2x ’ (1) 3-12-2-1 6

Protoze je druhé derivace zaporna, lezi graf funkce v okoli bodu [1,1] pod te¢nou a tedy funkce je v bodé
zo = 1 konkévni.

80. Piiklad Naleznéte lokdlni extrémy funkce dané implicitné rovnici In /22 4- y2 — arctg £ = 0.

Reseni Nejprve vypocteme y'. Rovnici In /22 + 32 — arctg £ = 0 zderivujeme podle .

Plati \/w;ﬂﬂ . 2\/m12+y2 2z +2yy') — 1+(11)2 (£ — %) = 0. Vztah upravime. ;jfgz — % = 0atedy

ztytyy' oy’ ) Odtud plyne x +y+yy —axy =0ay = % Podobné dojdeme k vysledku podle

x24y?
vzorce
t = 1 Ty
, B Rty a4 y? 1+(2)* a2 w24y a4y xty
YT R T 1 Y S e S A
V2 +y: JaRtr 1+(E)? a 2 4y? x?4y?
Ve druhém kroku nalezneme stacionarni body, tj. body, pro které plati 4’ = 0. Z pfedchoziho vypoctu
ale plyne, Ze 3y’ = 0 pravé kdyz x +y = 0, tj. y = —z. Dosazenim do zadané rovnice dostaneme

In V222 — arctg (—1) = 0. Odtud plyne Inv2[z| + Z = 0. Odlogaritmovanim ziskdme v/2[z| = e™ %

.

alz| = 7+ Nalezli jsme dva staciondrni body

)

™

4

_ e 4 _ e
S1=—"7 as2= 5

Ve tietim kroku uré¢ime druhou derivaci 3”. Rovnici  + y + ¢’y — y’x = 0 znovu zderivujeme podle z.
) +1 _20°+y?)

Plati 1+ 5 + "y + (v')?> — 3"z —y = 0. Odtud plyne, Ze 3" = . Posledni rovnost

z—y (x —y)?
vznikla dosazenim g’ = i—fz V zavéreéném kroku pomoci druhé derivace rozhodneme, zda v bodech S;
252 1
a Sy dochdzi k lokdlnim extrémtm. Pro bod s; plati y”(s1) = % = — < 0. Podobné pro
1 (31 - (—81)) 281
bod sy plati y”(s2) = 3ae > 0. Tedy v bodé s; dochézi k lokdlnimu maximu a v bodé sy k lokdlnimu
52

minimu implicitni funkce.
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Cast II
Integralni pocet funkci vice proménnych

9 Dvojny integral - Fubiniho véta

81. Piiklad Spoctéte [[ 2¥ dzdy, kde @ = (0,1) x (1,2).
Q

Reseni Integracni obor 2 je ¢tverec, tj. dvojrozmérny interval (0,1) x (1,2). Viz Obrazek 11.
Aplikujeme Fubiniho vétu. Oblast 2 budeme uvaZovat jako oblast typu (y, x).
Y
) Q
1
B R e
1 T

Obrazek 11: Q= (0,1) x (1,2)

2 1 2 e 1 2 2
fgfla:ydxdy:{(Jzydz)dy:lf[y_H}ody:lfy%dy: {ln|y—|—l|}1 =mIn3-Im2=I3

V piipadé, ze oblast 2 budeme chépat jako oblast typu (z,y), narazime pfi vypoétu na integral

12_ , o v - y
fo odx, ktery nelze vyfesit v mnoziné elementarnich funkei.

82. P¥iklad Spoctéte [[ z?ye™ dzdy, kde Q = (0,1) x (0,2).
Q

Reseni Integracéni obor 2 je obdélnik (0,1) x (0,2). Postupujeme analogicky jako v pfedchozim
pfikladu. Aplikujeme Fubiniho vétu. Oblast Q budeme uvazovat jako oblast typu (z,y).

Y

2y 2

1 T
Obrazek 12:  Q =(0,1) x (0,2)

1

[ 2*ye*vdady = [ (f02 xzye“:ydy> dz =
Q 0

u =2y, 2

/ Ty

/
Uy
v, =e", v

==z
1ozy
T

1 2 2
= zye®™| —x [ e®dy |dz =
S |2y [ e*vdy
0 0 0
1 9 1 1 1 1 1
= [(:cy - l)emy} de = [(2z—1)e** +1dx = [2ze** dz+ [e* dz + [ dz = [xeh’ —e%r — x] =2.
0 0 0 0 0 0 0

83. Priklad Spoctéte [[ zy? dzdy, kde 2 je uréena vztahy 22 + y> =1 <0,z +y —1 > 0.
Q

Reseni Integrac¢ni obor 2 je ohranien pfimkou a kruznici. Viz Obrazek 13. Oblast 2 je typu
(x,y) i (y,z). Zvolme typ (x,y). Plati Q = {[z,y];0 <2 < 1,1—z <y < V1 — 22}. K v§pocétu pouzijeme
Fubiniho vétu.

2 i Lo 2 fla 5| Vi—? ! 3 1
fga:ydxdyzof lf zy*dy dx:{{gxy}l_ dz:of%(«/(l—aﬂ)?’—(l—x))dz:%.
-z
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Obrazek 13: Q:224+42-1<0,z4+y—-1>0

Zvolime-li typ (y,x), pak Q@ = {[z,y;0 <y <1,1—y <z < /1 —y2}. V tomto pfipadé vede vypocet
na jednodussi integral.
1 [ V1i-v? 1

1—y2 1
[fayrdedy=[| [ aoytde | dy=[[3a%2]" " do= [(* - y*)dy = 5.
Q 0 1—y 0 1-y 0

84. Priklad Spoctéte [[y dzdy, kde 2 je urdena vztahy 22 —y+2 =0,z +y — 4 = 0.
Q

ResSeni  Integrac¢ni obor € je ohrani¢en piimkou a parabolou. Viz Obréazek 14. Popisme obor Q jako
oblast typu (z,y). Krajni meze z-ové soufadnice oblasti ziskdme jako z-ové soutadnice prisecikti piimky

a paraboly. Resime 22 +2=4—2. Odtud 2?2 +x —2=0az; = -2, 29 = 1. Plati Q = {[z,y]; -2 < 2 <
<Lz?+2<y<4-z}

Obrazek 14: Q:2?2 —y+2=0,z+y—4=0

Iy dwdy = fQ (frw dy) do= J 37

)
85. Piiklad Spoctéte [[ zy dady, kde Q je uréena vztahy zy = 1,22 + 2y — 5 = 0.
Q

Reseni Integracni obor () je ohranicen piimkou a hyperbolou. Viz Obrazek 15. Popisme obor (2
jako oblast typu (z,y). Krajni meze z-ové soufadnice oblasti ziskdme jako z-ové soufadnice priise-

¢ikt pifmky a hyperboly. Resime 2 (§ —:E) = 1. Odtud 222 — 52z +2 =0a z; = i, 25 = 2. Plati

2 L
Q= {[z,y}i3 <2< <23 <y<§ -z}

S 2 5_z 2
jga:ydxdyzfg < Ik xydy) dar::f[%xyﬂl dx:%lf(x(g—x)—%)dxz%—lnl

86. Piiklad Spoctéte [[ev dady, kde Q je urCena vatahy = = 0,y = 1,y = 2,3% = z.
Q

Reseni Integracéni obor 2 je ohrani¢en pfimkou a parabolou. Viz Obrazek 16. Popisme obor 2
jako oblast typu (y, ). Plati Q = {[z,y];1 <y <2,0 <y < y?}.
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By

Obrazek 15: Q:zy=1,2x+2y—5=0

Obrazek 16: Q:x=0,y=1Ly=2,y° ==z

[[evdazdy = [ | [evda | dy = f{yeﬂ}y dy = [(ye? —y)dy = |ye¥ —e¥ — 1y?| =e?— 2
Q 1 \0 1 0 1 1

87. Priklad Spoctéte [[ 5 dady, kde Q je uréena vztahy 1 < z < y < 3.
Q¥

Reseni Integracéni obor ) je ohranicen tfemi pfimkami. Viz Obréazek 17. PopiSme obor 2 jako
oblast obou typt. Pro typ (x,y) plati Q = {[z,y];1 <z < 3,2 <y < 3} a pro typ (y,z) plati Q =
={[z,y];1 <y < 3,1 < <y}. Vypolet provedeme pro oba typy.

U N
3 ,

2
88. Priklad Spoctéte [[ :% dzdy, kde  je uréena vztahy z = 2,y = z,zy = 1.
QY

Reseni Integracni obor €2 je ohranicen dvéma pfimkami a hyperbolou. Viz Obrazek 18. Popisme
obor € jako oblast typu (z,y). Plati Q@ = {[z,y];1 <2 < 2,1 <y <z}

) 2 & 20 Lo 2
fg;—zdxdyzlf(lf‘;—zdy)dxzlf[—%]%dxzf(x:”—x)d:c: [ix‘l—% 2}12%
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1 2 T

Obrazek 18: Q:zx=2,y=z,2y =1

89. Pfiklad Spoctéte [ dzdy, kde Q je urdena vztahy z +y =4,z +y = 12,y? = 2.
Q

ResSeni  Integra¢ni obor € je ohrani¢en dvéma piimkami a parabolou. Viz Obrazek 19. Je ziejmé, ze
obor 2 je nutné rozdélit na dveé ¢asti 2 a Qs tak, ze Q = Q;UQ,. Oblasti Q1, s popiseme jako oblasti typu
(z,y). Plati Oy = {[z,9y];0 <2 < 84— <y <2z} aQs={[z,y;8<z<18 -2z <y <12 —z}.

Obrazek 19: Q:z+y=4,0+y=12,9%2 =2z

8 [\V2zx 18 [ 12—x 8 18
ffdxdyszdxdy—kffdxdyzf(f dy)dx—&-f( J dy)dx:f(\/ﬂ+x_4)dx+f(\/ﬁ—
Q Q1 Qo 2 \4-=z 8 \—v2z 2 8
—z+12)de = T + 122 =62

90. Priklad Spoctéte [[ siny? dzdy, kde Q je uréena body A = [0,0], B = [9,3],C = [1, 3].
Q

Reseni Integracni obor €2 je ohranicen pfimkami. Viz Obrazek 20. Obor ) popiseme jako oblast
typu (y,z). Plati Q = {[z,y];0 <y < 3, %y <z < 3y}. Volba typu (z,y) vede k rozdéleni oblasti na dvé
¢asti a navic k integalu [ sin y? dy. Tento integral nelze vyfesit nad mnoZinou elementarnich funkci.

)

2
30 B
LA e

Obrazek 20: Q:A=10,0],B=19,3],C =1[1,3]

3 [ 3y 3 3 —
2 _ 2 _ 2 _ 4 23, —
jgcosy dxdy—(!(gcosy da:)dy—bf[a:cosy] dy—3{2ycosy dy—‘ 05039

9 9
=% [costdt = %{sint}o = %sin9.
0

RNDr. Jiii Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



Trojny integral - fesené piiklady 37

10 Trojny integral - Fubiniho véta

91. P¥iklad Spoctéte [[[ = 4+ y dedydz, kde Q = (0,1) x (0,2) x (0,3).
Q

Reseni  Integracni obor Q = (0, 1) x (0,2) x (0, 3) je trojrozmérny interval (kvadr). Viz Obrazek 21.
K vypoc¢tu pouzijeme Dirichletovu vétu. Specidlni verzi véty ale nelze pouzit, protoze integrand neni ve
tvaru soucinu.

Obrazek 21: Q= (0,1) x (0,2) x (0, 3)

/Q//x+ydxdydz=/01 </02(/03x+ydz>dy>dx:/01 (/OQ[J;HyZEdy)dI:

2 1

1 2 1 1
1 1
:3/ </ Q:erdy)d:c?)/ [azy+y2} dx:3/ 2x+2dx6[1’2+x} =9.
0 0 0 27 ]y 0 2 0

92. Piiklad Spoététe [[f #2dzdydz, kde Q je étyistén A = [0,0,0], B = [1,3,0],C = [0,3,0],D = [1,3,2].
Q

Reseni Integracni obor 2 je ¢tyfstén ABCD. Viz Obrazek 22. Nejprve musime ¢tyfstén zapsat
pomoci nerovnosti jako oblast n&jakého typu. Oblast € je libovolného typu. Lze zvolit tedy typ (z,y, 2).
Plati Q = {[z,y,2];0 <2 < 1,32 <y < 3,0 < z < 2z}. K vypodtu pouzijeme Fubiniho vétu.

Obrazek 22: Q= {[z,y,2];0<2<1,32 <y <3,0<z< 2}

///x2dxdydz=/01 </3i(/021x2dz)dy) dxz/ol (/3137%}?@;) do =

Q
1 3 1 L )
1 1
0 3z 0 T 0 1 z . )

RNDr. Jiii Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006




Trojny integral - fesené piiklady 38

93. Piiklad Spoctéte [[[ ay + z dadydz, kde : 0 <2 <1,0<y<1l—-=z,z+2y+2z=2.
Q

ReSeni  Integrac¢ni obor Q je jehlan. Viz Obrazek 23. Oblast € je libovolného typu. Lze zvolit tedy
typ (x,y,2). Plati Q = {[z,4,2];0 <2 <1,0<y <1—-2,0<z<2—x—2y}. K vypoftu pouZijeme
Fubiniho vétu.

Obrazek 23: Q:0<x<1,0<y<l—z,24+2y+2z=2

1 l1—x 2—x—2y 1 11—z 22 2—x—2y
///xy+zdxdyd2:/ (/ (/ nyrzdz)dy)dx/ / [:Uszr} dy | doe =
J 0 0 0 0 0 2 ]y

N 1 /1 1 2 2 13
= 22 -2 (2 —x — 29)? = Zat o282 = ==,
/0 (/0 xy(2 —x y)—|—2( x — 2y) dy)dx /0 <6x g% 3x—|—3> dz 10

94. Piiklad Spoctéte [[f x::__i/dxdydz, kde Q:2=0,y=0,0<2<4,z+y=3.
Q Z
Reseni Integrac¢ni obor 2 je hranol. Viz Obrazek 24. Obor () zapiSeme pomoci nerovnosti jako
oblast typu (z,y, ). Plati Q = {[z,y,2];0 <2 <3,0<y <3 —2,0 <z <4},

q‘ x

P

-1

v 3]s
~

Obrazek 24: Q:2=0,y=0,0<z<4,z4+y=3

/Q//ziidxdydz: /03 </03—z (/04 iiidz)d?l) do — /03 </03_I [(x+y)1n|2+4|}2dy> dz =

3—x

3 3—x 3 1 3 1
:1n2/ / (x +y)dy dx:ln?/ ry + ~y° dlen?/ (3 —z)+ (3 —2)*dr = 9In2.
o \Jo 0 27 1o 0 2
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95. Pfiklad Spoctéte [[[ z dadydz, kde Q:z =1,z = /22 + 32
Q

Reseni Integracéni obor € je kuzel. Viz Obréazek 25. Obor 2 zapiSeme jako oblast typu (z,y, 2).
Plati Q = {[z,y,2]; -1 <2 <1,—V1—-22 <y <1 —x27\/x2—|—y2 <z<1}L

%
O

Obrazek 25: Q:z=1,2= /22 + >

1 V1—x2 1 1 V1—z2 22 1
///zd:cdydz:/ (/ (/ Zdz>dy) dxz/ (/ [} dy> dr =
J 1 \Jovizaz N ar e 1 \J-viem L 2] farge

1 1 V1—z2 1 1 1 1—22
= 5/ / 2(1 — 22 —yHdy | dz = 5/ {y(l —2?) — 3y3] dz =
-1 \J-vI=z 1

—V/1—x2
2 [* 3 T =sint
_ 4 a2 _
_3/_1\/(1 x?) dx —1—>—%7r,1—> -

NE

2 2 3 1
:3/_gcos4tdt:38’ﬂ':4ﬂ'

96. Priklad Spoctéte [[[ dzdydz, kde Q: 2z =10,z =1— 22 — y2
Q

ReSeni  Integra¢ni obor  je ohrani¢en paraboloidem a rovinou. Viz Obréazek 26. Obor § zapiseme
jako oblast typu (x,9,2) : Q= {[z,y,2]; -1 <2 <1,—V1-22<y<+V1-22,0<2<1—22—9%}.

X

Obréazek 26: Q:2=0,z=1—22—y?

4 [t 3 4 3 1
= — 1—2 == - . — = —1TT.
3/ v/ (1 —2a?)’de 337 = 35"

-1

///dxdydz - /11 (/Z (/Olmy dz)dy) dz = /11 {y(l —a%) - ;yS]_l_ﬂ dz =
Q
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97. Priklad Spoctéte [[ 2? dedydz, kde Q: 2 =0,z =2,2% + y? = 1.
Q

Reseni Integracni obor Q je valec. Viz Obrazek 27. Obor Q zapiSeme jako oblast typu (z,y, 2).
Plati Q = {[z,y,2]; -1 <2 <1,-V1—-22 <y <V1-—220<z <2}

Obrazek 27: Q:2=0,z=2,22+y%2 =1

/Q//x2dxdydz: /1 </m (/02x2dz)dy> dz = /_11 </_j?; [x%}f)dy) dz =

-1 —V/1—2?
1

1 1
Vi—z 1
:2/ [w2y]_f/%dx:4/_1x2\/1—x2da::4-gw:§7r.

-1

98. Priklad Spoctéte [[[ z dadydz, kde Q:y=4,2=0,2 =3,2%> —y = 0.
Q

Reseni Integra¢ni obor 2 je ohranifen parabolickou valcovou plochou a tfemi rovinami. Viz
Obrazek 28. Obor ) zapiSeme pomoci nerovnosti jako oblast typu (x,y, z). Plati Q = {[z,y,z2]; -2 < a <

2,0<y<2%0<2z<3}

Obrazek 28: Q:y=4,2=0,2=3,22—y=0

/Q//“lxdydz/2 </0I2(/032dz)dy> dz/z (/Ow Bzﬂzdy) dxg/Z(/jzdy)dx

-2

9 (2 e 9 [? 971 .1°

== Sdr =< de == |28 =24
2/_2[y]0 . 2/”5 v 2{34_2
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99. Priklad Spoctéte [[| zy dedydz, kde Q:z,y,2 > 0,22 + y*> = 4,2 = /22 + ¢
Q

Reseni Integracni obor 2 je ohranic¢en valcovou plochou, kuzelovou plochou a rovinou. Viz Obra-
zek 29. Obor  zapiSeme pomoci nerovnosti jako oblast typu (x,y, z). Plati Q = {[z,y,2];0 <z <2,0 <

y<Va—22,0<z< 22+ 92}

Obrazek 29: Q:z,y,2> 0,22 +y? =4,2 = /22 + 32

2 Va—z? v x2+y? 2 Va—z2
/// xy dedydz = / / </ Y dz)dy dx = / / zyva? +y?dy | da =
2 0 0 0 0 0

4—x2

:/:Bx(\/m)g] dx:;/OQ(Sx—x‘l)dx:l;.

0
100. Priklad Spoctéte [[| dadydz, kde Q:z,y,2 > 0,2 =2,y = 2,2y = 1,2 = 3.
Q
ReSeni  Integracni obor Q je ohrani¢en vélcovou plochou 2y = 1 a Sesti rovinami. Viz Obréazek 30.

Obor Q rozdélime na dvé ¢asti Qq a Q9 tak, ze Q = Q1 U Qq. Pitom Q) = {[z,y,2];0 <z < %, 0<y<
2,0<2<31Q ={[z,y,2;3 S <2,0<y < 1,0<2 <3}

g A2
ﬂ
2 o
t

Obrazek 30: Q:z,y,2>0,z=2,y=2,2y=1,2=3

2

3 2 2 5 3 2
:3/ (/ dy)dx—i—?)/ / dy dJ;zG/ dx—|—3/fdx:3+6ln2.
0 0 1 0 0 Lz

2 2

/Q/ dxdydz:/ﬂ[ dxdydz+/9[ da:dydz:/oé (/02</03dz)dy>dm+/12 (/j(/jdz)dy)dx:

RNDr. Jiii Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



Dvojny integral (transformace integrald) - fesené piiklady 42

11 Dvojny integral - Transformace integralua

101. Priklad Spoctéte fs{dwdy, kde 2 je urcena vztahem (5)2 + (5)2 <1

Reseni Integrac¢ni obor 2 uréeny vztahem (%)2 + (%)2 < 1 je vnittek elipsy. Viz Obrazek 31.
Nejprve provedeme transformaci, ktera oblast Q ztransformuje v kruh Q* = {[u,v];u? + v? < 1}, ktery
ma stfed v poc¢atku a polomér 1. Staci polozit x = au,y = bv. Jakobian této transformace je

a 0

T=10 b

‘:ab.

Pak provedeme transformaci do polarnich soutradnic, ktera oblast * ztransformuje v obdélnik, tj. dvoj-
rozmérny interval Q** = {[o,¢];0 € (0,1),¢ € (0,27)}. Pomoci Dirichletovy véty integral jiz snadno
dopocitame.

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ e,

Obrazek 31:

1 2m 211
//d:z:dy = //ab dudv = // abo dodp = ab/ gdg/ dy = ab {QZ} . [ga]gﬂ = mab.
0 0 0

102. Piiklad Spoctéte [ dzdy, kde Q je uréena vztahem 22 + y* < 2az,a > 0.
Q

Reseni Rovnici 22 + y? = 2az upravime na tvar (z — a)? + 3> = a?. Odtud plyne, Ze integracni
obor je kruh se stfedem v bodé [a, 0] a poloméru a . Viz Obrazek 32. Nejprve provedeme transformaci,
ktera posune stied kruhu do pocatku souradnicového systému. Staci polozit * = u + a,y = v. Jakobidn

této transformace je
10

J:‘o 1

’ = ab.
Vznikne oblast Q* = {[u,v];u? + v? < a?}. Pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic, ktera

oblast Q* ztransformuje v obdélnik, Q** = {[o, ¢]; 0 € (0,a),¢ € (0,27)}. Integral dopoéitdme pomoci
Dirichletovy véty.

Obréazek 32:

a

a 2 2
//dxdy://dudv://ngd(p:ab/ gdg/ dyp = {02] -[gp]gﬂzﬂ'az.
0 0 0
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Integral lze Tesit 1 bez transformace, kterd posune stfed kruznice. V tomto pripadé, jak dale uvidime,
nelze pouzit Dirichletovu vétu. Rovnice z? + 32 = 2az mé po transformaci do polarnich soufadnic tvar
0 = 2acos . Kruh Q se ztransformuje v Q* = {0, ¢]; =5 < 9 < 5,0 < 0 < 2acos p}.

z 2a cos ¢ 5 Q2 2a cos ¢ 5
//dxdyz//gdgdgaz/ (/ ng)dgp:/ [2] d<p=2a2/ cos? o dp =
_% 0 — 0 —
Q*

P El

e

EA| 11 H
= 2a2/ 5(1 + cos 2¢) dp = 2a® [290 + 1 sin 2@} = ma’.
-3

us
2

103. Priklad Spoctéte [[ dzdy, kde Q je ohrani¢enay =2+ l,y=z+2,y=1—-z,y=4—x.
Q

Reseni Integracni obor 2 je ohranicen primkami. Viz Obrazek 33. Zfejmé 2 je obdélnik, ktery
neni dvojrozmérnym intervalem. Transformaci provedeme tak, aby piimky tvorici hranici obrazce byly
rovnobézné s osami. Nové souradnice u, v zavedeme vztahy

u=y-—x,
v=y+x.
Odtud po kratké apravé plyne
1
z=—5(u—v),
S(wt)
= —(u+v).
=3
Jakobian této transformace je
11 1
J = ‘ 12’ % ‘ = — —
2 2 2

Oblast Q se ztransformuje v dvojrozmérny interval Q* = {[u,v];u € (1,2),v € (1,4)}.

Obréazek 33:

2 4
//dxdy://ldudvzl/ du-/ dv::1'1~3:3.
2 2 /1 1 2 2
Q o~
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104. Pfiklad Spoctéte [[ dazdy, kde Q je ohraniCena y = 2z,y = 22 — 7,2 = 4y — 7,2 = 4y — 14.
Q

Reseni Integracni obor je rovnobéznik. Viz Obrazek 34. Transformaci provedeme tak, aby tusecky
tvorici hranici obrazce byly rovnobézné se souradnicovymi osami. Nové souradnice u, v zavedeme vztahy

u =1y — 2,
v =4y — x.

Odtud po kratké upravé plyne

Jakobian této transformace je

Oblast Q se ztransformuje v 2*

Obréazek 34:

1 1 0 14 1
//da:dyZ//?dudv:?/:?dw/7 dv::§-7-7:7.
Q Q-

105. Piiklad Spoctéte [[ dzdy, kde  je ohranicena y = 2%,y = 22%, 2 = y*, z = 2.
Q

Reseni Integracéni obor je ohranicen parabolami. Viz Obrazek 35. Transformaci provedeme tak,
g
aby parabolické oblouky tvorici hranici obrazce byly obrazy tsecek. Nové souradnice u, v zavedeme vztahy

y2 = ux,
z? = vy.
Odtud po kratké upravé plyne
3
= Vuv?,
3
y = Vu?v.
Jakobian této transformace je
2 2 1 1
%u_§v§7 %u§v_§ 1
ng,ll {1 2 _2 |=—5-
Su T3V 3, Zulvy s 3

Oblast (2 se ztransformuje v Q* = {[u,v];u € (1,1),v € (1,1)}. Ziejme |Q*| = 1.
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Obréazek 35:

1 1/t ! 11 1
//dxdy //3dudv 3/; du /l dv | | = 3°1-13
Q Q* 2 2

106. Priklad Spoctéte [[ arctggdxdy, kde Q: = > 0, ?x <y<V3z,1<z?+94%2<09.
Q x

Reseni Integracéni obor (2 je ¢ast mezikruzi se stfedem v poc¢atku a poloméry kruznic 1 a 3 . Viz
Obrazek 36. Provedeme transformaci do polarnich soufadnic, ktera oblast 2 ztransformuje v obdélnik

Q= {lo,¢li0€(1,3),p € (5, 5)}

Y =\3x

Obréazek 36:

// arctg dxdy = // arctg i 4 -ododp = // arctg(tg ¢) - 0 dodp = //ga -ododp =
0COS
Q

[ Q*

/ng/ wdw—[} -[¢?] —%2-

In (22 + y?)
2

ol w3
|

107. Priklad Spoctéte [[ dzdy, kde € je uréena vztahem 1 < 22 + 2 <ee.
Q

Reseni Integracni obor 2 je mezikruzi se stfedem v pocatku s poloméry kruznic 1 a /e . Viz
Obrazek 37. Provedeme transformaci do polarnich soufadnic, ktera oblast Q ztransformuje v obdélnik,
Q* ={[o,¢]; 0 € (1,/e), ¢ € (0,27) }. Integral dopo¢itdme pomoci Dirichletovy véty.

1 1
//nf—i—g; dwdy_//ngcos 0+ 0? sin? dgdgp /
%+ 02 cos? ¢ + 2 sin? ¢
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-@éy T

Obréazek 37:

27 \/El 2 lt
=/ 4 / 2L do==| dt=2L :27r/§dt:g.
0 1 1—-0,\e—1 0

108. Pfiklad Spoctéte [[ 22 + y? dzdy, kde Q je ur€ena vztahy 1 < z? + y? < 4, |z| < y.
Q

Reseni Integracéni obor (2 je ¢ast mezikruzi se stfedem v poc¢atku a poloméry kruznic 1 a 2 . Viz
Obrazek 38. Provedeme transformaci do polarnich soufadnic, kterda oblast 2 ztransformuje v obdélnik

O ={lo,plie€(1,2),p € <§’ %>}

>

U
S
YX

Obréazek 38:

2 e 412 15
// 22 + 2 dedy = //(Q2 cos? ¢ + 02 sin? @) p dody = / dig/ dp = g [94] = %
1 z 1
Q Q* 4

109. Pfiklad Spoctéte [[ z?dzdy, kde € je urcéena vztahy 0 < 2y < z, 2% + 4y? < 4.
Q

Reseni Integracni obor () je ohranicen elipsou ‘%2 + 1% =1 a dvéma pfimkami. Viz Obréazek 39.

Nejprve provedeme transformaci, ktera elipsu ztransformuje v kruh. Staci polozit

T = 2u,
= .
Jakobidn této transformace je
2 0
]2

Pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic, kterd oblast Q* ztransformuje v obdélnik Q** =
={lo,¢li0 €(0,1),0 € (0, 1)}
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/, S~
7~
/ 0 X
t — -
\// //
// \\\ n -
Obréazek 39:

. 1 ™
//x2dxdy://4u2~2dudv:8// g2c052¢~gdgd<p:8/ QSdg/4cos2<,9dg0:
0 0
Q Q**

Q*
471 z
0 1 1 . 4 T+ 2
=8|=—| - |= — 2 = .
[4}0 [2(@4_28111 L)0)]0 4

110. P¥iklad Spoctéte [[ /422 + y>dzdy, kde Q je uréena vztahy y = 22,y = 0,2z = 1.
Q

Reseni Integracni obor €2 je trojuhelnik. Viz Obrazek 40. Ke zjednoduseni integrandu pouzijeme
transformaci

U

T =—

2 )

y=w.

Jakobian této transformace je
1

J=12 01 _ 1
0 1 2

Pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic.

th

0 4 x

Obréazek 40:

s 1
1 1 1 [T (=%
//\/4x2+y2dmdy: //5\/u2+v2 dudv = 5// 0’dodyp = 5/ (/ ’ 0*do)dyp =
o Jo
Q Qr

Q**

1[5 1 1[ sinp 1 T | 37
== dp = > Slntg(Z + D) = = (V2 +Intgol).
6/0 cos3 ¢ 7 6{20032¢+2ng(4+2)}0 12(\[+ng8)
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12 Trojny integral - Transformace integralu

111. P¥iklad Spoctéte [[[ 2? + y?dzdydz, kde Q:1 < 2z < 2,22 +¢* < 1.
Q

Reseni Integraéni obor € urdeny vztahy 1 < z < 2,22 + 92 < 1 je valec. Viz Obrazek 41.
Provedeme transformaci do valcovych souradnic, kde

0€(0,1),
¢ € (0,2m),
z €(1,2).

Pak pomoci Dirichletovy véty integral dopocitame.

Obrazek 41: Q:1<z<2,22+34%2<1

///x2+y2 wﬂdydz:///(@2 cos® ¢ + ¢” sin” ¢) - 0 dodpdz = /// ¢’ dedpdz =
Q Q= Q=
1 27 2 471
3 0 27 g2 1 T
= gdg~/ d(p-/ dz:[} ely” i =27 1= —.
A o 1 4 0 [ ]O []1 4 2

112. Piiklad Spoctéte [[[ dzdydz, kde Q: —1 <z <1,z >0,y* + 2% < 1.
Q

Reseni Vztahy —1 < 2 < 1,z > 0,52 + 22 < 1 definuji horni polovinu valce, jehoz osa splyva
s osou z. Viz Obrazek 42.

Obrazek 42: Q:-1<2<1,2>0,92+22<1

Provedeme transformaci do ,valcovych soufadnic*. Transformacni rovnice jsou tvaru

T =1,
Yy =pcosy,
z = psin.
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Jakobian transformace je
1 0 0

J=]0 cosp —psing |=op.
0 sinp pcosy

1

1 1 ™ 2
1
///dxdydz:///gdmdgdcp:/ dx-/ ng~/ dgoz[x]il- L el =2-=-m=m.
-1 0 0 2] 2
Q Q*
113. Pfiklad Spoctéte [[[ /22 + y?dazdydz, kde Q:2? + ¢y <z < 1.
Q

Reseni Oblast € je téleso, které je zdola ohrani¢eno paraboloidem z = x? + y? a zhora rovinou
z = 1. Viz Obrazek 43.

%

X i

Obrazek 43: Q:a2?2+1y?2<z2<1

Provedeme transformaci do valcovych soutadnic, kde
0 €(0,1),

¢ € (0,2m),
z € (0%, 1).

///\/x‘Q—Fy2 dmdydz:///\/QQCOS2<,0+QQSin2g0~ngd<pdz:
Q o

1

:///92 dgdgodzz/ol(/:ﬂ(/f 0 dz)dtp)d9=/ol(/02ﬁ92 [2],> dg)do =

Q*

N 2 Ly, 2\ 1 12 1, 1] 2 4
= 1—¢?) dyp)do = 1— T do=2r 0% —20°| =2r. 2 = o
/0(/0 0" (1= 0%) dp)do /OQ( o) lely" de ﬂ[?)g 59}0 T E T

114. P¥iklad Spoctéte [[[ z dadydz, kde Q: 0 < 2z <4 —2y/2? + 2.
Q

Reseni Oblast €2 je téleso, které je zdola ohraniceno rovinou z = 0 a zhora kuzelovou plochou

z =4 — 2¢/x? + y2. Viz Obrézek 44.
Provedeme transformaci do valcovych souradnic
2€(0,2),
v € (0,2m),
z € (0,4 — 2p).
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Obrazek 44: Q:0<z<4—2y/x2+12

4—2p

/Q//z dzdydz = /Q// zo dodpdz = /02(/0%(/0429 zp dz)dy)do = /01(/027r [z;}o o dp)do =

1 1 27!‘ 2 16
= */ (/ (4-20)% dw)d9=7r/ (4—20)%0do = —.
2 0 0 0 3

115. P¥iklad Spoctéte [[[ z1/x? + y?;dadydz, kde Q: 2 =0,z =3,y > 0,2% + y* — 2z = 0.
Q

Reseni

Vztah r2+y? = 22 upravime na tvar (z—1)?+%? = 1. Odtud a ze vztahii z = 0,2 = 3,y < 0

plyne, ze €2 je polovina vélce. Viz Obrazek 45. Provedeme transformaci do valcovych souradnic, kde

0 € (0,2cos ),
™

LS <Ov§>v

z € (0, 3).

3
T

Obrazek 45: Q:2=0,2=3,4>0,224+¢y?> -2 =0

5 2cos 3
///z\/ac2 + 42 daedydz = /// z0% dodpdz :/ (/ (/ 20% dz)do)dyp =
4 . o Jo 0
z 2 cos ¢ 3 s 372cosp ks
:/2(/ {122} Q2d9)d90:g/2 {Q} dg0:12/2c0s3<pdg0:8.
0 0 2 0 2 0 3 0 0
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116. Priklad Spoctéte [[[ 22z dadydz, kde Q: 2 > 0,22 + y* + 22 < a®.
Q

Reseni Integrac¢ni obor €2 je horni polovina koule. Viz Obrazek 46. Provedeme transformaci do
sférickych soutadnic, kde

0 € (0,a),
v € (0,2m7),

™

9 e <0,§>.

AR

0L

\

-—7

4

Obrazek 46: Q: 2> 0,22+ 3% + 22 < a2

/// 2?2z dadydz = ///(gcosg@sinﬂ)%gcos 9) (0% sin¥)dpdpdd) =
Q Q-

a 27 5
= /// 0° cos? psin® 0 cos ¥ dpdpdd) = / g5dg/ cos? ¢ d@/ sin® ¥ cos ¥dY =
0 0 0

*

= | dt = cos¥dv

t =sind
:a6~|:
0—-0,5—1

27 1

1 1 1 1 1

- Zsin?2 S Bdt=Z4 1. = —7db.

2<p—|—4sm 40 /0 6a ™ 1 247Ta

117. Piiklad Spoctéte [[| /22 + y? + 22 dadydz, kde Q: 2 > 0,y > 0,2 > 0,2% + y? + 2% < 1.
Q

Reseni Integrac¢ni obor €2 je osmina koule lezici v prvnim oktantu. Viz Obrazek 47. Provedeme
transformaci do sférickjch soufadnic, kde

0€(0,1),
s

® € <07§>7
™

e <0,§>.

/// Va2 +y? + 22 dedydz = /// \/92 cos? @ sin? ¥ + g2 sin” psin® 9 4 02 cos? ¥ - p? sin ¥ dpdpdd) =
o) ot

1 r3 % 1 3 3 1
:/ (/ (/ ggsinﬂdﬁ)dgp)dg:/ g3dg/ dg@/ sing do = = -
0 0 0 0 0 0 4

1="
8

bl 3
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Obrézek 47: Q:2>0,y>0,2>0,22 +y*>+22<1

drdydz 9 9 9

ReSeni  Oblast Q je ohrani¢ena poloprostorem z < 0 a dvéma sférami. Viz Obréazek 48. Provedeme

transformaci do sférickych soufadnic, kde

118. Priklad Spoctéte [[[
Q

€ (1,2),
€ (0, 2m),

Obrazek 48: Q:1<2?24+4y2+22<4

2m
I et [ S5 [ s~ [ [

— 2m 7 7
{39} el - COSﬁ]“—ﬂ'Qﬂ'&:Eﬂ'.

119. P¥iklad Spoctéte [[| dzdydz, kde Q : 22 + 4y* + 22 < 4.
Q

ReSeni  Vztah 2%+ 432 + 22 < 4 upravime na tvar - +y + % < 1. Odtud plyne, Ze (2 je elipsoid.
Elipsoid ztransformuje v kouli. Staéi polozit

T = 2u,
y—’U7
z=2w

Jakobian této transformace je
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Obrazek 49: Q: a2 +4y?+22<4

Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kterd kouli ztransformuje v kvadr, tj. trojrozmeérny
interval. Viz Obrazek 49.

1 27 T
///d:cdydz:///4dudvdw:4///9281n19dgd<pd19:4/ Q2dQ-/ d<p~/ sind d =
2 o 0 0 0
1

Q*
3

—a|%] el e -4

1
7«271"2:&71
3 3

120. P¥iklad Spoctéte [[[ /22 + y? dzdydz, kde Q@ : 22 + y? + 22 < 2.
Q

ReSeni  Vztah 22 + y? + 22 < z upravime na tvar 22 + y? + (2 — 1)2 < 1. Odtud plyne, ze Q je
koule se stfedem v bodé [0, 0, %] a polomérem % Provedeme transformaci, kterd posune stied koule do
pocatku. Stac¢i polozit

T =u,
Z=w+ <
Jakobian této transformace je
1 00
J=10 1 0|=1
0 0 1

Déle provedeme transformaci do sférickych souradnic, kterd ztransformujeme kouli v kvadr. Viz Obra-
zek 50.

Obrazek 50: Q:224+1y2+22<2

/// Va2 + y2dedydz = /// vVu?2 +v2 dudvdw = ///Qsin19~9251n19 dopdt =
Q Q* Q**

i 2 T 4% ™
3 .2 0 ar |1 1. 1 12 1,
- do- | do- 9dd = | & | P27 |20 - Ssin29| = — 27 == = —nx2,
/0 ¢ Q/o v /0 o [4}0 o [2 1o L 61 T T
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13  Aplikace vicerozmérnych integrali

121. Piiklad Spoététe obsah rovinného obrazce M ohrani¢eného piimkami y = x, y = v/3x a kiivkami

2? +y? = 4z, 2% + y? = 8z.

Nejprve provedeme tipravu rovnice z2 + y?> = 4x na tvar (z — 2)% + y?> = 4. Podobné
2? + y? = 8x upravime na tvar (z — 4)% 4+ y? = 16. Odtud plyne, Ze zadané kiivky jsou kruznice. Viz

Reseni
Obrazek 51.
77 >
AV \
/// \\ \
74 \ \
i T - ‘v }
M\ 2 s 13 X
SN /
/ \ /
\ 7
\_\ — s

Obrazek 51:  M:y =z, y =3z, 2% +1y? = 4z, 2> + y*> = 8z.

Obsah obrazce M ur¢ime ze vztahu S(M) = [[ dady. Protoze Q je ¢asti kruhu, provedeme transfor-
M

maci do polarnich soufadnic. Transformovanim jednotlivych rovnic ziskame, ze

™ < < ™
1=%=73
4dcosp < o< 8cosyp
Plati
3 8cosp 1 3 218cos ¢
dxdy: Qd@d(p: ( ng)d(p = 5 [Q Llcoscp d(p -
T 4 cos S
M+
x 5
=71+3V3—6.
T

M
5, 31 1
:24/ cos <pdap:24/ 5(1—1—(}052@) dp =12 {ap—i—st@}

4 4

122. Priklad Spoctéte objem télesa Q uréeného vztahy x2 4+ y2 <22, 1<a2?+ y2 +22<4,2>0.
Reseni Oblast Q je ohrani¢ena kuzelovou plochou 2z = /22 + y2 a dvéma kulovymi plochami
Viz Obréazek 52. Provedeme transformaci do sférickych soufadnic, kde
0€(1,2),
v € (0,2m),

¥ e (0,%).

Objem télesa 2 uréime ze vztahu V(Q) = [[[ dzdyd=.
)

2‘\@:%7«2—\&).

7
= .9r1.
3 T T

2 2 =z
/// dxdydz:///gzsinﬁdgdcpdﬁzf Qng./ dgp~/4sin19d19:
1 0 0
Q Q*
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Obrazek 52: Q:22 412 <221<2?24+ 92 +22<4,2>0

123. Pi¥iklad Spoctéte objem télesa Q uréeného vztahem /22 +y2 < 2 < 6 — (22 + y?).

Reseni Oblast Q je ohrani¢ena zhora paraboloidem z = 6 — (22 + y?) a zdola kuZelovou plochou
z = /22 + y2. Viz Obrazek 53. Musime zjistit, v jaké vySce se paraboloid s kuzelem protnou. Vytesime
rovnici /22 + 32 = 6 — (22 + y?). Mame 22 + 3% + /22 + y2 — 6 = 0. Zavedeme substituci z = 22 + y2.
Odtud 22+ 2 -6 =0 a (2 —2)(2 + 3) = 0. Refeni 2 = —3 nevyhovuje. Plati tedy 2z = 2. Ve vysce
z = 2 protne paraboloid kuzel v kruznicim 22 + y? = 4. Provedeme transformaci do valcovych soufadnic.
7 ptedchoziho plyne, ze

0 €(0,2),
¢ € (0,2m),
z € (0,6 — 0%).

Objem télesa  uréime opét ze vztahu V() = [[| dadydz.
Q

SR

Obrazek 53: Q: /22 +42<2<6— (22 +1?)

/Q/ dwdyds = /Q / [ oasaga: = | K / i / " g depe = / K / " el dpdo =
2

1 1,]% 32
=2 60— 0° — 0°)do =27 |30% — 20 — 2| = =g
7T/O(Q 0° —0°)do W{Q 3¢ 490 3T

124. Piiklad Spoctéte velikost povrchu ¢4sti paraboloidu f(z,y) = 1 — 2% — 32, kde f(x,y) > 0.

ReSeni  Velikost povrchu S paraboloidu uréime ze vztahu S = [, \/1 + (f1)? + (f})? dody, kde

M je kruh 2* 4+ y* < 1. Spoéteme parcialni derivace. Plati f, = —2x, f, = —2y. Dosadime do vyse
uvedeného vztahu a pak provedeme transformaci do polarnich soutadnic, kde

0€(0,1),
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€ (0, 2m).

Plati

27 1
//\/1+4x2+4y2dmdy:// g\/1+492dgd@:/ dg0~/ oV 1+402do=
. 0 0
M M~

1 t:1+4Q2
:27r/ 0V1+402do=| odo=Ldt /\fdt Z[?/ﬂ (5%5—1)
0 0—1,1—5

125. Priklad Spoctéte velikost povrchu tak zvaného Vivianova oka, které vznikne jako prunik polokoule
22 + 1% + 22 = 4a?, 2 > 0 s valcovou plochou 22 + y? = 2ax, kde a > 0.

Reseni Velikost povrchu S uréime opét ze vztahu S = [[ \/1 +(f2)? + (f;)? dzdy, kde M je
M

kruh 22 + y? < 2ax, tj. (z — a)? + 3% = a®. Spocteme parcialni derivace. Plati

-
r_
fe = 4a2—x2—y2’
-y
f -

4a2—x2—y2'

Dosadime do vyse uvedeného vztahu a pak provedeme transformaci do polarnich soufadnic. Pro usnadnéni
vypoctu budeme integrovat pouze pres polovinu oblasti M, kterou oznac¢ime My. Korektnost tohoto zjed-
noduseni plyne ze symetrie Vivianova oka. Viz Obrazek 54. Po transformaci My do polarnich soufadnic

plati, ze
v
ﬂO
@ s

Obréazek 54: M: :U2+y2+z2:4a2,zzoax2+y2:2am

Y2 2adxdy B
//\/ —xz—y +4a2—x2— dxdy—//“ —x2 dxdy—2// y2

dod z 2a.cos ¢ 2a cos @
:4(1//%:4(1 ( dcpfféla/ [ \/4@2—9} de =
J. v4a? — o2 o Jo \/ 2 — 2 0

jus

2 jus
:8a2/ (1 —singp) dp = 8a® [ + cos p]¢ = 4a*(7 — 2).
0

m
2
€ (0,2a cos p).

¢ € (0,
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126. Priklad Urcete hmotnost krychle o strané 2a. Hustota krychle je pfimo timérné ¢tverci vzdalenosti
od priseciku télesovych thlopticek a ve vrcholech je rovna 1.

Reseni Stted krychle © umistime do poédtku systému soufadnic. Tedy Q = (—a, a)?. Dale na-
lezneme funkci hustoty o(x,y, z). Vzdélenost bodu a = [z,y, 2] od poéatku je dan vztahem d(a,0) =
22 + y2 + 22. Odtud plyne o(z,y, 2) = k(2? + y? + 22). Konstantu pfimé timérnosti uréime dosaze-
nim soufadnic nékterého vrcholu. Plati o(a,a,a) = k(a? + a? + a?). Tedy k = ﬁ Celkem o(z,y,z) =
7oz (#2 +y? +2%). Vzhledem k symetrii télesa i funkce lze integrovat pouze pies prvni oktant €. Kone¢né
hmotnost télesa Q uréime ze vztahu m(Q) = [[[ o(z,y, z) dedydz. Plati
)

///3 3 (® +y +z)dxdydz—3—2///x2+y2+z2dxdydz:
8 8 “I2 2 151"
:3?0 O(Ox—i—y + 2?)dzdy dx—g—o | xz—|—yz+§z dy dzr =

8 [*( [° 8 [“ 2 8
= — dy | dz = - 2 de = —a®.
3a0</0(x+y+3a)y> 3/0( +3a)x 39

127. Priklad Urcete hmotnost koule o poloméru a. Hustota koule je pfimo tmérné vzdalenosti od
stfedu koule a na povrchu je rovna 1.

ReSeni  Stied koule Q umistime do poc¢atku systému soutadnic. Nalezneme funkci hustoty o(z, v, 2).
Plati o(x,y,2) = ky/2? + y? + 22. Konstantu pfimé tmeérnosti uré¢ime dosazenim soutadnic nékterého
bodu na povrchu koule. Napfiklad bodu [a, 0, 0]. Plati o(a,0,0) = ka. Odtud k = % Celkem o(z,y,z) =

1/22 + y? + 22, Hmotnost télesa Q uréime opét ze vztahu m(Q) = [[[ o(z,y, z) dadydz. Je vyhodné
9)

provést transformaci do sférickych soutradnic. Plati

1 1
= ///,\/ﬁ + 92 + 22dzdydz = 7/// 03 sin® dodpdy =
a a
Q Q.

1/a 3d /%d /ﬂs' 9 do =+ {1 r (]2 - [ cos 9|7
= - Q Q. SO. ln —_ — 79 . (p . —_— =
a Jo 0 0 a |4 0 0 0

vvey

a* 212 = ma®.

IS
o~ =

Hustota obrazce je konstantni a je rovna 1.

Reseni Teézisté T rovinného obrazce M urcime ze vztahu T = [S’(M), Sy(M)} . Obrazec zapiSeme
m(M) > m(M)

jako oblast typu (z,y).ReSenim rovnice 22 = 2 — z dostavame (z — 1)(z +2) = 0 a odtud z = —2,2 = 1.
Plati tedy —2 <z <1, 22 < y < 2 — z. Viz Obrazek 55.

Obrazek 55:
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1 2—x 1 i 1 1 ! 9

m(M)://dxdy:/ / dy dx:/(2—x—x2)dx: 20 — —a® — —a¥| =2,

-2 z2 -2 L 2 3 -2 2

M
1 2z 1 - 1
SQE(M)://ydglcdy:/i2 (/z? ydy)dx—;/z(Zx)2x4dx— _2mx2+(1jx311015}_2—356.
M
1 2—z 1 1 1 1 9
Sy(M)://:dedy:/ (/ xdy) d:z::/ (2 -2 —2%)dx = {mQ—ms—w‘l} =——.
—2 x2 —92 3 4 _9 4
M

Odtud plyne, ze T = [—%, %]

129. Pfiklad Urdete t6zisté télesa Q = Qq U Qy s konstantni hustotou, kde €7 = (0,1) x (0,1) x (0,2)
a0y =(0,1) x (1,2) x (0,1).

Reseni Téziste T télesa Q uréime ze vztahu T = [S:;(g;), S,ff((gg)7 S,ff((ﬂsi) . Viz Obréazek 56. Je-li

Obrazek 56:

1 1 2 1 2 1
Swy(Q):///czdxdydz—l—///czdxdydz:c/ dx/ dy/ zdz+c/ dx/ dy/ zdz:§c.
d 0 0 0 0 1 0 2
1

Q2

1 1 2 1 2 1
5
Sz () :///cydxdydz—l—///cydxdydz:c/ dx/ ydy/ dz—l—c/ dm/ ydy/ dz = —c.
0 0 0 0 1 0 2
Ql Q2
1 1 2 1 2 1 3
Sy=(£2) :///cmdxdydz+///cwdxdydz:c/ a:d:c/ dy/ dz—l—c/ xdm/ dy/ dz = —c.
0 0 0 0 1 0 2
Ql QZ
Odtud plyne, ze T = [%, %, %}

RNDr. Jiii Klaska, Dr. UM FSI v Brng, 7. 3. 2006



Aplikace vicerozmérnych integrala - fesené piiklady 59

130. Priklad Urcete moment setrvacnosti elipsoidu €2 : z—i + g—j + i—z < 1 vzhledem k ose y.

Reseni Moment setrvacnosti télesa {2 vzhledem k ose y ur¢ime ze vztahu

I,(Q) = /// 22 + Z2dxdydz.
Q

Provedeme transformaci do zobecnénych sférickych soutradnic, kde

x = apcos psind,
y = bosinpsin,

z = cocos .
Jakobian transformace je J = —abcp? sin . P¥itom o € (0,1), ¢ € (0,7),9 € (0, 7).

/// 2?2 + 22dadydz = /// z?dzdydz + /// 22dzdydz = abe /// 0% cos? psin® ¥ dodedv+
Q Q Q

*

1 2w T
+abc? /// 0* cos? ¥ sin ¥ dodpdy = a3bc/ Q4dg/ cos? <pdg0/ sin?® 9d+
0 0 0

Q*
1 27 T
+abc3/ g4dg/ d@/ cos? ¥ sin ¥9dd =
0 0 0

4 4 4
Eﬂ'a:sbc + Ewabc‘o’ = Eﬂ'abc(a2 + ).
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