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Uvop

V ramci tfi cviceni u pocitace budete fesit vybrané skupiny tloh a probléma z
diferencialniho a integralniho poctu funkci vice proménnych, ktery je obsahem latky
z matematiky ve druhém semestru. Text obsahuje zadani ptikladt do cviceni a také
zéklady mapleovské teorie. Volné navazuje na ucebni text: _3 mapleovskd cviceni

pro zakladni kurz matematiky, ktery je uréen pro prvni semestr. Uspésné vyteseni

prikladt predpoklada aktivni znalost zakladnich pfikazii z predchoziho semestru
a zkusSenosti se zapisovanim piikazti a odstranovanim syntaktickych chyb. Pri
feSeni ne€kterych tloh vyuzijeme mapleovského programovaciho jazyka MPJ, ktery
umozinuje naprogramovani cykld a rozhodovacich situaci. Zakladni informace o
MPJ jsou obsazeny v textu pro prvni semestr. Nyni uvedeme piehled nékterych
dtilezitych piikazti, které budeme i nadéle pouzivat.

DULEZITA KLICOVA SLOVA Z PREDCHOZIHO SEMESTRU

evalf,  simplify, factor, expand, subs, solve,
fsolve, sum, plot,  display, with(linalg), wvector,
dotprod, crossprod, array, matriz, evalm, det,
Limit, limit, Diff, dif f, Int, int.

Vyznam téchto prikazi nebude jiz v nasledujicim textu vysvétovan a predpok-
lad4 se, Ze Ctenaf je schopen uvedené piikazy v aktivni formé pouZivat. Aby
byla vyuka na pocitaci efektivni, je nutné se na cviceni dobfe pfipravit. Pfiprava
napsani kostry programu. Kromé uvedeného se predpoklddé teoretické i praktické
zvladnuti procvicované latky.
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CVICENI 1. TEMA: GRAFY FUNKCI DVOU PROMENNYCH,
LIMITA, PARCIALNI DERIVACE, GRADIENT.

Prvni cvic¢eni bude tematicky vénovano zakladim diferencidlniho pocétu funkci
vice proménnych. Duraz bude kladen predev§im na geometrickou nézornost, kterou
nam umozni kresleni graf funkci.

KLiC¢OVA SLOVA PRO PRVNI CVICEN{

plotdd, with(plots), wview, grid, numpoints, colour, contourplot,
style,  display3d, proc, limit, D, grad, gradplot.

MAPLEOVSKA TEORIE

Nejprve si vysvétlime, jak v programu Maple definovat funkce vice proménnych.
K definici funkce f(z,y) budeme pouzivat piikazu f := (z,y)— > funkéni pfedpis;.
Toto zadavani funkce pfinasi fadu vyhod. Napiiklad snazsi dosazovani konkrétnich
hodnot, nebo parametrti za proménné a vypocet funkcénich hodnot. Napiiklad
definici funkce f(x,y) = 22 4+ y a vypocet jeji funkéni hodnoty v bodé [3,/5]
provedeme takto: > f := (z,y)— > "2+ y; a := f(3,sqrt(5)); evalf(a);. Funkci
f(z,y) lze také definovat jako algebraicky vyraz. Stejného efektu, pak dosdhneme
posloupnosti piikazt: > f := 22+ y; a := subs(z = 3,y = sqrt(5), f); eval f(a);.

Daéle vysvétlime, jak kreslit v programu Maple grafy funkci dvou proménnych.
Pfedevsim je tieba si uvédomit, Ze je nutné pfesné zadat mnozinu M C R2?, na
které chceme graf funkce nakreslit. Zakladni piikaz méa tvar plot3d(f(x,y),z =
a.b,y = c..d, P);. V tomto piipadé je M = (a,b) x {(¢,d). Struktura M mize byt
i komplikovanéjsi, napiiklad M = {[z,y];a < z < b,u(z) < y < v(z)}. Symbol
P v syntaktickém zapisu znamenéd moznost volby parametrt pii kresleni obrazku.
Parametr view = zmin..zmax znamena volbu rozsahu zobrazovanych hodnot na
ose z. Hodi se zejména u neohranicenych funkci. Dalsim dilezitym parametrem
je parametr grid = [m,n], ktery reguluje hustotu sité bodt, v nichz se graf kresli.
Alternativni zadani poc¢tu bodi sité lze provést pomoci parametru numpoints = n.
Znézornéni vrstevnic se provede piikazem contourplot(f(z,y),z = a..b,y = c..d);.
Ziskané obrazky lze vylepSovat volbou dalsich parametrt, naptiklad specifikaci
parametru style nebo volbou barvy parametrem colour.

Pfimy vypocet limit funkce vice proménnych neni ve vét$iné pripadd mozny,
protoze neexistuje vhodny algoritmus. Vypocet 1ze nékdy provést pomoci piikazu
limit(f(x,y),{x = zo,y = yo});- P vySetfovani limity funkce f(z,y) v zadaném
bodé [zg, yo] mohou ¢asto pomoci limity vzhledem k podmnozZindm okoli limitniho
bodu. Nejcastéji za takové podmnoziny volime spojité kiivky prochézejici timto
bodem. Napriklad svazek pfimek nebo svazek parabol. Pouzit mizeme i postupné
limity. Velmi efektivni je rovnéz transformace do polarnich souradnic.

Vypocet parcidlnich derivaci lze provést dvéma zpiisoby. K symbolickému
derivovani pouzivame piikazu dif f pro vyrazy a operatoru D pro funkce. Je-li



objekt, ktery chceme derivovat, definovan jako algebraicky vyraz, pouZijeme ptikazu
dif f. Naptiklad smiSenou derivaci 5-ho fadu f(z,y) podle proménngch z,z,y,y,y
vypoc¢teme pitkazem dif f(f(z,y),z,z,y,y,y). Syntaxi zapisu lze zjednodusit na
tvar dif f(f(x,y),2$2,y$3). Parcidlni derivaci objektu, ktery je definovan jako
funkce, 1ze vypocitat pomoci diferencidlniho operatoru D. Syntaxe piikazu, kterym
uré¢ime parcidlni derivaci funkce f podle i-té proménné je tvaru D[i|(f). Piikaz
dif f(f(x,y),z,x,y,y,y) ma pak pomoci operdtoru D vyjadieni DI[1,1,2,2,2](f).

Gradient funkce f(z,y) vypoéteme pomoci piikazu grad(f(z,y),[z,y]);. Pred
jeho pouzitim je nutné zavolat knihovnu linedrni algebry piikazem with(linalg).
Vektorové pole gradienti znazornime prikazem gradplot. Prikaz zpfistupnime
zavoldnim knihovny with(plots).

ZADANI PRIKLADU PRO PRVNI CVICENI

—1In
2. Pomoci prikazu plot nakreslete do jednoho obrazku nasledujici grafy funkci jedné
proménné: z2 + 1,1 — x,z — 1,2. Kresleni provedte na intervalu (—2,2). Misto
piikazu display miizete pouzit piikaz plot([z"2+ 1,1 — z,z — 1,2],t = —2..2);.

3
1. Definujte funkci f(z,y) = %M Zjistéte také, zda f(2,3) > 0.6.
x

3. Pomoci prikazu plot3d nakreslete grafy néasledujicich funkci dvou proménnych:
sedlo 2 — 2, opiéi sedlo y(3x2 — y?), stfechu s prohnutym hiebenem %yQ — 3|z|,
tdoli 72% — y®, horsky hibet protinajici tidoli \/[z] — /|y|, horsky hibet, ktery se
stava tdolim —y+/]z[. Grafy nakreslete na mnozing (—3,3) x (—3,3).

4. Na kruhu o poloméru 1 a se stfedem v pocatku soustavy souradnic nakreslete

graf funkce f(z,y) = Pokud se vam obrazek nebude libit a nedokazete ho

1
Zxgs
vylepsit, zkuste ptikaz plot3d([uxcos(v), uxsin(v), 1/u"2],u = 0.1..1,v = 0..2% Pi);.

5. Na mnoziné (—3,3) x (—3, 3) nakreslete grafy nésledujicich funkei:

1 T 22 224y 22y? 23—y Py —ay 28y — 22

2

) )

e$2+y2 ) ew2+y2 I ew2+y2 I e_,L.2+y2 ) €$2+y2 I ew2+y ew2+y2 e$2+y2

Dale samostatné experimentujte a volte slozitéjsi tvary citatell, jako napriklad
5

2 — 2 +y?, 2% + 23 — x4+ y® — 32 a jim podobné.
6. Na mnoziné (—3,3) x (—3,3) nakreslete grafy nésledujicich funkei: arctg(xy),
arctg(|z| + |y|), arctg(z® — y), arctg(z® — y?), arctg(x® — zy), arctg(z® — y3 + 22).

7. Nakreslete kuZelovou plochu, kterd je grafem funkce f(z,y) = \/z2+ y? na
étverci (—1,1) x (—1,1). Pak tutéz funkci nakreslete na kruhu x? + y? < 1. Obor
je nutné vyjadrit pomoci nerovnic —1 <z <1,—V/1 — 22 <y < V1 — 22

8. Na naésledujicim pfikladu si nédzorné vysvétlime princip, na zakladé kterého,
se graf funkce dvou proménnych kresli. Nakreslete nejprve paraboloid f(z,y) =
1 — 22 — y? nad mnozinou (—1,1) x (—1,1). Pokud pfi volbé parametrii nezadame
polozku grid je tento parametr nastaven automaticky na hodnotu grid = [30, 30].
Tato hodnota znamena hustotu délicich bodu sité, v nichz se provede vypocet



funkénich hodnot. Zmeétite hodnotu grid na grid = [3, 3] a grid = [4, 4] a pozorujte,
jaky vliv ma tato zména na vysledny obrazek.

2
9. Vypoctéte postupné limity funkce f(z,y) = iz T 52 v bodé& [0,0]. Pokud jiz

mame funkci f definovanou, 1ze vypocet postupnych limit provést pomoci prikazi:
> Ly := Limit(f(x,0),z = 0) = limit(f(z,0),z = 0);
> Ly := Limit(f(0,y),y = 0) = limit(f(0,y),y = 0);.
10. Vypoctéte ptimkové limity a limity po paraboldch u funkce f(z,y) = pre
Pomoci prikazu plot3d nakreslete graf zadané funkce a z obrazku vysvétlete vysledek
predchoziho vypoctu. Vyuzijte stylu kresleni pach and contour.

4,2

11. VySetfete spojitost funkce f(z,y) = %, kde [z,y] # [0,0] a f(0,0) = 0.
T Y

Pouzijte blizeni k limitnimu bodu po svazku parabol. Rovnéz nakreslete graf funkce

f na (=1,1) x (=1,1). Pouzijte stylu style = patchcontour a grid = [100,100]. K
nadefinovani funkce f(x,y) lze pouzit piikazu

> f:=proc(z,y)if x =0andy = 0then 0 else(z"4xy"2) /(x"8+y"4) fi end;.
Limitu vzhledem ke svazku parabol vypocitame pifikazem

> Limit(f(z, k * 272),x = 0) = limit(f(z, k x z"2),z = 0);.

2
12. Na kartézském ¢étverci (—1,1)2 nakreslete graf funkce f(z,y) = xf—l—ny' Tato
funkce je klasickym prikladem nespojité funkce, kterd ma primkové limity v pocatku
rovny nule, zatimco limitni hodnoty po kazdé parabole prochazejici po¢atkem jsou
rizné. Provedte vypocet téchto limit a také vypodet limity po transformaci do

polarnich soufadnic.

5° funk _ Jzty L
Fed%y unkee f(z,y) = (/5= v Vypodet
napiste v prehledném tvaru pomoci Dif f a vysledek zjednoduste pomoci prikazu
simplify. Dale provéfte vétu o zameénitelnosti smisenych parcialnich derivaci pro

piipad [z,y,2,y] a [y, z, 2, y]. .
14. Vypoctem dokazte, ze funkce f(x,y) = %, kde f(0,0) = 0 ma v
€z Y

bodé [0, 0] riizné smiené parcialni derivace druhého fadu. tj. f;,(0,0) # f,7.(0,0).
Je tato funkce v bodé [0,0] spojitd? Zacénéte tim, Ze si nakreslite graf funkce f,
prohlédnete si pribéh jeho vrstevnic a udélate si vlastni tsudek. Graf kreslete na

mnoziné (—1,1) x (—1,1).

13. Vypoctéte parcidlni derivaci

15. Pomoci prikazu gradplot nakreslete vektorova pole gradienti nasledujicich
funkei: x +y, 2%+ y, 22+ 92, 22 — y?, 2% +y. Vektorova pole nakreslete na mnoziné
(—1,1) x (—1,1). Ziskany obrazek vektorového pole miZzete vylepsit naptiklad
volbou parametru, ktery ovlivni barvu vektort. Chcete-li naptiklad, aby vektory
byly znazornény cervené, provedete volbu parametru colour = red. Pted pouzitim
piikazu gradplot je zapotfebi zavolat knihovnu with(plots).



CVICENI 2. TEMA: EXTREMY FUNKCI DVOU PROMENNYCH,
DIFERENCIAL, TAYLORUV POLYNOM, IMPLICITNI FUNKCE.

Ve druhém cviceni se budeme vénovat feSeni jiz né€kterych slozitéjsich otazek a
problém z diferencidlniho po¢tu funkci vice proménnych. Nejprve uvedeme seznam
prikazi, které budeme v tomto cviceni pouzivat nejcastéji.

KLi¢OVA SLOVA PRO DRUHE CVICEN{

hessian, nops, map, allvalues, minimize,
maximize, location, extrema, mtaylor, readlib(mtaylor),
implicitplot, implicitplot3d, implicitdiff.

MAPLEOVSKA TEORIE

Vysetfeni lokdlnich extrému funkce f(z,y) lze naprogramovat v MPJ, nebo
provést pomoci prikazti maximize a minimize. Ptikazem maximize nalezneme
maximum funkce na intervalu (a,b) x (¢, d). Pfikaz minimize vypo¢itd minimum.
Piikaz méa syntaxi mazimize(f(z,y), * = a..b, y = c..d, location). Parametr
location zptisobi, Ze jsou vypsany body, v nichz maximu, pfipadné minimu dochézi.

K vypoctu vazanych extrémi mizeme pouzit prikazu extrema. Syntaxe p¥ikazu
je tvaru extrema(f(x,y), M, {z,y}, body"). Piikaz extrema ddvéa na vystupu maxi-
mélni a minimalni hodnotu funkce f(z,y) na hranici mnoziny M a do proménné
'body’ uklada souradnice bodii, ve kterych extrém nastava.

K vypoctu Taylorova polynomu funkce vice proménnych budeme pouzivat
proceduru mtaylor. Aby procedura fungovala, je ji zapotfebi zpfistupnit pomoci
prikazu readlib(mtaylor);. Syntaxe ptikazu, pomoci néhoz vypoc¢teme Tayloriv
polynom funkce f(x,y) dvou proménnych [z,y], f4du n — 1, v bodé [zg, yol, je
tvaru mtaylor(f(z,y),[r = zo,y = yo],n); Pro vypocet Taylorova polynomu v
bodé [0, 0], lze v pfikazu misto [x = 0,y = 0] psét pouze [z,y]. U vice proménnych
se postupuje analogicky.

Pri kresleni grafi kiivek danych implicitné piikazem implicitplot, neni mozné
zarucit, Ze obrazek bude vzdy odpovidat realité. Casto pomfize parametrizace
kfivky napiiklad do polarnich soufadnic. Derivaci funkce dané implicitné rovnici
f(z,y) = 0, lze spoéitat pomoci procedury implicitdif f. Plochy dané implicitné
rovnici F(z,y, z) = 0 nakreslime pomoci p¥ikazu implicitplot3d.

ZADANI PRIKLADU PRO DRUHE CVICENI

1. Nakreslete graf funkce f(z,y) = (2% + 3y2)e!~* ~¥". Na obrazku ukaite, Ze
zadané funkce ma dvé lokalni maxima, jedno lokalni minimum a dva sedlové body.

2. K ilustraci problematiky lokalnich extrému funkce dvou proménnych vyuzijeme
definice funkce f(z,y) s parametry a, b, c. Pomoci posloupnosti ptikazti

> f:=(a,b,¢c)— > cxexp(—(z —a)*2 — (y — b)"2);

>F = f(2,3,1) + f(2,-3,2) + f(0,-2,2) + f(-2,1,3);

> plot3d(F,x = —5..5,y = —5..5, grid = [50, 50]);



nakreslete obrazek grafu funkce F(z,y). Podle obrazku popiste, kolik mé funkce
F(z,y) lokalnich extréma. Nakreslete vrstevnice grafu.

3. Postup pro nalezeni lokalnich extrému funkce vice proménnych lze snadno napro-
gramovat v programovacim jazyku MPJ. Program budeme demonstrovat na funkci
dvou proménnych f(x,y) = 22® + zy? + 522 + y?. Podrobné si nejprve rozmyslete
vyznam jednotlivych pifikazt. Modifikace programu pro véts$i pocet proménnych je
snadné.

> fi=(z,y)— >2x2"3+wxy 2+ 5x2"2+ y"2;

> fa = D)(f); fy = DR(f);

> 8B := solve({fxz(z,y) =0, fy(z,y) = 0}, {z,y});

> with(linalg) : H := hessian(f(x,y), [z,y]);

> fax := D[1,1](f); det(H);

> for i from 1 to nops(SB) do

> SBi|, simplify(subs(SBJi], [D1 = fzxz(x,y), D2 = det(H)])); od;

Dale aplikujte program na funkci f(z,y) = 2® + zy? — 2xy — 5x. V nékterych
mohou vzniknout pii feSeni soustavy. VyzkouSejte program napiiklad pro funkci
f@,y) =2t = 3%y + 3y — y°.

4. Pomoci pifkazu extrema vySetfete vazany extrém funkce f(x,y) = 2% —y% + 3
s vazbou V : x2 +y2 = 1. Postupovat miizete takto:

> fi=(z,y)— > a2 —y"2+3;

> M :=a2"2+y"2 =1,

> extrema(f(x,y), M,{z,y}, body');

> body;

5. Vypodétem dokazte, ze funkce f(z,y) = cosy — |z|, neni diferencovatelnd v
bodech [0,y]. Névod: Vypoctéte, ze v bodech [0,y] neexistuji parcidlni derivace
podle x.

6. V programovacim jazyku MPJ napiste program, ktery spocitd hodnotu
diferencialu dj, f (zo,%0). Program pak aplikujte na funkci f(x,y) = 2 + In(xy),
bod A = [1,3] a prirtistek h = (0.2, —0.01). Vysledek 0.796.

7. Uréete rovnici te¢né roviny ke grafu funkee f(x,y) = 4 — (22 +y?) v bodé [3,2].
Pak do jednoho obrazku nakreslete nalezenou te¢nou rovinu spolu s grafem zadané
funkce. Vypocet mutzete provést napriklad pomoci posloupnosti pfikazt

> fri=(r,y)- >4 - (272 +y"2);

> fx(3,2) := subs(x =3,y = 2,dif f(f(z,y),2));

> fy(3,2) := subs(x = 3,y = 2,dif f(f(z,9),9));

> tecnarovina = (x,y)— > f(3,2) + fz(3,2) * (x — 3) + fy(3,2) * (y — 2);

> tecnarovina(z,y);

> G :=plot3d(f(z,y),x = 4.4,y = —4..4) :

> G2 := plot3d(tecnarovina(z,y),r = —2..2,y = —2..3) :

> with(plots) :

> display3d({G1, G2});
Uvedeny postup lze snadno modifikovat pro jiné zadani funkce a bodu.
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8. Piikazem mtaylor spoctéte Taylortiv polynom Ts(z,y) patého fadu funkce
f(z,y) = Ve* +sin2y v bodé [0,0]. Dejte pozor na zadani fadu! Aby piikaz
fungoval je ho zapotfebi nejprve zavolat z knihovny pfikazem readlib(mtaylor).

9. Nejprve nakreslete graf funkce f(z,y) = sinzcosz v okoli bodu [0,0]. Volte
(—0.5,0.5) x (—0.5,0.5) a (—m, m) x (—m, 7). Pak pomoci pfikazu mtaylor vypoctéte
Taylortiv polynom 5-ho fadu funkce f v bodé [0,0]. Nakreslete graf nalezeného
polynomu a srovnejte ho s grafem funkce f.

10. Vypoctéte Tayloriiv polynom T5(x,y) funkce f(z,y) = arctg(z® + y?) v bodé
[—1,1] a nakreslete tento polynom na intervalu (—3,3). Postupovat mizete takto:
> f:=(z,y)— > arctan(z"3 + y"2);
> T'5 = mtaylor(f(z,y), [z = —1,y = 1],6);
> plot3d(T5,z = —3..3,y = —3..3, view = 5..5, colour = blue);

11. Pomoci ptikazu implicitplot prozkoumejte kiivky v roviné, které jsou dany
implicitné nasledujicimi rovnicemi:
2
a) ex v - Yy = ]-, [.I, y] € <727 2>2'
2
b) e HY —a? —yt =0, [z,y] € (~3,3) x (=3,10).

X
a) exy 7$2+y3 =c,cE {Oa%ala% ) [‘Z‘vy] € <7232>2

12. Naleznéte pocet realnych feseni nasledujici soustavy nelinedrnich rovnic:
2+ —Tey+1=0, 2% —y? — 22y + 1 = 0. Vysetiovani soustavy omezte na
mnozinu M = (—4,4)2. Postupujte tak, ze do jednoho obrazku nakreslite kiivky
dané implicitné zadanymi rovnicemi. Pouzijte ptikazu display. Pro lepsi orientaci
v obrazku pouzijte parametru colour, ktery zptisobi barevné rozliseni kiivek. Pocet
feSeni soustavy je roven poctu pruseciki.

13. Na mnoziné (—3,3)2 nejprve nakreslete kiivku zadanou implicitné rovnici
xy + y? — ze® = 0. Pomoci pitkazu implicitdif f pak vypoététe derivaci y' funkce
y = y(x) dané implicitné. Zjistéte, zda je tato funkce v okoli bodu [1, ?] rostouci,
pripadné klesajici. Je hodnota symbolu ? urcena jednoznacné? Vysvétlete.

14. Rovnice z? + 3% = 1 vyjadfuje kruznici. Zjistéte, jak vypada kiivka dani
rovnici 22 + y® = 1. Je uzaviend stejné jako kruznice? Piikazem implicitderive
vypocitejte t¥eti derivaci funkce y = y(z) dané implicitné touto rovnici. Zjistéte,
jakému geometrickému objektu tfeti derivace odpovida. Volte grid = [100, 100].

15. Pomoci piikazu implicitplot3d prozkoumejte plochy v trojrozmérném prostoru,
které jsou dany implicitné nésledujicimi rovnicemi:

a2+ + 2 =0 +y+ 2,

b) 2% + 9% + 22 + 2zyz = 1,

o)zt +yt+ 2t +bayz = ¢, ce {-1,0,1,1},

d) 22y? + 2222 + 222 =22 42 + 22 4 L.
Hodnotu parametru grid volte tak, Ze grid=1[25, 25, 25|, pfipadné grid =30, 30, 30].
Obrazky kreslete postupné na intervalech (—2,2)3, (=3,3)3 a (=5,5)3. V ptipadé
rovnice b) je lepsi misto koeficientu 2 zvolit 2.01. Obrézek pak 1épe odpovida realité.



CVICEN’I' 3. TEMA: INTEGRALNI POCET FUNKCI VICE
PROMENNYCH, KRIVKY A PLOCHY DANE PARAMETRICKY.

Treti a zaveérecné cviCeni druhého semestru je vénovano tloham z integralniho
poctu vice proménnych a také kiivkam a plocham danym parametricky. Nejprve
uvedme prehled novych piikazi s kratkym komentdfem o jejich vyznamu a syntaxi.

KLIC¢OVA SLOvA PRO TRETI CVICENI

with(student), Doubleint, Tripleint, wvalue, spacecurve,

MAPLEOVSKA TEORIE

Dvojny integral z funkce f(x,y) pfes elementarni oblast M typu (z,y), tj.
M = {[z,y] € R%a < x < byu(r) < y < v(x)}, vypoéteme pomoci pifkazu
Doubleint takto: A := Doubleint(f(x,y),y = u(z).v(z),z = a..b);value(A);.
Analogicky pomoci Tripleint vypo¢itdme trojny integral z f(x,y,z) pres oblast
M = {[z,y,2] € R¥a < z < bu(z) <y < v(x),U(r,y) < z < V(z,y)}
Piikaz mé tvar A := Tripleint(f(x,y,2),z = U(z,y)..V(z,y),y = u(x)..v(zx),
x = a..b);value(A);. Piikazy Doubleint a Tripleint je nutné nejprve zptistupnit
zavolanim knihovny ve které lezi. To provedeme piikazem with(student).

Kiivku C zadanou parametrickymi rovnicemi z = ¢(t),y = ¥(t),t € (a,b), lze
nakreslit piikazem plot([¢(t), ¥ (t),t = a..b]);. Prostorové kiivky nakreslime pomoci
piikazu spacecurve. Aby piikaz fungoval, je tfeba zavolat knihovnu with(plots).
Plochu zadanou parametricky nakreslime jiz znamym piikazem plot3d. Syntaxe
ptikazu je analogicka jako u kiivek.

ZADANI PRIKLADU PRO TRETI CVICEN{

1. Pomoci ptikazu Doubleint vypoctéte dvojny integral z funce f(x,y) = y pfes
oblast M typu (z,y), kde M = {[z,y] e R}, -2 <2 <1, 22+2 <y <4 -z}
Ulohu vyfesite posloupnosti pifkazii:

> with(student) : A := Doubleint(y,y = 22+ 2.4 — z,x = —2..1); value(A);

2. Rozhodnéte, ktery z dvojnych integralt ff(fi(x—#y)dx)dy, f;(fls (z+y)dz)dy je
vétsi. Porovnejte plochy integracnich oboru podle velikosti a geometricky vysvétlete
proc¢ je integral pres vétsi obor mensi.

3. Pomoci piikazu Tripleint vypoctéte trojny integral z funkce f(z,y,2) = zy+ 2
ptes oblast M = {[z,y,2] e R} 0< 2 <1, 0<y<1-2, 0<2<2—12—2y}
typu (z,y, z). Odpovidajici ptikazy maji tvar:

> B :=Tripleint(zy+ 2,2=0.2—2 —2xy,y =0..1 — 2,2 = 0..1); value(B);

Ve

pomoci trojrozmérnych integrald takto:
[[[ z dedydz [[[y dzdydz [[[ z dedydz
M M M

‘/J;{f dudydz {v{f dxdydz W ‘[v{f dxdydz

Piedpokladejme, Ze téleso M lze popsat jako elementarni oblast typu (x,y, z), tedy
M ={[z,y,z] e RPa <2 < b f(z) <y < g(2),Fa,y) < 2 < G(z,y)}. Napiste

T =
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5. Prozkoumejte, jak vypadaji nasledujici rovinné kiivky zadané parametrickymi
rovnicemi. K jejich nakresleni pouzijte pfikazu plot.

a)z =132ty =13 - 2t%,t € (—2,2.5).

b) z =13 -2ty =3t2 —t* t € (-2,2).

3 3

iiiéhy = §1i47t € <_272>

d) x =1+ cost,y = t(1 — cost),t € (=2m,2m), resp. t € (—2m, 2m).
Dalsi priklady zajimavych obrazka kfivek muzete ziskat modifikaci koeficienti,
nebo mocnin v zadanych ulohach.

c) x =

6. Nasledujici k¥ivka je prikladem uzaviené kiivky v prostoru. Pomoci prikazu
spacecurve nakreslete, jak tato kiivka vypadé. Parametrické rovnice k¥ivky jsou
r = —10cost — 2cos bt + 15sin2t,y = —15cos 2t + 10sint — 2sin 5, z = 10 cos 3¢,
kde ¢ € (0, 27).

7. VySetfovan{ vazanych extrémi funkce f(x,y) vzhledem k vazbé g(x,y) = 0 lze
geometricky interpretovat jako hledani extrémt na prostorové kiivce. Uvazujme
funkci f(z,y) = 22 — y? a vazbu 22 — y = 1. Nejprve pomoci piikazu extrema
nalezneme vazané extrémy zadané funkce.

> with(student) : M :=a"2 —y =1,

> extrema(z™2 — y"2, M, x,y," body');

> allvalues(body);
Posloupnosti dalsich pfikazi nakreslime do jednoho obrazku graf funkce f(z,y),
kfivku odpovidajici vazebné podmince a prostorovou kiivku, na které extremalni
hodnoty hledame. Z obrazku, je dobfe patrna geometricka podstata problému.

> with(plots) :

> A= plot3d(z"2 —y 2+ 3,x = —2.2,y = —2..2) :

> B := spacecurve([t, t"2 — 1,0],¢t = —2..2, color = blue) :

> C := spacecurve([t,t"2 — 1,t"2 — (t"2 — 1)"2 + 3],t = —2..2, color = red) :

> display3d({A, B,C});

8. Piikazem plot3d nakreslete valec s vyskou 5 a polomérem 1. Pti kresleni obrazku
pouzijte transformace do valcovych soufadnic. Valcovou plochu pak nakreslite
pomoci piikazu plot3d([cos(u),sin(u),v],u = 0..2 % Pi,v = 0..5);.

9. Nakreslete valcovou plochu, jejiz fidici k¥ivka je kubicky polynom y = 23 —3z+1.
Vyska vélcové plochy je 4. Piikaz: plot3d([z,x® —3*x—1,2],2 = —2..2,2z = 0..4);.

10. Nakreslete plochu, tak zvany anuloid, ktera je dana parametrickymi rovnicemi
x = (a+ bcosv)cosu, y = (a + beosv)sinu, z = bsinv, kde u,v € (0,2m).
Koeficienty a,b volte napiiklad ¢ = 2,6 = 1. Pak a,b zméite a podle obrazki,
které ziskate, zkuste uréit jejich vyznam. Anuloid nakreslite pfikazem

plot3d([(2+ cos(v)) xcos(u), (24 cos(v)) #sin(u), sin(v)],u = 0..2% Pi, v = 0..2% P%);.



