Dvojny integral Resené piiklady

8. Dvojny integral - Fubiniho véta

Priklad 8.1. Spoctéte [[ ¥ dzdy, kde Q = (0,1) x (1,2).
o)

Reseni. Integracéni obor Q je ¢tverec, tj. dvojrozmérny interval (0,1) x (1,2). Viz Obrazek 8.1. Aplikujeme
Fubiniho vétu. Oblast 2 budeme uvazovat jako oblast typu (y, z).

Y

) 2

1

B e

1 T
Obr.8.1: Q= (0,1) x (1,2)
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V ptipadé, ze oblast 2 budeme chépat jako oblast typu (z, y), narazime pfi vypoctu na integral fol i
ktery nelze vyfesit v mnoziné elementarnich funkci.

Piiklad 8.2. Spoctéte [[ z2ye™ dzdy, kde Q2 = (0,1) x (0,2).
o

Regeni. Integracni obor Q je obdélnik (0,1) x (0,2). Postupujeme analogicky jako v piedchozim pifkladu.
Aplikujeme Fubiniho vétu. Oblast {2 budeme uvazovat jako oblast typu (x,y).
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Obr.8.2: @ = (0,1) x (0,2)
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Piiklad 8.3. Spoctéte [[ xy? dady, kde (2 je uréena vztahy 22 +y? —1 <0,z +y —1 > 0.
)

Reseni. Integra¢ni obor €2 je ohrani¢en piimkou a kruznici. Viz Obrézek 8.3. Oblast Q je typu (z,v) i (v, z).
Zvolme typ (z,y). Plati Q = {[z,3];0 <2 < 1,1 —z <y <1 —22}. K vypoctu pouzijeme Fubiniho vétu.

Obr.83:Q:22+42-1<0,2+y—1>0
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20°
Zvolime-li typ (y,x), pak Q = {[z,y];0 <y <1,1—y <z < /1 —y?}. V tomto piipadé vede vypocet na
jednodussi integral.
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Piiklad 8.4. Spoctéte [[y dzdy, kde  je urdena vztahy 22 —y+2=0,2 +y —4 = 0.
Q

Resend. Integraéni obor € je ohranien pfimkou a parabolou. Viz Obrazek 8.4. Popisme obor €2 jako oblast
typu (z,y). Krajni meze z-ové soufadnice oblasti ziskdme jako x-ové soufadnice prusecikt pfimky a paraboly.
Resime 22 +2 =4 — 2. Odtud 2> + 2 —2=0ax; = -2, x5 = 1. Plati Q = {[z,9]; 2 < 2 <
<L2?+2<y<4-—z}
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Obr.84:Q:a2?2—y+2=02z+y—4=0
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Piiklad 8.5. Spoctéte [[ zy dzdy, kde Q je urcena vztahy zy = 1,2z + 2y — 5 = 0.
Q

Reseni. Integraéni obor €2 je ohrani¢en p¥imkou a hyperbolou. Viz Obrazek 8.5. Popisme obor € jako oblast
typu (z, y). Krajni meze z-ové soufadnice oblasti ziskdme jako x-ové soufadnice priseéikt pfimky a hyperboly.
Resime z (5 — 2) = 1. Odtud 2225242 =0azy = 3,23 = 2. Plati Q = {[z,y;i <2< <2, 1 <y <5z}
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Piiklad 8.6. Spoctéte [[ev dzdy, kde Q je uréena vatahy = = 0,y = 1,y = 2,52 = z.
Q

Resend. Integraéni obor 2 je ohranien pfimkou a parabolou. Viz Obrazek 8.6. Popisme obor €2 jako oblast
typu (y, ). Plati Q@ = {[z,9];1 <y < 2,0 <y < y?}.
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Obr.86:Q:2=0,y=1,y=2,y>=2z
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Priklad 8.7. Spoctéte [[ % dzdy, kde  je uréena vztahy 1 <z <y < 3.
QY

Resend. Integraéni obor ) je ohranicen tfemi piimkami. Viz Obrazek 8.7. Popisme obor €2 jako oblast obou

typt. Pro typ (z,y) plati @ = {[z,y];1 <2 <3,z <y < 3} a pro typ (y,z) plati Q =
={[z,y];1 <y <3,1 <z <y} Vypolet provedeme pro oba typy.
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Obr.87:Q:1<xz<y<3
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Piiklad 8.8. Spoctéte [f :r_2 dzdy, kde Q je urCena vztahy x = 2,y = z,zy = 1.
QY

Reseni. Integraéni obor € je ohrani¢en dvéma piimkami a hyperbolou. Viz Obrazek 8.8. Popisme obor Q2 jako

oblast typu (z,y). Plati @ = {[z,y];1 <2 < 2,1 <y <z}
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Obr.88: Q:x=2,y=x,2y=1
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Piiklad 8.9. Spoc¢téte [[ dzdy, kde Q je uréena vztahy z +y =4, 2 +y = 12,y = 2.
o
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Resend. Integraéni obor () je ohrani¢en dvéma piimkami a parabolou. Viz Obrazek 8.9. Je ziejmé, Ze obor 2
je nutné rozdélit na dvé ¢asti Q1 a Qo tak, ze Q = Q; UQy. Oblasti Q1, Qs popiseme jako oblasti typu (z,y).
Plati Q1 = {[z,y];0 <2 <84 -z <y<+v2zx}aQe={[z,y;8< 2 <18, —v2r <y<12—z}.

Obr=: Q:z4+y=4zc+y=12y2=2z
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Piiklad 8.10. Spoctéte [/ siny? dazdy, kde Q je uréena body A = [0,0], B = [9,3],C = [1, 3].
Q

Reseni. Integraéni obor  je ohrani¢en piimkami. Viz Obrazek 8.10. Obor Q popiseme jako oblast typu (y, z).
Plati Q = {[z,y];0 < y < 3,4y < = < 3y}. Volba typu (z,y) vede k rozdéleni oblasti na dvé ¢ésti a navic
k integdlu [ sin y? dy. Tento integral nelze vyfesit nad mnoZinou elementarnich funkci.
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Obr.8.10: 2: A =1[0,0], B = [9,3],C = [L,3]
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Jcosy?dady = [ | [ cosy*dx | dy = [|zcosy?| dy =3 [2ycosy?dy
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costdt = % [Sin t] = % sin 9.
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Lístek s poznámkou
Dolní mez integrálu má být 2.
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