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2 Euklidovsky prostor

2.1 Zakladni pojmy a vztahy v roviné

Zakladnimi geometrickymi utvary jsou bod piimka a rovina, zdkladnim geometrickym
vztahem je vztah incidence, ktery se vétSinou opisuje spojenimi ,,bod lezi na ptimce®, ,,pfimka
prochazi bodem®, ,,bod lezi v roving®, ,pfimka lezi v roviné“. Bod si pfitom piedstavujeme
jako ,,bezrozmérny objekt”, pfimku jako ,nekonecné tenkou rovnou caru“, atd. Pokud
bychom ovS§em chtéli tyto popisy povazovat za matematické definice, museli bychom piedtim
definovat bezrozmérny objekt, tenkou rovnou c¢aru atd. Je ziejmé, ze timto zplisobem by
nebylo mozné nikdy nikde zacit. Moderni geometrie vyfeSila tuto potiz velmi elegantné.
Netiké totiz, co je bod, co je piimka, ani co to znamena, kdyz pfimka prochdzi bodem.
Geometrie pouze stanovi zakladni tvrzeni o téchto pojmech a vztazich, kterd pfijme bez
dikazu (tzv. axiomy). Napiiklad:

1. Dvéma riznymi body prochazi prave jedna piimka.
2. Na kazd¢ primce lezi alesponi dva body.

atd.

Pod témito tvrzenimi si nemusime piedstavit viibec nic. A pokud si piedstavovat chceme, jsou
tyto predstavy Cisté nasi subjektivni véci, pokud stile koresponduji s postupné budovanou
teorii. Geometrii, kterda by méla jen tyto dva axiomy, si mizeme predstavit tieba jako
fotbalovy zapas. Bod je fotbalové muzstvo, piimka je htisté. Vztah "bod A lezi na piimce a"
znamena, ze muzstvo A hraje na hfisti a. Muzstva, kterd proti sob¢ hraji, nemohou bé&hat po
tribuné ani hrat na dvou hfistich. Je tak splnén prvni axiom. Méa-li jit o fotbalovy zapas,
nemuze po hiisti béhat jen jedno muzstvo, takze je splnén i1 druhy axiom.

Geometrie dnes opravdu nikoho nenuti pfedstavovat si bod jako co nejmensi tecku a ptimku
jako tenkou rovnou Caru. Presto si drtivd vétSina lidstva (vCetné matematikll) piimku tak
predstavuje. A chce-li ¢lovék znéazornit bod, ktery na ni lezi, nesleduje fotbalovy zapas,
ale trefuje se ofezanou tuzkou do tenké rovné ¢ary. Proc? JednodusSe proto, Ze tato pfedstava
jako jedna z mala odolad naporu dalsich axiomd, které jsou potieba k vybudovani ,,rozumné*
geometrie. UZ dals§i axiom (existuji alesponi tfi body, které nelezi na jedné pfimce) totiz
milovnika fotbalu pfinuti vymyslet né¢jaky fotbalovy turnaj, ktery se hraje alespoii na dvou
htistich. A v okamziku, kdy budeme pottebovat tieba stied Usecky, ,,fotbalovy geometr* asi
skon¢i. Vzdyt’ které ze dvou muzstev béhajicich po hfisti by tim sttedem mélo byt? Jakkoli si
totiz matematickd teorie sama o sobé musi vystacit s pojmy a vztahy, kterym ona sama
nedava konktrétni obsah, matematik, ktery ji buduje, si tohoto konkrétniho obsahu a smyslu
naopak musi byt védom vzdy, a to velmi pfesné. Sebekrasnéj$i matematicka teorie by totiz
byla k ni¢emu, kdyby podle ni nikde nic redln¢ nefungovalo.

Jak jiz bylo fec¢eno, geometrie stoji na n€kolika axiomech — tvrzenich, kterd se nedokazuji.
Soustava axiomil musi spliiovat pomérné piisné pozadavky, které zde nebudeme rozebirat.
K vybudovani jedné a téze geometrie neni bezpodminecné nutnd zcela identickd soustava
axiomti. Axiomy by vSak mély byt v kazdém ptipad¢ jednoduché a ziejmé. Jsou to tvrzeni,
kterd se nedokazuji, proto musi byt akceptovatelnd pro kazdého, kdo né€kdy drzel v ruce
pravitko a tuzku.

Zéklady rovinné geometrie (planimetrie), kterou jste studovali na stfedni Skole, tvoii soustava
axioml némeckého matematika Davida Hilberta (1862 - 1943). Ten rozdélil axiomy do
nekolika skupin:
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Axiomy incidence - zavad¢ji vzajemnou polohu bodi a primek

I1: Dvéma riznymi body prochézi prave jedna pfimka — zapisujeme p = AB
12: Na kazdé ptimce lezi alespoii dva rizné body
I3: Existuji alespon tfi body, které nelezi na téze ptimce

Bézné pouzivané rizné popisy téze geometrické situace — bod lezi na piimce, ptimka prochézi
bodem, se n¢kdy nahrazuji jednotnym pojmem incidence: se dvéma riznymi body inciduje
pravé jedna pfimka, s kazdou pfimkou inciduji alesponi dva riizné body... Odtud nézev prvni
skupiny axiomt.

Nejjednodussi predstava (model) geometrie, v niz plati jen axiomy incidence (tzv. incidencni
geometrie), ma tfi body a tfi pfimky. Tuto geometrii si miizeme ptedstavit jako tii provazky
svazané tiremi uzly: Dva body (uzly) lezi na téze ptimce (provazku), tvoti-li jeho konce. Je
zajimavé, ze zde funguje i pfedstava dudlni: Body si lze ptfedstavit jako provazky a piimky
jako uzly, kterymi jsou svazany.

Axiomy usporadani - zajist'uji, aby piimka byla ,,dostatecné husté¢ pokryta body*. Tento
pozadavek je zajistén vztahem ,bod C lezi mezi body A;B*, ktery zapisujeme CuAB a
nasledujicimi axiomy:

Ul: Jestlize CuAB, pak A;B;C jsou tfi navzajem rizné body téze pfimky a plati také
CuBA

Axiom Ul umoznuje definovat nckteré znamé pojmy (polopifimka, usecka, polorovina,
trojuhelnik, atd.). Tyto definice pfenechame ctenafi jako cviceni a v dal§im textu budeme tyto
pojmy poazovat za znamé

U2: Ke kazdym dvéma riznym bodim A;B existuje alespon jeden bod C tak, ze CuAB.
U3: Pro kazdé tfi rizné body téze primky plati, ze pravé jeden z nich lezi mezi zbylymi
dvéma.

U4 (Paschiiv): Jsou-li E;F;G nekolinearni body (tj. nelezi na jedné pfimce) a p je piimka,
na které lezi bod M uEF , pak existuje bod N, ktery lezi na p a plati bud N =G, anebo
NuEG, anebo NuFG

(jinak feceno: ptimka, kterd neprotind Zadny vrchol trojuhelnika a protind jeho stranu, protina
prave jednu dalsi stranu)

Na axiomy U2 a U4 nemohou spoléhat grafické algoritmy, které pracuji pfimo na vystupnim
zatizeni pocCitace (tzv. rastrové algoritmy). Jak je vidét na piipojenych obrazcich zvétSeného
monitoru, mezi riznymi body A;B jiz Zadny dal$i bod nelezi (tj. neni splnén U2). Pfimka p
protind stranu EF trojuhelnika AEFG v bodé M , ale navzdory Paschovu axiomu je to jeji
jediny spole¢ny bod s obvodem trojuhelnika.

Axiomy uspotadani 1ze volit 1 jinak. Pomoci jinych ¢tyf axiomil 1ze naptiklad na kazdé piimce
postulovat usporadani bodti podobné jako uspotadani Cisel na ¢iselné ose a poté definovat
vztah ,,bod C lezi mezi body A;B“, a to tak, ze CuAB pravé tehdy, kdyz A<C <B.

Pomoci takto zvolenych axiomu Ize pak tvrzeni Ul; U2; U3; U4 dokézat (v takové geometrii
by to pak tedy nebyly axiomy, ale véty). Dostali bychom pak dvé geometrie, které by vSak
,fungovaly stejné* — fe€eno matematicky, tyto dvé geometrie by byly ekvivalentni.
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Geometrie, ktera spliiuje axiomy incidence a uspotfadani, uz je pomérn¢ bohatd. Body si
muzeme predstavit jako uspofadané dvojice ¢isel tvaru [pl; pz], pfimky jako dvojice tvaru
[q1 +5s,-t;q, +5, -t] . Bod lezi na ptimce pravé P lezi na ptimce ¢ prave tehdy, kdyz existuje
t, po jehoz ,,dosazeni do pfimky q obdrzime bod P *“. Naptiklad bod [9;1 1] lezi na pfimce
[6+2t;8+2t], nebot’” pro t=1.5 je [6+2t;8+2t] =[6+2-1.5;8+2-1.5] =[9;11]. Tato
predstava jiz pfipominé soufadnice bodu, parametrické rovnice pfimky a zndmou analytickou
geometrii. Na rozdil od ni vSak naSe geometrie prozatim vystaci s raciondlnimi Cisly, body
jako |:\/§ ;72'] nemusi vilbec znat. Jeji pfimky tak mohou byt zna¢né ,,dé€ravé®, tyto ,,diry* se

vSak diky vlastnostem racionalnich ¢isel nemohou ,,potkat™ v ptipadném priseciku, takze
nase ,,dérava racionalni geometrie splituje axiomy usporadani, véetné axiomu Paschova.

Axiomy shodnosti — zavadé¢ji shodnost Gsecek a uhlii a umoziuji definovat dalsi dilezité
utvary.

S1: Pro kazdou Gsecku AB je AB = AB (fikame, ze shodnost usecek je reflexivni). Pro kazdé
dvé usecky AB; CD plati: je-li AB=CD, pak je CD = AB (shodnost usecek je symetrickd).
Pro kazdé tfi usecky AB; CD; EF plati: je-li AB=CD a CD=EF, pak AB=EF
(shodnost usecek je tranzitivni)

S2: Necht AB je tusecka, CD poloptimka. Pak na CD lezi pravé jeden bod E tak, ze
AB =CE.

S3: Necht CuAB; C'uA'B'; AC=A'C'; CB=C'B'.Pak AB=A'B'.

S4: Shodnost uhlt je reflexivni, symetricka a tranzitivni (viz S1)

S5: Pro kazdy <AVB a kazdou polorovinu A'V'M existuje jedina poloptimka V 'B' tak, ze
<AVB = <A'V'B'

S6: ,,Véta® sus o shodnosti trojahelnik.

Tyto axiomy umoznuji definovat fadu diilezitych tvara - napf. stfed tsecky, pravy thel (jako
uhel, ktery je shodny se svym thlem vedlejsSim), osu useCky a uwhlu, rovnoramenny a
rovnostranny trojihelnik apod. Diky nim miizeme rozhodovat o tom, ktera z usecek je vétsi a
kterd mensi, nedovedeme vSak fici o kolik, resp. kolikrat, tj. nedovedeme meéfit. MiiZeme

postulovat délku |AB| useCky AB jako realné ¢islo s témito vlastnostmi:
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1) Délka kazd¢ usecky je kladna
2) Délky shodnych tsecek jsou si rovny
3) Je-li CuAB, pak |AC|+|CB|=|AB]|

4) Existuje usecka délky jedna.
Nase dosavadni geometrie vSak dosud ,,neumi* takovou délku urcit.
Axiomy spojitosti - umozni zjistovat délky usecek a ,,zalepi diry v piimkach* .

A (Archimediiv): Necht AB,; AB jsou libovolné tsecky. Na polopiimce AB sestrojme
posloupnost Py;R;..;R;...={R}, _, tak, ze P, = A; BB, = AB,. Pak existuje ne N tak, ze
BuAP, .

AO BO

A~B B B B B B & BB
Archimediv axiom dava velmi nazorny navod, jak zjistovat délku usecky ,,prikladanim
metru“. Umoziiuje definovat vzdalenost bodl a tim 1 kruZnici jako mnoZinu bodi, které maji

vvvvvv

»déravych® utvarl a jejich priseciki. Jestlize totiz sestrojime ptimku, kterd ma od stfedu
kruznice vzdalenost mensi nez polomér, oCekavame, ze bude mit s kruznici dva spolecné
body. To vSak bohuZel neni zarueno — i kruznice je v nasi geometrii prozatim ,,dérava‘“ (a to
znacné) a ,secna“ se muze ,trefit“ zrovna do ,,chybé&jicich bodi“. Svéd¢i o tom i nas
pfedchozi ,raciondlni analyticky model®, kde je kruZnici
napfiklad mnoZina vSech uspofadanych dvojic [x;y], pro

které je x*+y’>=16 a a pfimkou napiiklad mnoZina [t;2].
Dosazenim zjistime, ze ,,pruseciky* pifimky s kruznici jsou
uspotfadané dvojice [iﬁﬂ]. Ty vSak nejsou body nasi

geometrie, protoze V2 neni racionélni &slo. Pfimka [t;2] je
tedy ,,seCna“, kterd nema s nasi kruznici zadny spolecny bod.
To je velmi nepfijemné, a proto je tieba ,diry” v nasi
geometrii ,,zalepit®. Timto ,,lepidlem* je Cantoriv axiom:
C (Cantoriiv): Necht’ {ABH}MN je posloupnost Usecek ptimky p takova, Ze pro kazdé n je
A . B,., < AB,.Pakexistuje bod M € p takovy, Ze pro kazdé n je M uAB,.

Ay 4, A, M B, B B,

Y

————e
—
———e
—*
—

Ptimka, na které lezi body A,; B,, mlze byt vnaSem raciondlnim modelu napiiklad

predchozi secna [t;2] , body jsou tedy tvaru A, = [an;2] ; B, = [bn;2] , kde mlzZe byt napf.
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a=1;a=14;a,=141;... b=2;b,=1.5; b, =1.42;...

Body A, se kazdym desetinnym cislem bliZi zdola k bodu M = [m;2] , body B, se kazdym
desetinnym ¢islem blizi k témuZz bodu shora. Aby mohlo byt stile M uxA B,, musi byt
M =[1,414 213 562....;2]:[\/5;2] Tento bod ale neni bodem racionalniho modelu,

racionalni model nespliuje Cantorilv axiom, a neni proto spojitou geometrii. Abychom
Cantorovu axiomu vyhovéli, musime si vzit na pomoc ¢isla iraciondlni, kterd ,diry*
v raciondlnim modelu ,zalepi“. Dostdvame analyticky model, ktery body modeluje
uspofadanymi dvojicemi redlnych Cisel, popt. synteticky model, ktery pfi rysovani piimky
nedovoli zvednout tuzku z papiru. Dostavdme ,,geometrii bez dér*, které k bézné piedstaveé
rovinné geometrie chybi uz jen jedno — nevime, jak to vypada s rovnobéznymi piimkami.
Poslednim axiomem tedy bude

Axiom rovnobéZnosti

E (Euklidiv): Bodem A nelezicim na pfimce p prochazi pravé jedna piimka a, kterd
s ptimkou p nemad spole¢ny zddny bod.

Timto axiomem je dovrSeno budovani euklidovské geometrie v roving.

2.2 Zakladni pojmy a vztahy v prostoru

Prostorovou geometrii (stereometrii) 1ze vybudovat tim, Ze k dosavadnim pojmiim a vztahtim
pfiddme pojem roviny a axiomy popisujici vzajemnou polohu bodu a roviny, pfimky a roviny
a vzajemnou polohu dvou rovin. K tomu je potfeba k piredchozi soustavé axiomui pridat
dalsich Sest axiomil incidence:

I4: Kazdymi tfemi body, které nelezi na jedné piimce, prochéazi praveé jedna rovina

I5: V kazdé roviné lezi alespoii jeden bod

I6: Jestlize v roviné lezi dva riizné body téze piimky, pak v této roving lezi celd ptfimka

I7: Jestlize bod lezi na piimce a tato pfimka v roving, pak bod lezi v této roviné

I8: Existuji alespon ¢tyti body, které nelezi v jedné roviné

19: Jestlize dvé roviny maji spolecny bod, maji spole¢nou piimku, kterda timto bodem
prochazi.

Tyto axiomy spolu s axiomy uvedenymi v piedchozi kapitole umoziuji definovat vSechny
dilezité pojmy a vztahy v prostoru (rovnobéZznost a kolmost piimek a rovin, odchylky piimek
a rovin...) a dokazat vSechny zndmé stereometrické véty (kriteria rovnob&znosti a kolmosti
pfimek a rovin atd.).

Pomoci deviti axiomil incidence, ¢ty axiomul uspofadani, dvou axiomil spojitosti a axiomu
rovnobéznosti 1ze vybudovat celou stereometrii tak, jak ji znate ze stiedni Skoly.

2.3 Synteticka a analyticka geometrie

V kpt. 1.1 jsme uvedli, ze pfedstava bodu jako bezrozmérné tecky, pirimky jako tenké rovné
cary a roviny jako tenké rovné plochy je jedna z mala predstav, kterd odolava ,naporu*
postupné piibyvajicich geometrickych axiomi. Tuto piedstavu (realizaci, model) nazyvame
syntetickym modelem geometrie, kratce syntetickou geometrii. Ze stiedni Skoly ov§em zndme
1 jiny model geometrie, o némz jsme se v kpt. 1.1 jiz zminili — je to model analyticky
(analytickd geometrie). Body v rovin€ jsou zndmym zptisobem modelovany jako usporddané
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dvojice redlnych ¢isel, v prostoru pak jako uspotfadané trojice redlnych cisel. Tato cisla
nazyvame soufadnice bodu.

Rovinu, ktera splnuje axiomy I1-13, U1-U4, S1-S6, A, C, E, nazyvame euklidovskou rovinou.
Prostor, ktery navic splituje axiomy 14 — 19, nazyvame euklidovskym prostorem.

Geometrie, kterd zavadi jakési pojmy spliujici jisté axiomy bez jakychkoli predstav o tom, co
tyto pojmy a axiomy znamenaji, je matematickou abstrakci. Jestlize tyto pojmy a axiomy
»objevime* v konkrétnich situacich, fikdme, Ze jsme nasli model (nebo realizaci) této
geometrie.

Az do 17. stoleti byla geometrie ztotozniovana vpodstaté jen s jejim syntetickym modelem.
Geometii pracovali stuzkou, pravitkem a kruzitkem (popf. sjinymi mechanickymi
rysovacimi pomtickami). Algebraicky aparit pouzivali jen k vypoctim délek, povrcht a
objemd, pricemz méfeni potfebnych udaji bylo zalozeno vpodstaté¢ jen na Archimedové
axiomu. Podstatné hlubsi souvislosti mezi geometrii a algebrou objevil francouzsky filozof a
matematik René Descartes (1596 - 1650), ktery stal u zrodu analytického modelu geometrie.
Objevil pravouhlou soufadnou soustavu, kterou dnes nazyvame soustavou kartézskou (podle
latinského prepisu jeho jména Cartesius). Body v roviné resp. v prostoru jsou usporadané
dvojice resp. realnych ¢isel. Pfimku lze chapat jako linearni rovnici o dvou neznamych (v
rovin¢) popi. soustavu dvou linearnich rovnic o tfech nezndmych (v prostoru), rovinu jako
linearni rovnici o tfech nezndmych. Tyto rovnice nazyvame obecnymi rovnicemi piimky
(roviny). Casto se pouZivaji tzv. rovnice parametrické, které vyuzivaji skute¢nosti, ze piimka
je urcena bodem A= [al;az] v roving resp. A= [al;az;a3] v prostoru a smérovym vektorem

u=(U;U,) vroving resp. u=(U;U,;U,) v prostoru.

1. Vektorovy prostor: Ze sttedni Skoly zndme pojem vektor. Vektory si miizeme predstavit
bud’ jako orientované useCky se spolenym pocate¢nim bodem, anebo jako uspotadané
dvojice popf. trojice realnych ¢isel, které predstavuji soufadnice vektoru. Pocatek souradné
soustavy je pfitom umistén ve spoleéném pocateCnim bod€ uvazovanych orientovanych
usecek. Vektory mizeme secitat a nasobit redlnym c¢islem. Vektor v=cyu,+cu, +...+Ccu,;
¢, e R; i=0;1;..;n nazyvame linearni kombinaci vektorti u,;u,;...;u, . Vektory u u,;...;u,;
i=0;1;..;n, znichz ani jeden nelze zapsat jako linearni kombinaci ostatnich, nazyvame
linearné nezavislé nebo téz bazové vektory. Jsou-li uy;u;;...;u,; i =0;1..;n bazové vektory,
pak mnozinu vSech vektorl tvaru v =cju, +Cu, +...+C u, nazyvame vektorovym prostorem

vytvofenym bazovymi vektory u,;u;;...;u, .

2. Priklad: Vektor v=(-3;5;2) je linearni kombinaci vektorti u, =(-110); u, =(0;1;1),
nebot v=3-u,+2-u,. Vektory wu,u, jsou bazové, nebot neexistuje Cc, R tak, aby
u, =C,-u,, ani ¢, e R tak, aby u,=c,-u,. MnoZina vSech linedrnich kombinaci vektora
tvaru v=Cyu,+cu,; C,;;C, €R je vektorovym prostorem. Tento vektorovy prostor si lze
pfedstavit jako rovinu, kterd prochazi poCatkem a ve které ,lezi* vektory u,;u,. Vektory

u,;U; nazyvame zamereni roviny.

Vektor 0=(0;0;0) je rovnéz linedrni kombinaci vektori wu ;u,, nebot' pro c,;c, =0

dostavame ~ (0;0;0)=0-(-1;1;0)+0-(0;1;1).
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Vsechny koeficienty C,;C,;...;C, linearni kombinace totiz mohou byt nulové (na rozdil od
kombinace projektivni, o které se zminime dale).

Uvazujeme-li vektor u = (2;1;0) , pak mnozina jeho linedrnich kombinaci (tj. nasobkl Cc-u;

c € R) je rovnéz vektorovym prostorem. Lze si ji pfedstavit jako piimku, ktera opét prochéazi
pocatkem. Vektor u nazyvame smérovym vektorem piimky.

Pomoci samotnych vektort je vSak modelovani euklidovské geometrie znaéné nepiijemné.
K vyjédteni roviny v prostoru bychom naptiklad potfebovali tii bdzové vektory, z nichz dva
u,;u, by tvotily jeji zaméfeni a tfeti (ozna¢me ho x) by zajiSt'oval ,,posunuti roviny mimo
pocatek®. Rovinu bychom si tak mohli pfedstavit jako mnozinu koncovych bodd vsech
vektori tvaru

X=Ww+Cyu,+Cu, (1)

Vektory wug;u; vtomto zapisu miZeme ndsobit libovolnym skalarem, vektor w vSak
nesmime kromé jedni¢ky nasobit ni¢im — bod x by totiZ opustil studovanou rovinu.

Podobna4 situace nastava u ptimky, kterou bychom vyjadiili ve tvaru

x=w+1l:s 2)

To je jeden z divodu, pro ktery zavadime tzv. afinni prostor.

4. Afinni prostor: Uvazujme vektorovy prostor, ktery doplnime mnozinou prvkd, které
budeme znacit A;B;C ;... a nazyvat je body. Takto vzniklou mnozinu vybavime operaci

s¢itani bodu a vektoru, jejimz vysledkem je bod. Tedy pro kazdy bod A kazdy vektor u

existuje bod B tak, ze B= A+u. Vektor u, pro ktery tato rovnice plati, zna¢ime u = AB.
(tikame, ze iseCka AB je reprezentantem vektoru u ). Dale musi pro kazdé tfi body A;B;C

platit AC = AB+BC. Takto zavedenou mnoZzinu bodii nazyvame afinnim prostorem a
prislusny vektorovy prostor pak zamérenim afinniho prostoru.

Body ptitom modelujeme usporadanymi dvojicemi resp. trojicemi soutadnic, které ovsem pro
odliseni od vektorti umistujeme do hranatych zévorek.

Takto zavedeny prostor spliuje vSechny axiomy I, U, A, C, E. Pozorny ¢tenaf asi v tuto chvili
postrada axiomy shodnosti (tedy axiomy skupiny S), coz je zvlast’ nepiijemné, uvédomime-li
si Zze v tuto chvili nemizeme méfit useCku a dokonce nemame k dospozici ani pravy uhel.
Ctenafe oviem muiZzeme uklidnit, a to hned ve dvou smérech. Jednak v celé Fadd
geometrickych situaci tyto véci nepotfebujeme a za druhé je velmi jednoduché do afinniho
prostoru shodnost zavést. Geometrie, kterd se obejde bez axioml shodnosti, takzvana afinni
geometrie, je geometrie polohova a feSi jen ulohy tykajici se vzajemné polohy
geometrickych utvarii (tj. spole¢né body a rovnobéznost). Jednd se o ulohy polohové a
takovych uloh je cela fada.

5. Analyticky model euklidovského prostoru: Potfebujeme-li fesit ulohy metrické, je tieba
definovat shodnost tsecek. VétSinou postupujeme tak, ze v zaméfeni afinniho prostoru

definujeme skalarni souin vektori. Skalarnim soucinem vektord w=(u;;u,);v=(v;;V,)

v roving resp. u = (ul ;U, U, ) (V= (V] ;vz;v3) v prostoru rozumime ¢islo
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(w;v)=uy, +u,v, v roving

(W3 V) =UV, +U,V, + UV, v prostoru (3)

V prostoru se skalarnim soucinem pak Ize definovat velikost (neboli normu) vektoru

”“” = \/(“;“) = \/Ul2 +U; v roviné

Jufl = f(wsw) = yJu? +u} +u2 v prostoru 4)

Pak staci definovat, Ze dvé tusecky AB; CD jsou shodné pravé tehdy, kdyz jsou
reprezentanty vektorti stejnych velikosti a stanovit jednotkovou tsecku (popt. jednotkovy
vektor).

K dispozici je pak i velikost uhld, kterd se zavede pomoci vztahu

(wv)

CoSQ = ———"0 (%)
o[V
Takto doplnény afinni prostor jiz spliiuje i axiomy shodnosti a je tedy euklidovskym

prostorem. Body a vektory euklidovské roviny (euklidovského prostoru) jsou tedy
v analytickém modelu reprezentovany uspotadanou dvojici (trojici) realnych cisel. Proto

budeme euklidovskou rovinu (euklidovsky prostor) ¢asto oznadovat E® resp. E’. Jeho
zaméfeni pak Z (Ez) resp. Z (ES).

A+2.5u

{+2.u Piimkou roviny E’ (prostoru E’) je pak mnoZina p

vSech bodu tvaru

A+(~1)-u X=A+t-u;teR (6)
e —— kde u je nenulovy vektor, rovinou v E* pak mnozina
Sy A+v ~~ «a vSech bodi tvaru
(A 0 A+0,5u+v
) u A+u<tv X=A+r-u+s-v; r;selR (7)
\__ A + u O .///'
T kde wu; v jsou linearné nezavislé vektory.

Poznamka: Piimku p casto piSeme Usporné ve tvaru p = <A;u> jako pfimku generovanou
(,,vytvotenou*) bodem A a vektorem u. Rovinu a pak analogicky a = <A;u; V> .

V euklidovském prostoru, kde mame k dispozici

- u jednotkové a navzijem kolmé vektory, miizeme
A prohlésit jeden bod za pocatek (znacime vétSinou

O) a pomoci tii jednotkovych navzijem kolmych

vektorti i;j;k zapsat podle ptedchozi poznamky
soufadné osy x=(0;i); y=(0;j); z=(O:;k);
soufadné roviny Xy = <O;i;j>; yz = <O;j;k> ;

xz:<O;i;k>. Uspotadand trojice <O;i;j> uréuje
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kartézskou soufadnou soustavu v euklidovské rovingé E* (viz pfipojeny obrazek); usporaddana
étvetice <O;i; j;k> kartézskou soufadnou soustavu v euklidovském prostoru E.

Rovnice (6) poskytuje piedstavu piimky jako mnoziny bodi které 1ze zapsat jako soucet bodu
a vhodného nasobku smérového vektoru. Podobné rovnice (7) modeluje rovinu jako mnozinu
bodii. kterou Ize zapsat jako soucet bodu a linearni kombinace dvou bazovych vektorii. Na
prvni pohled vSak neposkytuji vyznamnou vyhodu oproti rovnicim (1) resp (2). Body
v rovnicich (6) a (7) zdéanlivé nejsou nic jiného, nez vektory v rovnicich (1) a (2). Rozdil je
zdanlive jen v oznaceni. Ani body v rovnicich (6), (7) nema smysl nasobit (i zde bychom tim
opustili uvazovanou piimku ¢i rovinu). S témito rovnicemi tedy neni mozné zachazet tak, jak
jsme u rovnic bézné zvykli. Pfesnéji feCeno — ne vzdy ma Uprava, kterd je u algebraickych
rovnic bézna, geometricky smysl.

Polozime-li napt. t =1, obdrzime rovnici (5) ve tvaru

X=A+u (8)
,Prevedme* nyni bod A na druhou stranu rovnice. Dostaneme

u=X-A 9)

Co to vSak znamena? Muzeme snad vektor chapat jako ,,rozdil bodd*“? V jistém smyslu ano —

predstavime-li si totiz vektor u jako orientovanu usecku AX , dostaneme soufadnice tohoto
vektoru jako rozdil soufadnic bodu X; A:

UZW:X—A:(Xl—al;XZ_az):(ul;UZ) v roviné
u=AX =X —A=(X —a;;% —a;%; —a3) = (U;Up;U3) vprostoru  (10)
Je-li bodem A specidln€ pocatek souradné soustavy, nazyvame vektor
x=0X =X -0=(x-0;%,-0)=(X;X,)
resp. x=0X =X -0=(x-0;X,—0;% —0)=(X;%,;X)
polohovym vektorem bodu X .

Vektor jako ,,rozdil bodd*“ dle (10) ndm navic spolu se vztahy (4) poskytuje znamé vzorecky
pro délku usecky ¢ = AB :

”C” - HA_BH (2)” B- A” (2) H(bl - al;bz —-a )H (2 \/(bl —q )2 + (b2 —a, )2 v roving

o] = [Aé] B A= (b0, —a;b, — b, —a,)| = (b —a, ) + (B, —a, ) + (b, —a, ) v

prostoru
Otéazkami souvisejicimi s rozdilem bodii se budeme podrobnéji zabyvat ve tteti kapitole.

Geometrie jako abstraktni matematicka struktura se zacala rodit v 19. stoleti v pracich
Lobacevského (1792- 1856), Riemanna (1826 - 1866) a predev§im némeckého matematika
Davida Hilberta (1862 - 1943).

Diky tomuto modernimu pfistupu ke geometrii se podafilo vyfeSit mnoho geometrickych
problémi, které odolavaly usili matematikti po tisice let, napf-.:
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a) Kvadratura kruhu: Sestrojit ¢tverec, ktery ma stejny obsah jako dany kruh.

b) Rektifikace kruZnice: Sestrojit usecku, kterd ma stejnou délku jako dana kruznice.
¢) Zdvojeni krychle: Sestrojit krychli, kterd ma dvakrat vétsi objem nez krychle dana
a dalsi.

,Algebraické” feseni téchto uloh je velmi jednoduché: Kruh ma obsah 7zr*. Ctverec stejného

obsahu ma tedy stranu a = JS =rrt =rJx a prvni problém je vyfeSen. KruZznice ma délku
27r . Sestrojime-li tedy usecku této délky, mame vyteSen problém cislo dvé. Treti problém
vyie§ime sestrojenim Usecky o velikosti J/2-V .

Ptfi¢ina tisiciletych potizi geometrli spocivala v tom, Ze tyto ulohy byly formulovéany jako
euklidovské konstrukce, tj. feSeni se ma nalézt pouze pravitkem a kruzitkem (tzv. PK
konstrukce). AvsSak v analytickém modelu lze relativné snadno dokdzat, ze feSeni PK
konstrukcemi neni mozné. Nazna¢me aspon hlavni myslenku. Ve vSech téchto illohach mame
zadany dva body — (stfed kruznice a bod na kruznici, popi. dva vrcholy krychle). Pro
jednoduchost predpokladejme, ze délka takto zadané isecky AB je jedna, a umistéme ji do
soufadné soustavy tak, ze A= [0; O]; B= [1; 0]. Mame-li ke konstrukci dalSich boda pouzit

jen pravitko a kruzitko, pak dal§imi body mohou byt jen priuseciky pfimek a kruznic. Pfimky,
to jsou v analytickém modelu linedrni rovnice, kruznice jsou (specialni) rovnice kvadratické.
Nalézat body pravitkem a kruzitkem znamena v analytickém modelu feSit soustavy dvou
rovnic o dvou nezndmych, kdy obé& rovnice jsou linedrni (dvé ptimky) nebo kvadratické (dveé
kruznice), nebo jedna je linedrni a druhd kvadraticka (pfimka a kruZznice).

Vsechny tyto ptipady lze fesit tak, Ze soustavy rovnic o dvou neznamych prevedeme na jednu
rovnici o jedné nezndmé, kterd je bud’ linearni (dvé ptimky), anebo kvadratickd (v ostatnich
pfipadech). Tyto rovnice vyfeSime pouzitim c¢tyf zdkladnich aritmetickych operaci (v
nlinearnim® piripad¢) a druhé odmocniny (v ,,kvadratickém* ptipadé€). Ne ndhodou nam PK
konstrukce pravé tyto operace poskytuji (viz obrazek): soucet a rozdil usecek realizujeme
jejich prendsenim, soucin a podil mame k dispozici diky podobnosti trojuhelnikii a druhou
odmocninu diky Euklidovym resp. Pythagorove véte.

. e . 1 a
a+b >
a—-b b 73 Jb
| b
. b 1

Protoze tyto konstrukce 1ze opakovat a rizné¢ kombinovat, 1ze pravitkem a kruZzitkem sestrojit
libovolné cislo, ktery je vysledkem konecného poctu secitani, od¢itdni, nasobeni, déleni a
druhych odmocnin (takova ¢isla nazyvame PK ¢isla). Pii troSe trpélivosti a preciznosti si tak
pravitkem a kruzitkem mtizeme sestrojit iseCku délky

V143538 -(3+4/5) +14° ) \/ﬁJri
2533 (1++53)

Vypada to, ze moznosti pravitka a kruzitka jsou v tomto sméru prakticky neomezené, ale neni
tomu tak. Moderni algebra a analyza totiz ukazala, ze zadné ,,sebedivocejsi“ PK ¢islo nemtize

byt rovno ani ¢islu 7, ani ¢islu 2. A tak je napiiklad mozno pravitkem a kruzitkem sestrojit
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pravidelny pétiahelnik: je-li jeho stfed S =[0;0] a vrchol v jednom z bodi P, =[£1;0], jsou

zbylé Ctyfi vrcholy ur¢eny PK-soufadnicemi P, , [ p N10+24/5; _Z(IJFI )} Neni uz

ale mozno sestrojit napt. pravidelny sedmiuhelnik. Sedesatistupiiovy thel lze pravitkem a
kruzitkem velmi jednoduse rozd¢lit na poloviny, ¢tvrtiny, osminy atd., ale nelze ho rozd¢lit na
tretiny apod.

Analyticka geometrie je tedy podstatné ,,mocnéj$i“ nastroj nez klasicka synteticka geometrie,
ktera pracuje jen s euklidovskymi konstrukcemi - PK geometrie. Ta totiz neni modelem
euklidovské geometrie jako geometrie splitujici axiomy I11-13, U1-U4, S1-S6, A, C, E (které
axiomy nespliiuje?).

Piesto ma PK geometrie v inZenyrské praxi nezastupitelné misto. Radu konstrukei je totiz
podstatné jednodussi provést pravitkem a kruzitkem, nez ji feSit analytickymi metodami.
Analytické feSeni mnoha uloh je mozné jen diky moderni vypocetni technice a specialnim
algoritmiim, které byly vyvinuty pro CAD systémy (principy nékterych znich ukdzeme i
v tomto textu). ReSeni ,,tuzkou” poskytuje nenahraditelnou vizualni predstavu feseni, kterou
inZenyr pii praci s grafickym systémem musi vzdy mit. Navic nefeSitelnost nékterych tloh
pravitkem a kruzitkem neni podstatna. Pro tyto ulohy totiz geometrie vyvinula celou fadu
»pribliznych®  konstrukci, jejichz piesnost ovSem mnohokrat pfevySuje moznosti
sebepiesnéjsiho rysovani.

6. Priklad — rektifikace kruhového oblouku: Sestrojme tsecku, kterd ma piiblizn€ stejnou
délku jako

a) dana pulkruznice
b) dany kruhovy oblouk ptislusny stredovému uhlu 0 < p < Z
A

Vypoctéme chybu, které se dopustime v
priblizné konstrukei dle ptipojeného obrazku
— autorem této konstrukce je Adam
Kochaiiski (1631-1700).

Reseni:
a) Vypoctéme délku takto ziskané tusecky
AB, ktera rektifikuje palkruznici:

[

XT|=
|XT| rtg6

2
|AB| = (| AT +|BT[ —\/4r2+(3—€J 12 =r13-243+3"

D¢lka ptlkruznice je z-r, chyba, které se dopustime pii rektifikaci oblouku s polomérem
jednoho metru, je tedy

E:‘ﬂ—\/13—2\/§+31

~ 0,000 06 m=0,06 mm
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coz je chyba, kterd je hluboko pod urovni nepiesnosti, kterych se dopustime pii
sebepeclivéjsim rysovani.

b) K této rektifikaci je vhodna konstrukce
Ceského geometra Jana Sobotky (1862 -
«+ 1931), kterd je zifejmd z nasledujiciho

~

= obrazku
P Porovnejme opét délku takto ziskané
B . | B S P ) 4 usecky s délkou oblouku pro polomér

jednoho metru a thel ¢@=Z: Délka

kruhového oblouku je zfejmé £, ke

stanoveni délky usecky |AC '| uréime

nejdiive velikosti tisecek |CD| a |BD|. Je
ziejmé |CD| =1 a dale:

B3

|SD| =cos%=7:>|BD| =

2+£=4+\/5
2 2

Z podobnosti trojuhelniki  ABDC; ABAC'

mame
|AC| |CD| ICD| 1 2 3
| I S | AC' = AB|l==. 3=
|AB| |BD| =|Ac]= ||3D|| | 2 443 7 443
Chyba je tedy
_Ez__3

~ 0,000 2 m=0,2 mm

coz je opét daleko za hranicemi moznosti sebepeclivéjsiho rysovani. Ve vétsing praktickych
situaci lze tuto konstrukci pouzit az do velikosti sttedového thlu cca 60°.

7. Poznamka: V geometrii stojime nc¢kdy pied problémem opacnym — na dané kruZznici
vymezit oblouk, ktery ma stejnou délku jako dana usecka. V tom piipadé pouzijeme opét
Sobotkovu konstrukei s tim, ze tentokrat nesestrojujeme neznamy bod C' pomoci zndmého
bodu C, ale naopak nezndmy bod C pomoci znamého bodu C'. Tento postup nazyvame
navinuti Gse¢ky na kruZnici.

Jak analyticky tak synteticky pfistup ke geometrii ma v inZenyrské praxi sva pro i proti.
Nékteré problémy se efektivngji fesi analyticky, jiné synteticky. V dal§im textu budeme proto
analyticky a synteticky pfistup Casto stiidat a v mnoha ptipadech kombinovat.

Euklidovskou rovinu budeme znagit E*, euklidovsky prostor pak E’.

2.4 Dimenze, pojem krivky, plochy a télesa
Kiivky, plochy a télesa patii mezi geometrické utvary (geometrickym utvarem rozumime
libovolnou podmnozinu E* resp. E’). Pritom kfivku si b&Zn& predstavujeme jako

jednorozmérny utvar, tj. utvar, u né¢hoz méfime délku, plochu jako tutvar dvojrozmérny,
kterému métime obsah, téleso jako Utvar trojrozmérny, zde mefime objem. Nema smysl napf.
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dvojrozmérnému utvaru méfit délku (ta je vzdy nekonec¢nd), ani objem (ten je vzdy nulovy).
Uvazujeme-li tedy pouze omezené Utvary (tj. Gtvary, které jsou podmnoZinou vhodného kruhu
popt. koule), je vymezeni pojmi kiivka, plocha a téleso zdanlivé velmi jednoduché: Ktivka je
utvar, ktery ma konecnou (a nenulovou) délku a nulovy obsah i objem. Plocha je utvar, ktery
ma nekonecnou délku, kone¢ny (a nenulovy) obsah a nulovy objem. Téleso je utvar, ktery ma
nekonecnou délku i obsah a kone¢ny (a nenulovy) objem. Tak jednoduché to ale neni.

1. Priklad — Sierpiniského trojuhelnik: Sestrojme rovnostranny trojihelnik a vyjméme z néj
vnitiek trojihelnika ureného stfednimi ptickami. Ve zbyvajicich tfech trojuhelnicich
proved'me totéz a timto zpusobem pokracujme do nekonecna. Obdrzime tak utvar zvany
Sierpinského trojuhelnik. Ur¢eme jeho obsah.

ReSeni: Ozna¢me obsah piivodniho trojuhelnika S, a ureme nejdiive obsah S' odebranych
trojahelnik.

Obsah trojahelnika odebraného v prvnim kroku: S, = i S,.
Obsah trojahelnikil odebranych ve druhém kroku: S, =3 -%Sl = % S,
. ’ - 1 3’
Obsah trojuhelnikd odebranych ve tietim kroku: S, =3-—5, =—§
4 4
. o , . 1 3™
Obsah trojuhelniki odebranych v n-tém kroku: S, =3 . S, = Ve S,

Obsahy odebirané v jednotlivych krocich tedy tvoii geometrickou fadu a celkovy obsah
odebranych trojuhelniki je
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w
—_

T SEIRPIE T S
S T Ly Ty T Y

n=1

Obsah Sierpiiiského trojtihelnika je tedy S =S, —S'=0. Podle nasi pfedchozi uvahy se tedy
ziejmé nejednd o utvar dvojrozmérny, ale jednorozmérny. Pokusme se tedy urcit délku
Sierpinského ,.kiivky. Vyjdeme tedy z obvodu pivodniho trojuhelnika, ke kterému budeme
postupné pri¢itat obvody odebiranych trojuhelnikd. Ozna¢me |, obvod vychoziho

trojuhelnika.
Obvod prvniho odebraného trojuhelnika je |, = lI0
2
Obvody trojihelnikd odebranych ve druhém kroku jsou |, = % |, = 2—32 I,
e , - : 3, 3
Obvody trojthelnikd odebranych ve tfetim kroku jsou I, = 5 I, = > I,
1o , . : 3 3™
Obvody trojuhelnikd odebranych v n-tém kroku jsou I, = EI'H =5 I,
, . . 0 3n—1 IO 0 3n
Celkovy obvod je tedy souctem I = Z —ly==> —=
n=1 2 2 n=0 2

nebot’ posledni geometricka fada diverguje.

Jednoduchou intuitivni uvahou, kterou jsme provedli v uvodu této kapitoly, tedy nelze
rozhodnout, zda tato mnozina je kiivkou, anebo plochou. NaSe vymezeni pojml dimenze
(,,poctu rozméru‘), kiivka, plocha a téleso je tieba geometricky precizovat. Zakladem tohoto
zptesnéni budou topologické pojmy oteviené mnoziny, uzavéru, souvislé mnoziny a pokryti.

2. £-o0koli: &-okolimbodu X v roviné E* rozumime mnoZinu

O} (X)={PeE’| |PX|<¢&}

& -okolim bodu X v prostoru E* rozumime mnozinu
O}(X)={PeE’| |PX|<¢}

Okolim O (X)) je tedy kruh se stiedem v bod& X bez hrani¢ni

kruZnice (otevieny kruh), okolim O] (X) je koule se stfedem

vbodé X bez hrani¢ni kulové plochy (oteviend koule).
V ptipadé, kdy nebude hrozit nedorozuméni, budeme horni
index (znacici ,,pocet rozmérii*‘) vynechavat.

3. Vnitini bod: Bod A se nazyva vnitinim bodem utvaru U/ pravé tehdy, kdyz existuje
O, (A) tak, 7e O, (A)~ 1l =0, (A).

4. Vnéjsi bod: Bod B se nazyva vn&j$im bodem ttvaru U pravé tehdy, kdyz existuje O, (B)
tak, ze O, (B)n U =O.
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5. Hrani¢ni bod: Bod C se nazyva hrani¢nim bodem tutvaru U pravé tehdy, kdyz neni ani
vnitnim, ani vn&j§im bodem, tj. pro kazdé O, (C) je O,(C)nU=D
a soucasné 0,(C)nU=0,(C).

6. Hranice atvaru: MnoZzinu vSech hrani¢nich bodii nazyvame hranici tutvaru.

Hrani¢ni body atvaru mohou do utvaru patfit (viz napt. bod C utvaru U ), anebo nemuseji
(vizbod D utvaru ).
7. Otevirend mnoZina: je mnozina, jejiz vSechny body jsou vnitini

Oteviend mnozina je tedy mnozina, do niZ nepatii ani jeden jeji hrani¢ni bod (viz pfipojeny
obrazek vlevo). Kromé otevienych mnozin hovoifime i o mnozinach uzavienych. Uzaviena
mnozina je mnozina, kterd obsahuje vSechny své hrani¢ni body (viz obrazek uprostfed). Neni
to tedy tak, ze uzaviena mnozina je ta, ktera neni oteviena. Existuji mnoziny, které nejsou ani
oteviené ani uzavzené, nebot’ obsahuji jen ¢ast své hranice (viz obrdzek vpravo).

Dilezitou vlastnosti geometrického utvaru je jeho souvislost. Intuitivné chapeme souvislost

tak, ze souvisly utvar se sklada z ,,jednoho kusu®, kdezto utvar nesouvisly je ,,roztrzen* na

dva ¢i vice ,kust“. Matematicky nastroj k rozpoznéni ,;roztrZzeni* utvaru je zndzornén na

dal§im obrazku.

Utvar vlevo bychom radi povazovali za

F G souvisly, kdezto utvar vpravo nikoli — je

i ,roztrzen na dva kusy*. Jak toto ,,roztrZzeni*

& rozpoznat dosud zndmymi matematickymi

-m L nastroji? Sestrojme dvé neprazdné oteviené

- mnoziny F;G, kterymi ,,pokryjeme*

studovany utvar, tj. (L c FUG, a to tak,

aby ani jedna zmnozin F;G nebyla vtomto pokryti ,zbyte¢na“ — tj.; UNF=J.

UNG=T Pokud se i pifi ,sebeSikovnéj$i konstrukci mnoziny F;G piekryvaji, tj.
FNG#J,jeatvar U souvisly. V opaéném piipadé ho prohlasime za nesouvisly.

G
F

8. Souvisly utvar: Geometricky utvar I/  E* popt. Il  E’ nazveme souvisly pravé tehdy,
kdyz pro kazdé dvé neprazdné oteviené mnoziny F;G takové, 7e UcFuUG;
UNF 2B, UNG =T, platiF NG = . V opaéném piipadé nazyvame utvar U/ nesouvisly.

Nyni budeme smétovat k pojmu dimenze.

9. Pokryti: Uvazujme souvisly Gtvar { a sestrojme okoli 0. (Xi) nékterych jeho bodu
X5 X,5..5 X, tak, Ze plati

27



2 Euklidovsky prostor UM FSI VUT v Brng Studijni text

1O, (X,)uo, (X,)u..u0, (X,)={Jo, (X))

=1

Rikame, Ze jsme sestrojili pokryti utvaru (. PouZitych okoli mizZe byt i nekone&n& mnoho,
v tom piipad¢ piSeme

10, (X,)00, (X,)u..=[Jo, (X))

pokryti.

Na obrazku méame zndzornéna & -pokryti utvaru, ktery bychom méli prohlasit za
jednorozmérny, resp. dvojrozmérny. VSimnéme si, ze v pokryti jednorozmérného utvaru se
prekryvaji maximalné dvé okoli. ,,Dotyk* okoli nesta¢i — okoli jsou totiz oteviené mnoziny
(viz odst. 2) a ,,bod dotyku je bodem hranic, které¢ do zadného okoli nepatii. Tento bod by
tedy nebyl pokryt. V pokryti dvojrozmérného utvaru je nutny piekryv tii okoli. Pokud
bychom chtéli pokryt trojrozmérny utvar (zde bychom samoziejmé museli pokryvat koulemi),
museli bychom piekryt ¢tyfi okoli (samoziejmé pfi dostatecné malém ¢). To nds vede
k nasledujici definici:

10. Topologicka dimenze: Geometricky Gtvar {{ ma (topologickou) dimenzi n pravé tehdy,
kdyz pro kazdé &>0 existuje jeho &-pokryti tak, Ze kazdy bod utvaru U je pokryt
maximalné¢ n+1 okolimi.

Privlastek topologickd v tuto chvili neni tfeba zdiraziiovat. Bude nutny az v kpt. 10, kde
pojem dimenze jesté¢ ponckud zobecnime. Definice kiivky, plochy resp. télesa je nyni uz
velmi jednoducha:

11. Krivka, plocha, téleso: Kiivkou (plochou, télesem) euklidovského prostoru E’
rozumime (topologicky) jednorozmérny (dvojrozmérny, trojrozmérny) souvisly utvar.

Takto definovanou kfivkou je napft. libovolna ptimka, poloptimka, usecka, kruznice, kruhovy
oblouk. Modelem takové kiivky mize byt i ,,nekonecné tenkd™ a ,,libovolné zmuchlana® nit.
Podobné plochou mize byt rovina, ¢tverec, kruh, kulova plocha, povrch jehlanu ¢i kuzele.
Modelem takové plochy mize byt i ,,nekonec¢né tenka“ a ,,libovolné zmuchlana* félie.

Vratme se nyni k ptikladu 1, kde jsme prozatim nebyli schopni rozhodnout, zda Sierpiniského
trojuhelnik je ktivka, anebo plocha. Na nésledujicim obrazku je sestrojeno ¢ - pokryti tohoto
trojuhelnika, kde k pokryti kazdého bodu sta¢i maximalné dvé okoli. Je ziejmé, ze pokud
jsme takto sestrojili ¢ - pokryti pro néjaké &, mliizeme zcela analogicky sestrojit 1 pokryti pro
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£ (viz obrazek vpravo) 4 atd., tedy pro kazdé &>0. Znamena to, Ze Sierpifiského
trojuhelnik je (topologicky) jednorozmérny - je to tedy ki¥ivka. K#ivka je to, pravda, velmi
»zaSmodrchand® (v kazdém svém bod¢ ma ,uzel”), ale vpi. 2 kpt. 13. 4 ukdzeme, Ze
Sierpiniského trojihelnik lze skute¢né ,,uplést* z ptimky.

Konkrétnimi kfivkami, plochami a télesy pouzivanymi v technické praxi, se budeme zabyvat
postupné v dal$im textu. Na tomto misté¢ uved'me aleponi ty, k jejichz definici nejsou potieba
dalsi specialni pojmy a vlastnosti, a jsou tedy v tomto smyslu elementarni. Prosime Ctenare,
aby si pomoci ptedchoziho textu a svych stfedoskolskych znalosti zopakoval ptislusné
definice, jejichz znalost budeme v dalSim textu predpokladat.

12. Elementarni kiivky: Mezi elementarni kiivky fadime primku a jeji ¢asti - pfedev§im
polopiimku a usecku. Dalsi elementani kiivkou je kruZnice.

13. Elementarni plochy: Mezi elementarni plochy fadime rovinu a jeji ¢asti — pfedev§im
polorovinu, dale zékladni rovinné geometrické utvary znamé ze stfedosSkolské geometrie a
rovnéz nckteré prostorové plochy — hranolovou, jehlanovou, kruhovou valcovou,
kruhovou kuzelovou a déle plochu kulovou.

14. Elementarni télesa: Mezi elementarni télesa fadime opét utvary znamé ze stiedni Skoly —
hranol a jeho specidlni pfipady, predev§im kvadr a krychli, dile jehlan - kosy, kolmy,
pravidelny n-boky, kruhovy valec a kuZel — kosy a kolmy (rota¢ni) a konecné¢ kouli.
V dal$im textu budeme rovnéz predpokladat znalost souvisejici terminologie — vrchol, strana
hrana, plast’ atd.

2. 5 Geometricka zobrazeni v euklidovské roviné

Zobrazeni mnoziny A do mnoziny B je, jak znamo, podmnoZina kartézského souc¢inu AxB,
ktera obsahuje pouze usporadané dvojice [X; X'] , ve kterych kazdy vzor x ma nejvySe jeden
obraz X'. Specidlné v euklidovské roving E* resp. v euklidovském prostoru E’ je kazdému

bodu X piifazen nejvyse jeden bod X '. Na stiedni $kole jste se zabyvali zobrazenimi v E* -
osovou a stiedovou soumérnosti, posunutim, otoCenim a stejnolehlosti, a to vyhradné
synteticky — geometrické ulohy na toto téma jste feSili pravitkem a kruzitkem. Grafické

systémy po¢itacll tyto tlohy ,,uméji* fesit rovnéz. Nejen E*, ale i v E’, a protoZe nemaji
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pravitko a kruZitko, fesi je vSechny analyticky. Analytickému popisu zobrazeni v E* resp. v
E’ (tedy popisu pomoci soufadnic) je vénovana tato kapitola.

Uvazujme tedy bod X [x;X,]e E?, ktery zobrazime na bod X'[x ;X,']€ E*. Dale m&jme
zobrazeni Z:E* — E*. ProtoZe toto zobrazeni modelujeme analyticky, je popsano soustavou
rovnic, kterd na zakladé soufadnic [x;X,| bodu X stanovi soufadnice [X';X,'] bodu X'.

Tuto soustavu lze zapsat obecné ve tvaru

X '=f(X:%,)
X, '= £, (X;3%,)

1 Piiklad: Jsou dany body A=[0;0]; B=[27;0]; S=[;0] a zobrazeni Z:E*>—E?,
které je dano rovnicemi
X,'=3sin3X, +4
:X2'=2COS5X] +6
Urcete obrazy Z(A)=A'"; Z(S)=S"; Z(B)=B' bodi A;S;B.

ReSeni:

(1)

Ca/=3sin3a+4  a’=3sin(3-0)+4 . ..
"a,’=2co0s5a,+6 612':2cos(5-0)+6:> A'=lasa]=[48]
. §/=3sin3s,+4 _ a’'=3sin(37)+4
's,’=2c0s55,+6 ~a,’=2cos(57)+6

b'=3sin3b +4  b’'=3sin(3-27)+4 e T,
b,’= 2 cos 5b, +6:>b2 '=2c0s(5 27r)+6 = B'=[b3b,]=[48]

:S':[sl’;sz’]:[4;4]
Bl

Jestlize touto soustavou transformujeme vSechny body utvaru U, obdrzime jeho obraz '
v daném zobrazeni. Pokud funkce f, g jsou spojité (nebo alespon po Castech spojité), je

obrazem kiivky opét kiivka (nebo nékolik kiivek). Obrazem tsecky vSak nemusi byt tisecka.
Pokud bychom chtéli ptiklad feSit ru¢né€, museli bychom urcit obrazy ,,dostatecného* poctu
bodii X,; X,;...; X, usecky AB, tyto body vynést do soufadné soustavy a poté spojit pomoci
ktivitka. Tuto praci tedy rad¢ji svéfime pocitaci vybavenému vhodnym grafickym software.

V naSem piikladu je AB usecka, bod S je jeji stfed. Obraz této usecky v zobrazeni Z si
muizeme prohlédnout na obrazku vlevo. Dale jsou zde obrazy téze usecky AB v zobrazenich

ZW a Z* | ktera jsou dana rovnicemi

1 _ 2) _
X =X +1.5 @ X~ =CosX

F0.
x\" =sinx, +1.5 X =x +2.5

2 Priklad: Jsou ddny body A= [0; O]; B= [4;1] ; C= [1; 4] a zobrazeni Z:F*> — E’ je dano

rovnicemi
X,'=1.5% —/X, +1
%
xz’:Jx1 + X, X,

mnozina F? je tedy podmnozinou E* - je to zfejmé mnoZina bodd, jejichz ob& soufadnice
J yp J d J€)
jsou nezaporné). Uréeme obraz trojuhelnika AABC.
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Reseni: Soufadnice A B'C' vrcholi AABC uréime stejné jako v pfedchozim prikladg,
napr:
' bl’:1.5-b]—\/g+1 b'=1.5-4-1+1
B': =
b2'=\/b_l+b1b2 bZ,:\/Z+4_1
9 B -]

& / ’ A':Br 8

= B'=[b:b,]=[6:6]

CJ B'

’ 2%8}, i
1 A[ 1 B

-1AU 1 2 3S4 5 SB? ] AO ‘I{4f2 3 4 5 B

Pro body A;C analogicky. Toto zobrazeni si mizeme prohlédnout na obrazku vpravo.
V matematice se budete postupne zabyvat zabyvat spojitymi funkcemi jedné i nékolika
proménnych. Poznamenejme, Ze jsou-li funkce f (x;%,); f,(X;X,) ve vztahu (1) spojité, je
obrazem usecky kiivka.
V geometrii na sttedni Skole jste se setkavali nejcastéji se zobrazenimi, v nichz obrazem
piimky byla opét pfimka. Tato zobrazeni se nazyvaji kolinearni (z latinského linea - pfimka).
Rovnice, které tato zobrazeni ur€uji analyticky, jsou linearni. Lze je tedy psat ve tvaru

X, '=a, X +a,X, +V,

X, '=a, X +ayX, +V,

anebo (pouzitim zakladii maticového poctu, se kterym se seznamujete v matematice)

X' a,, a X v

( l']:( 11 12)( lj_i_(lj XvT:g.XT+VT
X, a ay X, v,

—_— —_— —

X A xT v

Body (zde X; X ") i vektory (zde v) ,,funguji“ v téchto zapisech jako matice typu 1x2, tedy
jako vektory. V téchto zapisech je tedy tfeba body reprezentovat jejich polohovymi vektory.
Polohové vektory bodii budeme tedy znacit tu¢nou velkou kurzivou - pro odliSeni od vektora
znacicich napt. posunuti (zde vektor v). Matice A typu 2x2 v tomto zapisu pak utcuje dalsi
parametry zobrazeni (napf. otaCeni, zvEétSovani atd.).

Stanoveni nékterych zobrazeni je velmi jednoduché. Chceme-li napf. pouzit osovou
soumérnost s osou v ose X, ziejme staci zménit znaménko druhé soufadnice zobrazovaného
bodu, tedy

0 X '= X N xl'zl 0 X1+0 N X7 -0 .X"
X ==X, X,') (0 -1){x,) (0 ”
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1
o,-['°?
o)

je matice osové soumernosti podle osy X. Pro osovou soumérnost s osou v ose Yy analogicky

0 X, '=-X - X' _ -1 0)( X N 0 N XT_0. . XT
X=X, X,' 0 1){x,) \0 Y

Posunuti (translace) o vektor v =(v;v,):

. X '=X +V, - X' _ 1 0)( X N A — XT—E-XT+v'
X =X 4V, X,") 0 1){x ) \v,

Otoceni (rotace) o thel o kolem pocatku:

kde

a

X '=X cosa—X,sina X' cosa —sina \( X 0
Rt g == 4 = XT =R, - XT
X,'=X sina + X, cosa X, —sina cosa )\ X, 0
Na obrazku vidime takto provedenou rotaci trojuhelnika o 5° kolem pocatku a posunuti o
vektor v = (%,%) (oboji n€kolikrat po sob¢).

V pocitacové grafice vSak nepotfebujeme jen takova ,,jednoducha® zobrazeni. Ota¢ime nejen
kolem po¢atku, ale i kolem obecného bodu S =[s;;s,]. Utvar potiebujeme zobrazit soumérné

nejen podle soufadnych os, ale 1 podle jinych piimek atd. Tato zobrazeni ziskavame
skladanim zobrazeni vySe uvedenych. AvSak tato sklddéni jsou v afinnim prostoru dosti
komplikovana. Na obrazku vidime sestrojenou soumérnost podle piimky p=x=9. Tato

piimka vznikne posunutim osy y (tj. pfimky x=0) o vektor v=(9;0). Vyse uvedena
analyticka reprezentace zobrazeni @y; g, muze tedy svadét k zavéru, ze ,,posunuta” osova

soumé&rnost je tvaru
@

g X '=-X+9 - X"\ _(-10)(x N 9 L XT O XT 4T
X,'= X X,' 0 1){x,) \0 y
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Jestlize vSak podle tohoto vyjadieni spocitdme soufadnice vrcholi obrazu zobrazovaného
trojuhelnika, zjistime, Ze vysledek neodpovida syntetické konstrukci. Situace je totiz ponékud

musime osu X =9 i trojuhelnik nejdiive posunout o vektor —v = (—9; O) , tj. pouzit zobrazeni
X/ =EX" —v'
Takto ziskany bod X, mlZeme nyni zobrazit v osové soumérnosti s osou v ose Y, tj.
T T T T
X]=0,-X; =0, -(EX" ')
a kone¢né bod X, ,,posunout zpét“ o vektor v, tj.
XT=EX] +v' =E-[ O, -(EX" =v) |+’

Pro osovou soumérnost podle osy x =V, tedy dostdvame
X"V (1L 0)(-10 10 xl_v1+v1_—10 xl—v1+v1_
x,) lo1)lo 1)[lo1){x) o 0) (01 X, 0)
-1 0) (X 2v,
= . +
0 1){x, 0

Z ptedchoziho ptikladu vidime, ze v euklidovské roving je sloZeni tii zobrazeni uz pomérné
komplikované. Osovou soumérnost podle obecné primky ale obdrzime slozenim ne tii, ale
péti zobrazeni. Navic budeme skladat zobrazeni i v prostoru E’, kde bude princip stejny,
pocet skladdanych zobrazeni mlize byt jeste vyssi a technické provedeni jesté¢ komplikovanéjsi.
V euklidovském prostoru je jak analyticky, tak synteticky popis takového zobrazeni jiz
prakticky neunosny. V nasledujicich kapitolach proto prostudujeme tato zobrazeni v
projektivni roving, ktera tyto tllohy znaéné¢ zjednodusi.
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