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3 Projektivni prostor
3.1 Zakladni pojmy

Jednim z dulezitych pojmi pocitacové geometrie je pojem promitani. Promitdnim rozumime
zobrazeni euklidovského prostoru do euklidovského prostoru, které kazdou pifimku zobrazi
opét na primku, anebo na bod. Popis takovych zobrazeni je v euklidovském prostoru c¢asto
velmi komplikovany.
Podivejme se na potize syntetického
popisu takového zobrazeni mezi
dvéma  rGznymi  euklidovskymi
rovinami, které ozna¢ime napt. p;p'.
Celou situaci si muzeme predstavit
tak, Ze rovina p je prithlednd folie, na
které je neprthlednou barvou
sestrojen n¢jaky geometricky utvar
_ (Gsecka, trojuhelnik, atd.). Tato folie
S - = je osvétlena svételnym zdrojem, jehoz
N = paprsky po pruchodu f6lii dopadaji na
rovinné stinitko p'. Svételny zdroj
muze byt bud’ bodovy, anebo plosny,
folie mize byt se stinitkem
rovnob&zna, anebo  rdznobézna.
Dostdvame tak ctyfi rizné situace,
které jsou znazornény na obrazku.

Budeme-li se chtit podrobnéji
popisovat vlastnosti tohoto zobrazeni, bude tieba popisovat vzdy kazdou situaci zvIast.
Naptiklad trojuhelniky AABC, AA'B'C' jsou v prvnim piipadé shodné, ve druhém uz jen
podobné. Ve tfetim piipadé uz trojuhelniky nemuseji byt ani podobné a ve Ctvrtém uz
obrazem trojuhelnika nemusi byt trojuhelnik. Pfesto maji vSechny cCtyfi pfipady mnohé
vlastnosti spolec¢né. Proto je vyhodné povazovat je za pfipad jediny. To je ovSem mozné jen
roz§ifenim naSich dosavadnich geometrickych predstav.

Zminéné Ctyti situace se lisi tim, Ze promitaci pfimky bud’ maji, anebo nemaji spole¢ny bod a
roviny bud’ maji, anebo nemaji spolecnou piimku. Tyto ¢tyfi na prvni pohled rozdilné situace
budeme tedy moci popsat jako jediny ptfipad, pokud zajistime-li tedy, aby i rovnobézné
pifimky mély spole¢ny bod a rovnobézné roviny spolecnou ptfimku. To vypadd na prvni
pohled velmi podivné — zda se, ze bychom v euklidovském prostoru museli zrusit axiom o
rovnobéZzkach. I kdyZ geometrie, kterd nezna rovnob&zky, existuje, my plijdeme jinou cestou.
V euklidovském prostoru nebudeme nic rusit, naopak ho rozsifime. Podivejme se nejdiive na
rovinu.

Euklidovskou rovinu rozsifime o projektivni axiom:
P: Kazdé¢ dvé ptimky, které lezi v téZe roving, maji spole¢ny bod.

Tim se sice dostdvame do sporu s axiomem E (o rovnobézkach), situaci vSak jednoduse
napravime tim, ze zacneme rozliSovat dva druhy bodu: body, které jsme az dosud uvazovali,
budou tzv. body vlastni. Axiom E tedy neni tfeba Skrtat, staci ho pouze upfesnit:
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E,: Bodem A nelezicim na pfimce p prochazi pravé jedna piimka a, kterd s ptimkou p
nema spole¢ny zaddny vlastni bod.

Piimku a, o které mluvi axiom E,, nazveme rovnobézkou k pfimce p. Axiom E, pak tedy
iikd, ze rovnobézky nemaji spolecny zadny vlastni bod. Protoze vSak podle axiomu P néjaky
spolecny bod mit musi, bude timto spolecnym bodem bod, ktery neni vlastni — nazveme ho
tedy bodem nevlastnim.

Rovinu resp. prostor, kde misto axiomu E plati axiomy P a E, nazveme projektivni
rovinou resp. projektivnim prostorem. Budeme znagit _E* resp. E’.

Nez se zamyslime nad tim, jak si nevlastni bod, projektivni rovinu a projektivni prostor
predstavit (vime, ze pfisné¢ vzato si je nemusime piedstavovat viibec nijak), podivame se na
n¢jaké vlastnosti.

1. Véta: Kazdé¢ dvé roviny projektivniho prostoru maji
a) spolecny bod
b) spolecnou piimku

Pro ilustraci pfedved'me diikaz této vety (dalsi vééty uz dokazovat nebudeme)

Diikaz: Jsou-li roviny a;f riznobézné, maji spoleénou prisecnici, kterou znadme jiz ze
sttedoskolské geometrie. Je-li «|| £, existuji ptimky a;b tak, ze aca; bc g a al|b.
Podle axiomu P maji pfimky a;b spoleény bod — ozna¢me ho R. Bod R tedy lezi na piimce
a, pfimka a leZi v roviné «, podle axiomu I7 tedy bod R lezi v roviné « . Bod R ovSem
lezi i na pfimce b, pfimka b lezi vroviné £, podle téhoz axiomu I7 tedy bod R lezi i
vroviné . Bod R je tedy spoleénym bodem rovin «;f - dokazali jsme tvrzeni a). Maji-li

vSak dvé roviny spole¢ny bod, musi mit podle axiomu I9 spolecnou piimku, kterd timto
bodem prochazi.

Zcela bez jakychkoli predstav, jen pouzitim dosavadnich axiomt lze déale dokazat, Zze v kazdé
roving projektivniho prostoru lezi nekoneéné¢ mnoho nevlastnich bodu, které vSechny lezi na
jedné pfimce. Jedna se o tzv. nevlastni primku (na rozdil od klasickych piimek
»euklidovskych® které nazyvame piimkami vlastnimi). Nevlastni piimkou je i spolecna
pfimka dvou rovnobé&znych rovin.

Podivejme se nyni na to, jak si dané pojmy a vlastnosti pfedstavit — na modely projektivni
roviny a projektivniho prostoru. Stejné jako v ptipad¢ euklidovské roviny a euklidovského
prostoru mame k dispozici dva zakladni modely. Oba modeluji projektivni utvary jako utvary
euklidovské, které vSechny prochdzeji jednim euklidovskym bodem a maji ,,jeden rozmér
navic*.

2. Synteticky model projektivni roviny: Syntetickym modelem projektivni roviny tak mtize
byt trojrozmérny euklidovsky prostor. Projektivnimi body jsou euklidovské ptimky, které
spolecnym ,,euklidovskym* bodem. Mnozina vSech projektivnich bodu je tak modelovana
jako svazek euklidovskych ptimek.

Na obrazku vpravo vidime projektivni pfimku p prochazejici projektivnimi body A;B. Dale
je zde ptimka n, ktera ani jednim z bodit A; B neprochézi.

Na dal§im obrazku mame vymodelovany dvé projektivni rtiznobézky p;q se spolecnym
bodem A. Navic zde médme sestrojenou rovinu, ktera neprochazi spolecnym bodem utvara
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n; p;g; A, které modeluji ptimky resp. bod v rozsifené roviné. Tato rovina tedy neni objektem
naSeho modelu, ale zfejmé modeluje euklidovskou rovinu — vidime v ni ,klasické* modely
riznobézek p;q ajejich praseciku A.

spole¢ny bod

a
‘ %
QOA nevlastni bod

Na dal$im obrazku jsou dvé rovnobézky, které maji v projektivni roviné rovnéz spole¢ny bod
modelovany euklidovskou piimkou _ A. Ta neprotind model euklidovské roviny a pro tento
bod tedy nelze v euklidovské roviné pouzit ,,klasicky* model — ,,bezrozmérnou* tecku. Tento
bod je ovSem mozné v euklidovské roviné vyznacit jako smérovy vektor _ A - tj. spolecny
smérovy vektor piimek p;q. VSimnéte si, ze nevlastni bod _ A lezi na pfimce n, kterou
rovnéZz neni mozné tradicné zndzornit. Je to nevlastni pfimka nasi projektivni roviny.
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Budeme-li ménit smér rovnob&znych ptimek p;q, bude se menit i jejich spolecny nevlastni
bod. Vzdy vsak bude lezet na nevlastni piimce n.

3. Analyticky model projektivni roviny. Piedchozi synteticky model opatiime kartézskou
soufadnou soustavou <O;i;j;k>, kde osy oznacime X :<O;i>; y :<O;j>; a):<O;k>.
Pocatek zvolme ve spolecném bod¢ euklidovskych ptimek,
které modeluji projektivni body. Tyto piimky lze jako
nenulové nasobky smérového vektoru p =(a,;a,;w, ), bod

v tomto projektivnim prostoru je tedy mnoZzina vektort
tvaru

P:k'p:k'(pl;pz;wp):(kpl;kpz;kwp)io-

Jednotlivé vektory ztéto mnoziny, tj. napf. (p; P, );

(2 p1;2|02;2a)p); (—3 p,;—3 pz;—3cop) nazveme

reprezentanty projektivniho bodu P . Rovinu n, ve které
v syntetickém modelu lezely nevlastni body, bude
v analytickém modelu reprezentovat rovina @=0,
euklidovskou rovinou pak bude rovina w =1.

Ma-li byt bod A:k~(a1*;a;;a)A):(kal*;ka;;ka)A) byt

vlastni, musi pfimka uréend pocatkem a nckterym
reprezentantem bodu A protnout rovinu z=1. To ovSem
znamend, ze @, #0. Vtom pfipadé¢ ovSem mulzeme

polozit k =, a vlastni bod reprezentovat vektorem

A:(a_l.i.&j:(a_l;i;l):(al;az;l) €))

9 9
Dy Op WOy W) O

viasini bod

»Koncovy bod“ A kazdého takového vektoru lezi v roviné z =1 a ma kartézské soutadnice
A= [al; az] . Tento vektor budeme nazyvat euklidovskym reprezentantem bodu A.

4. Nevlastni bod v syntetickém modelu pfedstavovala pfimka leZici v roviné z=0. Je-1i tedy
.S =K(s;;8,;06)=(ks;;ks,;kag ) nevlastni bod, musi byt @ =0, takZze nevlastni bod je

tvaru
.S =(ks;;ks,; kg ) = (ks;;ks,; k-0) = (ks;;ks,;0)

a je mozno ho reprezentovat vektorem
»S=(5;:5,;0) (2)

Pfimku s timto smérovym vektorem nelze v euklidovské roviné zobrazit jako bod. Nevlastni
body tedy interpretujeme jako sméry, jejich jednotlivé reprezentanty jako vektory daného
sméru. V analytickych konstrukcich budeme tyto body misto , S ¢asto znacit malym tu¢nym
S.
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Mnozina vSech vlastnich bodd projektivni roviny spliuje vSechny axiomy euklidovské
geometrie, projektivni geometrie tak ,,umi‘ vSechno, co tradi¢ni geometrie euklidovska. Diky
nevlastnim bodim vsak ,,umi“ néco navic. Projektivni rovinu mizeme tedy chapat jako

euklidovskou rovinu rozsifenou o nevlastni body — budeme ji tedy znacit  E”.

Budovani trojrozmérného projektivniho prostoru _E* probiha prakticky stejné jako budovéni

(dvojrozmérmé) projektivni roviny _ E*. Pokud bychom pii konstrukci syntetického modelu

trojrozmérného projektivniho prostoru méli projit celou pfedchozi cestu, pottebovali bychom
znazornit ¢tyirozmérny euklidovsky prostor. Uved’'me tedy radé¢ji jen vysledky, které jsou
analogické vysledkiim pfedchozim.

Nevlastni bod spole¢ny rovnobéznym piimkam znazornujeme jako jejich spolecny smér (tj.
libovolny smérovy vektor), nevlastni pfimku spolecnou dvéma rovnobéznym rovinam
znazoriujeme jakou dvojsmér (tj. libovolnou dvojici vektord, které tvoii jejich zaméteni).
V trojrozmérném projektivnim prostoru existuje nekonecné mnoho nevlastnich piimek
(roviny, které jsou navzdjem rovnobéZné, prochédzeji vzdy jednou z nich) a mnoZina vSech
bodu vSech nevlastnich pfimek tvofi nevlastni rovinu.

Také analyticky popis trojrozmérného projektivniho prostoru je zcela analogicky
dvojrozmémému piipadu. Projektivni body Pe E’ jsou uspofddané Gtvefice tvaru

P = (kp,;kp,; kp;; ke, ) , volbou konkrétni hodnoty k =0 dostavame jednotlivé reprezentanty.

6. Vlastni bod je tvaru
A= k-(al*;a;;a;;a)A)=(kaf;ka;;ka;;ka)A) @, #0.

a muzeme ho reprezentovat euklidovskym reprezentantem, tj. vektorem

Wy Oy Wy Oy Wy WOp Oy
Nevlastni bod je tvaru
.S =(ks;sks,;kag ) = (ks;;ks,s k-0) = (ks;;ks,;0)

a je mozno ho reprezentovat vektorem

.S =8=(5;5,0)

Mnozina vSech vlastnich bodl projektivni roviny (projektivniho prostoru) spliiuje vSechny
axiomy euklidovské geometrie, projektivni geometrie tak ,,umi“ vsSechno, co tradi¢ni
geometrie euklidovska. Diky nevlastnim bodim vSak ,,umi“ néco navic. Projektivni rovinu
(prostor) mizeme tedy chépat jako euklidovskou rovinu (prostor) rozsifenou (rozsifeny) o

nevlastni body — budeme ji tedy znagit  E* resp. L E’.

Vlastni body projektivniho prostoru lze chapat jako euklidovské (jsou to koncové body
vektorti tvaru la), nevlastni body chdpeme jako smeéry, jejich reprezentanty jako vektory
dané¢ho sméru. V syntetickych konstrukcich méme k dispozici pouze euklidovskou rovinu
resp. prostor. Vlastni body tedy chapeme tradi¢né euklidovsky, body nevlastni pak chapeme
jako sméry.
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3. 2 Délici pomér a dvojpomér bodii

V zévéru kapitoly 2.5 jsme konstatovali, ze v euklidovském prostoru se velmi obtizné
popisuje skladani. Tento problém se znacné€ zjednodusi v prostoru projektivnim. Nez vSak
k nému pfiistoupime, je tieba se seznamit s ustifednim pojmem projektivni geometrie a tim je
dvojpomér bodii.

1. Orientovana usecka, orientovana velikost: V geometrii potfebujeme Casto pracovat nejen
s rovnob&znosti usecek, ale i s jejich orientaci. UseCky AB; CD jsou rovnobé&zné prave
tehdy, kdyz existuje k=0 tak, z2 AB=k-CD, Je-li k>0, ¥{kdme, Ze orientované usecky
ﬁ;CTj jsou orientovany souhlasné, piSeme ABTTCD. V opacném piipadé jsou
orientovany nesouhlasné, piSeme AB T CD. Orientovand usecka OJ definuje na pfimce
p=0J usporadani (pokuste se o tuto definici). Orientovanou velikosti Gisecky AB c p pak
rozumime realné ¢islo, pro které plati

k ~‘ﬁ‘ < ABTT0J
(A;B)= k>0

~k-|0J| = AB T O

2. Délici pomér bodii: Necht’ A= B jsou dva vlastni body pfimky p . Pak délicim pomérem
bodu C pifimky p vzhledem k bodim A,B (v tomto pofadi) nazyvame:

a) ¢islo A=(A;B;C)=1 v piipad¢, 7e bod C je nevlastni
b) ¢islo A =(A;B;C)=0 v pfipad¢, ze bod B je nevlastni
o (AC) . . . ,
¢) ¢islo A=(AB;C)= v ptipadg, ze bod C je vlastnia C # B.

(B:C)

d) ¢islo 4 = v piipadé, ze C=B.

Lze ukazat, ze délici pomér nezavisi na orientaci piimky (pokuste se o to).
3. Priklad: Je-1i S stied iseCky AB, pak

a) (A;B;S)=(B;A;S)=-1 b) (A;S;B)=(B;S;A)=2 ¢) (S;AB)=(S;B;A)=1
4. Dvojpomér: Necht A;B;C;D jsou kolinearni body (tj. body lezici na téze piimce),
A; B;C navzajem rizné, A;B vlastni. Dvojpomérem (A; B;C; D) bodu A;B;C;D rozumime
(A;B;C)
(A;B;D)
b) ¢islo(A;B;C;D)=0 v piipads, ze D=B
¢) (A;B;C;D) =00 v piipads, ze D= A

a) ¢islo (A;B;C; D) = v piipadé, ze DB a D= A

5. Priklad: Necht' A;B;C;D jsou po fad¢ obrazy ¢isel 0;1;2;3 na Ciselné ose. Pak

a)(A;B;C;D):M: _4 b)(A;C;B;D)zwzi:_l
(A;B;D) 3 (AC;D) 2 3

e |>—A\N

6. Priklad: Necht' A; B;P;Q jsou po fadé obrazy ¢isel —1;1;5;2 na ¢iselné ose. Pak
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—

1 b) (ABQ:P)= ABQ) 31

(AB;P)  3:(-3)

Body A;B;P;Q jsou sestrojeny na piipojeném obrazku. Nad primérem AB je dale sestrojena

a) (A;B;P;Q) E::jg;: .3(:—1é)

kruznice a zbodu P kni sestrojeny tecny. Bod Q pak lezi v priseciku pfimek AB; TT,.
Dvojpomér —1 zjistime i v ptipadé, ze body A;B lezi na jiné secn¢ vedené z bodu P . Z kot
na obrazku je ziejme:

ny
(A3B%Q)
Al. Bl. . Pl — —
( 2 ’Q 4 ) (A', B', P)
12,18 -12,18
=475 4,75 _
27,74 -27,74 1,00
- 10,82 -10,82

Koty, a proto 1 vysledek, jsou
zaokrouhleny na dvé desetinna
mista. Velikosti jsou orientované.
Prvni slozeny zlomek odpovida
situaci, kdy za kladny smér
povazujeme smér zleva doprava,
druhy zlomek situaci opacné.

Pro body, jejichz dvojpomér je
roven minus jedné, zavedeme specidlni nazev:

7. Harmonicka &tvefice, harmonicky sdruZené body: Ctyii kolinearni body A;B;P;Q, pro
které je (A;B;P;Q)=-1, nazyvame harmonicka Gtvefice. O bodech P;Q fikame, Ze jsou

harmonicky sdruzeny vzhledem k bodim A;B.

V projektivni roving€ a v projektivnim prostoru nds budou nejvice zajimat zobrazeni, v nichz
obrazem kazdé pifimky je bud’ opét pfimka, anebo bod. Takové zobrazeni nazyvame
projektivnim zobrazenim nebo také promitanim.

8. Projektivni zobrazeni (promitani)— je zobrazeni, v némz obrazem piimky je op¢t piimka,
anebo bod.

9. Kolinearni zobrazeni — je specidlnim pfipadem projektivniho zobrazeni. Je to zobrazeni,
které je projektivni a navic prosté. Toto
zobrazeni tedy kazdou pfimku zobrazuje na
pfimku (nemuzZe ji zobrazit na bod)

10. Promitani pfimky na pFimku:
PV projektivni roviné¢ jsou dany piimky
p;p' a bod S¢p;p'. Zobrazeni, které
kazdému bodu Aep piiftadi bod
A'e p'nSA nazyvame promitanim piimky
p na piimku p' zbodu S. Bod S
nazyvame stied promitani, Pfimku SA
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nazyvame promitaci pfimkou bodu A. Promitani, jehoz stfed je vlastni, nazyvame stiedové,
promitani s nevlastnim sttedem nazyvame rovnobézné.

11. Véta (Pappova): Promitani pfimky na pfimku zachovava dvojpomér bodu.

Dutlezitym disledkem Pappovy véty je skutecnost, ze kazdé kolinearni zobrazeni zachovava
dvojpomér bodil.

3.3 Zobrazeniv E’

1. Zachovani déliciho poméru: Jak jsme konstatovali v zdvéru predchozi kapitoly, vSechna
kolinearni zobrazeni zachovavaji dvojpomér bodi. Mnohd z nich vSak zachovavaji i délici
pomér. Predevsim jsou to shodnéd zobrazeni, ktera zachovavaji velikosti tse¢ek. Dale jsou to
zobrazeni podobna, ktera jsou sloZzena ze zobrazeni shodnych a ze stejnolehlosti. Zachovani
déliciho poméru vyplyva z vlastnosti podobnych trojahelnik (viz ptfipojeny obrazek).

Kazdé projektivni zobrazeni v projektivni roving lze popsat soustavou rovnic

o) AY k'xvl a, 8, a; le
II \\\ K'X', |=| &y 8y ay ||k
1 k'oy. a;, 8y, 8y )\ Koy
A \C ~ B Bod X =(kx;kx,;ke, ) se v projektivni roving zobrazi na
| \--.__\ bod X'=(k'x';k'x';;k'@,.). Vtéto rovnici vystupuji
\ .
g f \ ' R’ libovolni reprezentanti bodi X; X' (Cisla k #0; k'#0 lze
o O O volit libovolng), budeme tedy volit vétSinou k'=k =1,
rovnice bude tedy tvaru
X'l a11 alZ a13 Xl
XS 1=l ay ay || X ey
Wy 8y & Ay )\ W

kde o, resp. w,. je rovno jedné, nebo nule podle toho, zda bod X resp. X' je vlastni, nebo
nevlastni.

Uvazujme ti1 rdzné kolinearni vlastni body A;B;C . Podle definice déliciho poméru musi byt
(A; B; C) # 0;1. Zobrazime-li tyto body na body A';B';C' zobrazenim, které zachovava délici
pomér, musi byt rovnéz (A'; B C ') # 0;1, coz podle definice délictho poméru znamena, ze i
body A";B';C' jsou navzdjem ruzné a vSechny vlastni. Zobrazeni, které zachovava délici

pomer, tedy zobrazuje vzdy vlastni bod na vlastni bod. Jestlize tedy rovnice (1) je rovnici
takového zobrazeni, musi platit

X', a, a, a; |
X '2 =8y a8y ay 2
1 a; a; ay 1
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To ovSem znamend, ze musi byt a,, =a,, =0 a a,; =1. Kolinedrni zobrazeni v euklidovské

roving lze tedy popsat projektivnim zobrazenim tvaru

X' 8, a, & |[ X
X5 =8y 8y ay || X = X" =A-X' (2)
1 0 0 1 1

kde X;X' jsou euklidovsti reprezentanti vlastnich bodii X; X' projektivniho prostoru. Tyto
reprezentanty mizeme chépat jako polohové vektory bodii X; X' v euklidovském prostoru.
2. Zakladni zobrazeniv E”:

Posunuti o vektor v:

X', 1 0 v, (X
Ve X, =01 v,|x|= X"=T, X'
1 00 1)1

Podobné otoc¢eni o uhel @ kolem pocatku

X', cosa —sina 0)( X,
R, X', |=| sina cosa 0 x |=> X"=R_ X
1 0 0 1){1

(porovnejte tato vyjadieni se zapisem stejnych zobrazeni v euklidovském prostoru — viz kpt.
2. 5.) Kazdé¢ kolinearni zobrazeni je tak zcela urceno matici typu 3x3. Uved'me v piehledu
matice zndmych zobrazeni v zékladnim tvaru

v 7 ) e [
Oznaceni (], @, S R,
Nazev Soumeérnost Soumérnost Soumeérnost Otoceni kolem

podle osy X podle osy ¥y podle poc¢atku pocatku o tthel o

Matice O, = o, = S= R, =
1 00 -100 -1 0 0 cosa —sina 0
0-10 010 “10 -10 sina cosa 0
001 0 01 0 01 0 0 1
Oznadeni g, H,
Nazev Posunuti Stejnolehlost
o vektor v se sttedem O, koef. A
Matice T, = H, =
1 0v A 00
01 v, 040
001 001
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3. Skladani zobrazeni v E*: Vyhodou této reprezentace zobrazeni je jednoduché skladani.
Pokusme se najit matici osové soumérnosti podle pfimky p: Xx=9. Tento ptiklad jsme jiz
tesili v euklidovském prostoru — ,,synteticky* navod je stejny: musime slozit tfi zobrazeni:
posunuti o vektor —v, soumérnost podle osy Yy a posunuti o vektor v (musime skladat
presné v tomto poradi — skladani zobrazeni neni komutativni). Tedy

libovolny bod X posuneme o vektor —v do bodu X : X =T, X
bod X, zobrazime v soumérnostipodle y do bodu X, : X;=0,-X/ =0,-T,-X
bod X, posuneme o vektor v do bodu X ': X"=T,X]=T,-0,-T -X"=0,-X'

Matici takto sloZeného zobrazeni jsme oznacili O, - v§imnéte si, Ze vznikla vynasobenim

matic pouzitych zobrazeni:

0,=T,-0, T, =
10Vv,)(-100)(10-v,) (-10Vv)(10-v) (-10 2y,
101 v, [-l0 10|01 —v,[=[0 1v[][01-v|=[01 0 3)
001){oo01)Jloo 1 001/lo0 1 00 1

Chceme-li zapsat potfadi, vjakém provadime dil¢i zobrazeni, pouzijme operaci skladani,
kterou zname z matematické analyzy, tedy

p y

G(X) =7, (X)(G (X)L, (X)))= T oo T, (X)

’ C e IO 14 7 r w e v . r . 4
- 9, po (} po T, - zobrazeni tedy provadime v obraceném potadi, neZ v jakém jsou zapsana
(posunuti J, je zapsano jako prvni, ale provadéno je posledni). Nasobeni matic
0,=T,-0,-T, 4)
je zapsano stejné, provadime ho tedy rovnéz v obraceném potadi (matice T, je zapsana jako
prvni, pfitom posunuti J, provadime jako posledni). To je pon¢kud nepiijemné (zaménit

potadi nasobeni matic samoziejme nesmime). Tato nepiijemnost se dd obejit tim, ze budeme
vSechny matice pouzivat v transponované podobé. Rovnice (1) a (2) by pak byly tvaru

a'11 a21 0
(x) xy )=(x %, 1)a, a, 0| = X'=X-AT (%)
a13 a23 1

a matice v transponované rovnici (3)
T _ T T T
0,=T,-0,-T,

bychom pak nésobili v poradi, v jakém zobrazeni skutecné provadime. Tvar rovnice (5) je
v$ak ponékud neobvykly, rovnéz indexy prvka v matici A" jsou obracené neZ byva zvykem.
Proto budeme déle pouzivat tvary rovnic (1) a (2).

4. Priklad: Vypoctéme matici osové soumérnosti podle pfimky r: y=Xx; s: y=—X
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ReSeni: Otoc¢ime-li pfimku q o —%, splyne sosou X. Pak lze pouZit osovou soumérnost
s matici O, a nakonec pouZijeme otoCeni o Z, abychom osu ,,vratili do plivodni polohy*.
Prvni z hledany matic je tedy

O, =R,-0,'R ,=|sinf cosf 00 ~1 0|sin(~%) cos(-%) 0=

S

cosZ —sinZ 0) (1 0 0] cos(—%) —sin(-%) 0

4 0 0 1)l001 0 1
L0100y (% F0] [ 2 0)[£ £0) 010
=2 2 ollo-10||-2L0=|L2 L0 |-2L0(=[100 (6)
0 0 1/loo 1) 0o o1] |0 0o 1] 0 01| (001

Podobné pro druhy ptipad (proved’te vypocet!) Osové soumérnosti podle ptimek r: y=X;
S: Yy =-X jsou tedy popsany rovnicemi

Py} (0 1.0 (p ', 0 -10)(q
P"=0, P = |p,|=[100|p,| Q"=0,Q"=1|q,|=/-10 0}aq,
1 001)(1 1 0 0 1)(1
kde
0 -10
O.=/-100
0 01

je matice osové soumérnosti s osou S: Y =—X. Pfepiste tyto rovnice do soustav bez pouziti
matic!

5. Priklad: Sestrojme matici osové soumérnosti s obecnou osou.

ReSeni: Piipad osové soumérnosti sosou plly jsme jiz vyiesili — viz vztah (3). Zcela
analogicky vysledek bychom dostali v piipad€ osy gl x - zde by bylo O, =T,-O,"T .
V ptipad¢ Ze osa r neni rovnobéZzna ani s X, ani s Yy, pak je tfeba zapocitat i oto¢eni o thel
a =<rx. Je-litedy R er libovolny bod a r jeho polohovy vektor, je

0,=T.-R,-O,-R_-T_=T.-R,-O, R} T

Vidime, ze analytické sklddani zobrazeni v projektivnim prostoru spocivd v mechanickém
nasobeni matic. Nemusime-li tyto souciny pocitat rucné, je toto skladani podstatné vyhodné;si
nez skladani v prostoru afinnim. Nésobeni matic je totiz programatorsky zcela rutinni
zélezitost, proto jsou geometrickd zobrazeni v CAD systémech realizovana pravé pomoci
operaci s maticemi.

Kromé shodnych a podobnych zobrazeni, ktera znate ze stiedni Skoly, jsou v projektivni
rovin¢ dulezita nasledujici zobrazeni:

6. Osova afinita v roviné je urCena svoji osou 0 a dvojici A;A' odpovidajicich si bodu.
Popisme konstrukci dal§iho bodu v takto zadané osové afinité (viz pfipojeny obrazek):
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Konstrukce obrazu B'  Konstrukce vzoru B

znamého vzoru B : znamého obrazu B':
1) p=AB 1) p'=A'B'

2) lepno 2) lep'mo

3) p'=A'l 3) p=Al
4)s:s||AA'; Bes 4)s:s||AA"; B'es
5) B'e p'ms 5) Bepnms

Vlastnosti osové afinity:

a) Obrazem bodu je bod, obrazem pifimky je piimka.

b) Afinita zachovava incidenci, rovnobéznost, dvojpomér a délici pomér

¢) Osa afinity je bodové samodruzna.

d) Piimka urcend vzor a obrazem téhoz bodu urcuje smér afinity

e) Vzor a obraz ptimky se protinaji na ose afinity
(v ptipadé, Ze jsou rovnobézné se jedna o nevlastni bod, tj. rovnobézka s osou
afinity se zobrazi na rovnobézku s osou afinity)

7. Analytické vyjadieni osové afinity v roviné: Matice osovych afinit s osami v osach X
resp. Y, které zobrazuji bod P =(p,; p,;1) nabod P'= ( P p'z;l),jsou

PP, 1

520 200

App =0 220 resp. Agpp=| 2210
0 0 1 0 01

Matici afinity s osou v obecné poloze obdrzime vhodnym sloZzenim téchto afinit s translacemi
a rotacemi podobné¢ jako v pf. 5.

8. Stredova kolineace v roviné je urcena osou a trojici S;A;A' kolinedrnich bodu, kde
vlastni bod S je stied kolineace a A;A' je dvojice odpovidajicich si bodl. Popisme

konstrukci dal§itho bodu v takto zadané kolineaci. Pfipomeiime, Ze pracujeme v projektivni
roving, tj. mizeme zobrazovat i nevlastni body, naopak obrazem vlastniho bodu mtize byt bod
nevlastni.

Obraz a vzor vlastniho bodu: PopiSme nejdiive
ptipad, kdy vzor i obraz bodu jsou vlastni body (viz
ptipojeny obrazek):

Konstrukce obrazu B'  Konstrukce vzoru B

znamého vzoru B : znamého obrazu B':
1) p=AB 1) p'=A'B’

2) lepno 2) lep'no

3) p'=A'l 3) p=Al

4) s=3B 4) s'=SB'

5) B'ep'ms 5) Bepns
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Vlastnosti stiedové kolineace:

a) Obrazem bodu je bod, obrazem piimky je piimka.

b) Kolineace zachovava incidenci a dvojpomér

¢) Osa kolineace je bodové samodruzna.

d) Pfimka ur¢end vzorem a obrazem té¢hoz bodu prochazi sttedem kolineace

e) Vzor a obraz piimky se protinaji na ose kolineace (v ptipad¢, Ze jsou rovnobézné se jednd o
nevlastni bod, tj. rovnobézka s osou kolineace se zobrazi na rovnobézku s osou kolineace)

9. Konstrukce nevlastnich utvara ve stiedové kolineaci: Na dal§im obrazku vlevo je
znazornéna konstrukce obrazu B', je-li jeho vzor B nevlastni. Vpravo naopak konstrukce

vzoru B, ktery ma nevlastni obraz _B'.

A’ A
Vsechny nevlastni body projektivni roviny lezi na nevlastni ptfimce. Body, jejichZ obrazem je
nevlastni bod, lezi na téZe ptimce. Tuto pfimku nazyvame ubéZnice.
10. Analytické vyjadreni stfedové kolineace v projektivni roviné: Uved'me nejdiive opét
matici K, stfedové kolineace /', s osou v ose X a stiedem S =(0;s,;1). To ovsekm k urfeni
sttedové kolineace jesté nestaci. Zadani Ize tedy doplnit opét zadanim vzoru P = ( P pz;l) a
obrazu P'= ( P'P'y; a)P) jednoho zobrazovaného bodu. Vzhledem k tomu, ze body S;P;P'
jsou kolinearni, staci zadat dva z nich a dé€lici pomér. Za predpokladu, Ze jsou dany body S;P

a délici pomér A = (P " P; S) , je matice stfedové kolineace tvaru.

1 0
Kisps= 03 P’y p;1 A
0

i
sy (py gyt AT -1)
11. P¥iklad: Stanovme matici stfedové kolineace s osou v ose X stfedem S =(0;8;1), ktera
zobrazi bod P =(2;4;1) do bodu P'=(5;-2;1). Stanovme ib&Znici vzorii a obrazil.

ReSeni: Délici pomér je 4 = ( P P; S) =3 . Dosazenim do vySe uvedené matice dostavame

1P 0 {0} (1 00
K,=[0 22 10[=/0-30 )
0+(2-2-1)i1 -3 1
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Ubéznice budou rovnobézky sosou X, tj. pfimky y=u,; y=V,'. Ma-li se vlastni bod
U =(u,;u,;1) zobrazit na nevlastni u = (u, ;u, ;0), musi byt

- I 0 0)fy
— 2
2' =0 T 0 U,
3
0) lo-2 1)1
Porovnanim tfetich slozek dostdvame —-5u,+1=0, tedy u, —%, ubéznice obrazl je tedy
y =2 . Provnanim prvnich dvou slozek ZJlStlme zeU'=u;u,'=—3%uU,=—%-2=—5.Bod

U=(u;uyl)= (u1,23°,1) se tedy zobrazi na smér urfeny vektorem u=(u,%u,"0)=
:(Ul;_ai;o)

12. Pravidelny n-thelnik ve stfedové kolineaci: Ve stiedové kolineaci z ptedchoziho
piikladu zobrazme pravidelny n-uhelnik je-li

a) S=(3;2:1); A=(3;4:1) b) S=(3:4:1); A=(3251) o) S=(34231); A=(3;21)

Poznamka: Podle predchoziho piikladu je (ib&znici pfimka y=20. Sestnictiuhelnik zadany
dle a) tedy ubéznice neprotina. Dle zadani b) lezi na ubéznici prave jeden bod (totiz zadany
bod A). Ten se tedy zobrazi na nevlastni bod _ A, obraz tedy bude mit pravé jeden nevlastni
bod. Dle zadani c¢) mnohouhelnik béZnici protina — priseciky oznaéme R;S . Ty sezobrazi na
nevlastni body _R;_S. Tento obraz tedy bude mit pravé dva nevlastni body.

Reseni: Nechdme sestrojit poditad. Vrcholy zobrazovaného Sestnactitthelnika budou obrazy
vrcholu A vrotacich R, (S a —2—”k) ; k=1..;n—1. Matice téchto rotaci je tvaru

R,,=T,-R,, T, - viz kpt. 3. 4.). Takto ziskané vrcholy zobrazime v kolineaci pomoci

matice (4). Na obrazcich vidite feSeni pro n=64. Pii takto velkém n jiz pravidelny n-
uhelnik vnimame jako kruznici a jeji obrazy pfipominaji elipsu, parabolu a hyperbolu —
kuzelosecky, které¢ zndme ze stfedni Skoly. Neni to ndhoda, jak uvidime v kpt. 5.1.
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3.4 Zobrazeniv E’

Podobné¢ jako v projektivni roviné miizeme i v projektivnim prostoru studovat nejriznéjsi
zobrazeni. Zaméime se opét na zobrazeni, ktera zachovavaji délici pomér, tj. zobrazeni, ktera
zobrazuji vlastni bod vzdy na vlastni bod.

vvvvvv

Soumérnost podle Soumérnost podle Soumérnost podle
roviny Xx=0 roviny y=0 roviny z=0
-1000 1 000 1000
10100 10-100 101 00
710010 710010 100 -10
0 001 0 001 00 01
Soumérnost podle Soumérnost podle Soumérnost podle
osy X osy Yy osy Z
1 0 00 -10 0 0 -1 0 00
0-100 0100 0 -100
S, = S, = S, =
00 -10 Y10 0-10 0 010
00 01 0 001 0 001
Soumérnost podle pocatku  Posunuti o vektor v: Otaceni kolem osy X
-10 00 100V 1 0 0 0
S 0 -100 Tv:010V2 RMZOCf)sa—smaO
0 0 -160 001 v ’ 0 sina cosa 0
0 0 01 0001 0 0 0 1
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Otaceni kolem osy Yy Otéceni kolem osy z Stejnolehlost
cosa 0 —sina 0O cosa —sina 0 0 A 000
) }
R - .O 0 0 R - sina cosa 00 S120/100
v sinag 0 cosa 0 : 0 0 10 0040
0O 0 O 1 0 0 01 0001

Skladani téchto zobrazeni provadime stejn¢ jako v projektivni roviné - rovnéz ndsobenim
matic v obraceném potadi.

1. Priklad: Ur¢eme matici stiedové soumernosti se sttedem v bodé S = (s1 3S55 53;1).

Reseni: Stied soumérnosti musime nejdiive posunout do po&atku, zde provést soumérnost
podle pocatku, a poté posunout ,,zpét“. Vysledna matice tedy bude tvaru

S¢=T,S'T, =

100s)(-10 00Y(100-s) (10 0s)(100-s) (=10 0 25
010s[/0-100/{010-s| |0 -10s|[[010-s||[0-10 2s

001s||00-10/{001-s,] |0 0-1s,][001=s,| |0 0 —I2s,
0001)(0 0 01)l000 1 000 1Jlo00 1 000 1

3. 5 Shodna zobrazeni

V predchozim textu jsme hovotili o shodnych
zobrazenich. Jsou to zobrazeni, v nichz obrazem
kazdé usecky AB je usecka A'B'= AB. Kazdé
shodné zobrazeni je kolinearni a zobrazuje vzdy
vlastni bod na vlastni bod, proto je mozné ho zapsat
ve tvaru

—_—
(E

sz =1 a, q 2
1 0O 0 1 1

%

Je nyni otazkou, zda a jak z tohoto zapisu pozname, ze se jedna o shodné zobrazeni.

1. Priklad: Vypoctéme determinanty matic O, osové soumérnosti podle osy X; O, osoveé
soumérnosti podle osy Yy ; S stfedové soumérnosti podle pocatku; R, rotace kolem pocatku
o thel a; T, posunuti o vektor v; O, osové soumérnosti podle pfimky p: X =9 (viz vztah
3 v kpt. 2.6)

Reseni: Vypodet prenechavame Gtenafi jako cviceni, uved’me jen vysledky:

detS=detR, =detT, =1; detO, =detO, =detO, =detO, =detO, =—1.

Lze ukazat, Ze matice M typu 3x3 je matici shodného zobrazeni v roviné pravé tehdy, je-li

detM =+1. Znaménko determinantu zde ma pfitom zajimavy geometricky vyznam. Kdyz
jsme se na zékladni Skole zacali seznamovat se shodnymi zobrazenimi, kreslili jsme shodné
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utvary na prusvitku, kterou jsme pak ,premistovali“. V nekterych piipadech stacilo
prisvitkou ,,jezdit* (posouvani, otaceni), nékdy bylo tfeba prisvitku ,,pfevratit naruby* (osova
soumérnost). Nekteré shodnosti vroviné Ize modelovat ,,pohybem® vroviné (piimé
shodnosti), k nékterym je tieba bud’ osové soumérnosti nebo ,,pohybu* v prostoru (neptimé
shodnosti). Podobné v prostoru.

i e ra iy

Vv s
i
CL T AT

Mame-li dvé levé boty stejného typu a stejné velikosti lze (alespoit myslenkove) jednu na
druhou ,,pfemistit™ tak, ze se kryji. Jedna-li se vSak o standardni par, pak z levé boty pravou
pouhym ,,pohybem* nevyrobime. Proména tak muze byt jen zdéanliva - potifebujeme k ni
zrcadlo. Cisté matematicky bychom ji mohli provést ,,pohybem* ve Gtyfrozmérmém prostoru.
Podobn4 proména skutecné boty z pravé na levou je matematicky sice moznd, technicky
ovSem neproveditelna - Ctyfrozmérny prostor alespon prozatim) v technické praxi k dispozici
nemame.

Matematicky ditvod rozdili pravé a levé boty (i jejich dvojrozmérnych stop) je nasledujici.

2. Pfima a nepiima shodnost: Shodnost, jejiz determinant je roven jedné (minus jedné),
nazyvame piima (nepfima).

Ptimé shodnosti jsou tedy zobrazeni, kterd lze slozit z translaci a rotaci. Nepifimé shodnosti
jsou shodnosti, pfi jejichz konstrukei je tfeba pouzit osovou soumérnost.

3. 6 Promitani prostoru na rovinu

1. Promitani prostoru na rovinu: Je dana rovina 7 a bod Se¢x. Zobrazeni
f/):wE3—{S}—>wE2, které kazdému bodu A=S pfitadi bod A'e SAnz, se nazyva
promitani zbodu S na rovinu 7. Bod S nazyvame stied promitani, rovinu 7 prumétna.
Ptimku SA nazyvame promitaci pfimkou bodu A. Rovinu, ktera je ur€ena dvéma riznymi
promitacimi pfimkami, nazyvame promitaci rovinou. Promitani, jehoz stfed je vlastni,
nazyvame stfedové, promitani s nevlastnim stfedem nazyvame rovnobéZné. Rovnobézné
promitani, jehoz promitaci pfimky jsou kolmé na primétnu, nazyvame pravouhlé (nebo téz
kolmé), rovnob&zné promitani, které neni pravothlé, nazyvame kosoihlé. Mnozinu 2
vSech bodi promitacich pfimek vSech bodi Gtvaru !/ nazyvame promitacim utvarem
utvaru U .

50



3 Projektivni prostor UM FSI VUT v Brné Studijni text

+ 8 (sted promitani) wS=S§  (stied promitani) wS=s (stied promitani)
" | (promitaci pfimka) '_,;,, (promitact primka) . L (promitaci primka)
l' \ A (promitany bod) \ \ A (promitany bod) + A (promitany bod)
B\ \B
P OO b e R B I
4 P S\ e : Tty
'B' \ A’ (primét bodu A4) 7 \ \A ' (pramét bodu 4) 2 1A' (prizmét bodu A)
4y \ p ._"_._E__ " ]3' \ / -;_-E‘_ . bl; f.
L o I i e T N
|I . (priumétna) \"'-.:\._'.'Prrimérna) \\"'\;_(Prr?mé!rra}
2. Stopniky, stopy, hlavni a spadové
b pfimky: Pruse¢ik PY pfimky

s pramétnou 7 nazyvame stopnikem
primky(q. Prisecnici p“ roviny «
s prumétnou 7 nazyvame stopou roviny
o . Kazda ptimka h*, ktera lezi v roviné
a a je rovnob€zna s jeji stopou, se nazyva
hlavni prfimka roviny o . Kazda pifimka

s”, ktera lezi v rovin¢ « a je kolma na jeji

q r
P"(stopnik) stopu, se nazyva spadova primka roviny

p“(stopa) ¢ . Rovina svira s primétnou tentyz uhel
jako libovolnd jeji spadova ptimka.

3. Zakladni vlastnosti stfedového promitani:

a) Stfedovym primétem bodu A je bod A'.

b) Stfedovym primétem piimky a, ktera neni promitaci (tj. S ¢ a) je piimka a'.

c) Stftedovym prumétem promitaci piimky a; (tj. Sea)jebod a'.

d) Stfedové promitani zachovava incidenci, tj. primétem bodu A a pfimky p takové, ze
Aep je bod A' a pfimka p' takovy, ze A'e p', popt. body A'; p' takové, ze
A'=p' (vptipadé, Ze p je promitaci pfimka)

Stiedové promitani zachovava dvojpomér bodu (vyplyva bezprostiedné z Pappovy véty - viz
piedchozi kapitola).
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4. Zakladni vlastnosti rovnobézZného promitani se smérem s=_S:

Rovnobéznym primétem bodu A je bod A'.
Rovnobéznym primétem piimky a, kterd neni promitaci ( tj. a J/f S)je pfimka a'.
Rovnobéznym primétem promitaci ptimky a; (tj. a||s)je bod a'.
Rovnob&znym primétem dvou riznych piimek a|lb, kde s La=a'b', jsou dvé razné
. ptimky a'||b".
/L s Rovnobé&znym pramétem dvou riznych piimek a|lb,

kde sca=a'b', je jedina ptimka a'=b".
\/ Rovnobéznym primétem dvou riznych promitacich
) piimek (tj. al|b||s) jsou dva rizné body a';b'.

RovnobéZnym primétem roviny «, kde s ,é a, je

\/ prﬁmétna .
RovnobéZnym primétem roviny «, kde sca, je

pfimka « .

Rovnobézné promitani zachovava incidenci (viz vyse)
Rovnobézné promitani zachovava délici pomér boda
(ptimy disledek Pappovy véty.

IYS-: Ys, I}ovnobéinym primétem ﬁtvgru
5 g W, ktery lezi  vroviné
| rovnobézné s prumétnou, je utvar
| ", ktery je shodny s utvarem
l U'.

' B' Stopnik P? libovolné primky a
| lezici vroviné « lezi na stopé

a, | .IB p“ roviny «. Hlavni pfimky
I

4, roviny se  promitaji  do
\7/ \;/ rovnobézek s jeji stopou.

5. Kolmy primét tsecky: Necht' q= AB je pfimka,
ktera svira s primétnou uhel ¢. Pro velikost |AlBl| prumétu AB, usecky AB plati:
|AIBI|=|AB|-COS¢
6. Kolmy priumét pravého uhlu: Necht piimky a Lb; allz; b A 7. Pak kolmé praméty

a,;;b, ptimek a;b jsou na sebe kolmé.

Diilezité disledky:
a. Spadové pfimky roviny, kterd neni kolma na primétnu, se promitaji do kolmic na jeji
stopu.

b. Kolmice vedené na rovinu, ktera neni kolma na primétnu, se promitaji do kolmic na jeji
stopu.

Uved’'me nyni dilezity specialni ptipad kolinedrniho zobrazeni, kterym jsme v zavéru kapitoly
2.5. odstartovali tivahy o projektivnim prostoru.
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7. Stfedova kolineace mezi rovinami:
V projektivnim prostoru _E’ jsou dany dvé vlastni roviny p;p' a bod S, ktery nelezi

2 8§ stred kolineace

osa kolineace

v zadné znich. Stfedovou kolineaci mezi
rovinami p; p' rozumime zobrazeni o: p — p',

které zobrazuje:

a) body A;B;C;...e p nabody A;B';C';...e p'

tak, ze prfimky AA":BB"CC"... prochazeji
bodem S (stfedem kolineace)

b) pfimky a;b;c;...c p na ptimky
atbch..cp' tak, Ze body leana';

Ilebnb'; lll ecnc',... lezi na téze piimce 0
(ose kolineace)

c) zobrazeni zachovava incidenci, tj. pro kazdy
bod A akazdou ptimku a plati:

Aca=o(A)eo(a)

Z Pappovy véty vyplyva, ze stfedovd kolineace zachovavd dvojpomér bodii a je tedy

projektivnim zobrazenim.

Protoze pracujeme v projektivnim prostoru, miize byt stted S 1 osa 0 jak vlastni, tak
nevlastni. V této jedné definici se tak skryvaji ¢tyfi mozné ptipady:

stied S

asa o

viastni

neviastni

viastni

nevlasini

viastni kolineace

A5 -
G O
A
%

stejnolehlost mezi rovinami

S\

afinita mezi rovinami

A'vﬂ

(& el

posunuti roviny

12. Rovnobézny prumét stiedové kolineace mezi rovinami do roviny: zavisi na tom, zda
jeji stied a osa je vlastni, anebo nevlastni. Priméty jednotlivych ptipadi jsou ilustrovany

nasledujicim obrazkem.
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stied)
(AT

viastni

nevlastni

viasini kolineace

afinita

mezi rovinami

V roviné

mezi rovinami

V roviné

viasini

stejnolehlost
mezi r (3} inam i v roviné

e g <o ?1

Vsimnéte si, Ze pruméty jednotlivych piipadl (tj. obrazky oznacené ,,v roving€*) se od piipada
,,prostorov;’/ch“ (oznaéenych ,,mezi rovinami“) Vlastné niéim neliéi I ,,prostorové“ pﬁpady

oy e

posunuti

meczi rovinami Vv roviné

pusobi prostorové jen diky Sedym rovinam, které iluzi prostoru Vyvolavap. Jakmile ,,zmizi“,
iluze prostoru je pry¢ a my vidime pouze planimetrickou konstrukei.

K popisu technickych objekti se pouzivd kartézska soufadnicovd soustava tak, Zze
,»vyznamné* piimky ¢i usecky objektu jsou rovnobézné se souradnicovymi osami. Chceme-li
pouzit jen jeden priimét, mé¢l by byt pokud mozno nazorny, tj. méli bychom smér promitani
volit tak aby se tyto pfimky a Usecky nepromitaly do bodu. Rovnéz ,,vyznamné* roviny (tj.
roviny rovnobézné se soufadnymi rovinami) nebo jejich Casti by se nemély promitat do
pfimek nebo usecek. Kazdy technicky
objekt ma téchto ,,vyznamnych* ptimek a
rovin jen kone¢ny (a relativné maly)
pocet, promitdni 1 priméten mame
k dispozici vZdy nekone¢né mnoho. Je
tedy zfejmé, ze tomuto pozadavku lze
vzdy vyhovét. Pokud tomu tak bude a
budeme-li uvazovat jen rovnob&zné
-y | promitani a  trojici  nezdpornych
soufadnych poloos, bude jejim primétem
trojice nesplyvajicich polopfimek se
spoleénym  pocatkem tak, jak je
znazornéno na pripojeném obrazku.
Vznikéd piirozen¢ otazka, zda lze uvazovat i obracené¢ — zda ke kazdé trojici rtiznych
poloptimek v priimétné, které maji spolecny pocatek, lze zvolit smér promitani tak, ze tyto tfi
polopiimky jsou primétem soufadnych poloos néjaké kartézské soufadné soustavy. Na tuto
otazku odpovédela vroce 1853 kladné Pohlkeova véta. My se nyni budeme zabyvat
analytickym popisem tohoto promitani.

V prostoru E’ uvazujme kartézskou soufadnou soustavu s pocatkem o,
vektory i’ =(1,0;0); i =(0;1;0); k® =(0;0;1) na osach Xy 20

jednotkovymi
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Dale uvazujme bod X , ktery ma v této soustavé soufadnice X =[X;;%,;%; ], tj. Ize psat
X =0 4 x i +x, - i + x, - k" (1)

Promitnéme tuto soustavu do primétny . Primétem bodu 0 bude bod O, praméty
vektori i(3); j(3); k® budou vektory i; j; k. Primétem bodu X bude bod X'. Rovnobé&zné
promitani zachovava délici pomér bodu, vzhledem k (1) proto bude

X'=0+X - i+X - j+X -k 2)

V prumétné 7 zvolme kartézskou souradnou
soustavu s pocatkem v bod¢ O
s jednotkovymi vektory i'; j' na osach x';
I ) _
X=[‘f}, ;.r_j;.\}]=[2.' 1.5:3]7 '
I

!

y' a zajimejme se o soufadnice bodu X'
v této soustavé.

Oznacime-li tyto soufadnice X'= [X'l; X'2] ,
musi byt vzhledem k (2)

XX =X 1+ X jJ+ Xk

(-1 06
N T 5 x| RozepiSeme-li tuto rovnici do soufadnic (v
/! //,/""”‘ra‘ 051 rovinné souradné soustave), mame:
e |
it R XA+ X ] =X+ X ]+ %K

X 04 =X+ % ), + %K,
ProtoZe i'; j' jsou jednotkové vektory na soufadnych osach, je i'=(i';i',)=(1;0) a

i'=(i's1J'%)=(0;1), dostavame po dosazeni do levé strany

X'\ =X 04+ X% ]+ X% 0K 3)
X'y =X+ X ], + XK,

kde (i;31,), (J;5J,), (K;K,) jsou soufadnice pruméti i; j; k jednotkovych vektorl v nasi

rovinné soustavé. Volbou téchto soufadnic volime piislusné kosouhlé promitdni. Na naSem

Casto pouzivané typy promitani: obrazku je

X' =-0,6-i,+0,5-J,+0,1-K
1 / 7 X', =-0,2-1,+0,1- J, +0,6-k,
1 1
- \ Soustavu 3) lze zapsat

/ v maticovém tvaru
1 1 k
VA - X i

'l Il jl kl 0 Xl
'2 — |2 j2 k2 0 X2
" 0 0 0 0] x
kavalirni volné rovnobézné  vojenské 1 00 0 1)\1
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(&

P=[K?|:P::P~\}

Vsimnéte si,
zobrazeni je nulovy, matice tohoto zobrazeni
je tedy singuléarni.
: promitani

ze treti fadek matice tohoto

Je tomu tak proto, ze

neni prosté zobrazeni (cela

promitaci pfimka se totiz zobrazi do jediného
bodu).

Podivejme se nyni na pravouhlé promitani.
Pro analytické zpracovani je nejjednodussi

pravouhlé

promitdini do  nékteré  ze

soufadnicovych rovin, kde pouze nulujeme

V  pftisluSnou soufadnici.

Napt. promitani do

roviny Z =0 je ur€eno soustavou rovnic

_I’_
X. P =i pysD]

coz prepsano jako projektivni transformace:

x'") (1000
x,| {0100
x| 10000
1 0001
kde
1000
0100
K, =
10000
0001

je matice kolmého promitani na rovinu z =0.

|z smér pohledu kamery

¢ ¢ ¢ ¢ (normdla rzz;xm
N
N

L
Xl_xl
L—
XZ_XZ
J—
X'y =0

=X" =K, -X'

Chceme-li promitat kolmo na rovinu
v obecné poloze, je treba bud zadat
rovnici roviny, na kterou chceme kolmo
promitat, anebo (coZ je pro CAD systémy
ptirozenéjsi) smér ,,pohledu kamery“ do
soufadné  soustavy, napf.  pomoci
horizontalniho a vertikalniho hlu tak, jak
je naznadeno na pripojeném obrazku.
Pomoci dvou rotaci pak tento smér
ztotoznime s nékterou soufadnou osou
provedeme kolmy primét do piislusné
primétny a pomoci otoCeni o opacné thly
vratime kamefe pfislusny smér. Pokud
budeme napt. chtit pouZzit vySe uvedené
promitdni do roviny z=0, bude postup
nasledujici: Nejdiive otocime kameru
kolem osy z o uhel @ =-a-%, aby
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pohled kamery byl kolmy na osu X (zaporna znameénka proto, zZe otacime ,,proti“ zadanému
uhlu « ). Matice otaceni je
cosw, —sinw, 0 0
| sin®, cosw, 0 0
S 0 10
0 0 01

Nasleduje otoceni o uhel @, = f#—% kolem osy X:

1 0 0 O

R 0 cosw, —sinw, 0
2 10 sinw, coswm, 0

0 O 0 1

Nyni miiZzeme promitnout kolmo na

rovinu z =0, tj. pouZzit matici K, apo
z Smer po’hledu /.(amery tomto prumétu objekt ,,vratit“ pomoci
(normdla roviny) matic R, ,; R, ,. Tyto matice

kamera nasobime v obraceném poradi, takze
matice P naSeho promitani je tvaru
Ssissiiss] P=R, , R, , K, R, -R
By SN ’ -, By 0, ’

7,0

Matici stifedového promitani sestrojime
podobnym zpisobem. Odvozeni matice
sttedového promitani do roviny z=0 je
jiz ponékud komplikovanéjsi, uved’'me

. tedy pouze vysledek:

y

10 0 0
01 0 0
Psis=l00 0 0
00 -L1

Matici stfedového promitani na obecnou rovinu obdrzime analogicky jako v pfipadé
promitani rovnobézného, je tedy

P=R, , R, , P, R, R

-, S,X,y ’ Z;0, Z;0

57



