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4 Analytické krivky a plochy

V kapitole 1.4 jsme definovali kfivku jako topologicky jednorozmérnou souvislou mnozinu
bodl. Kiivky mizeme délit podle dimenze prostoru, jehoz jsou podmnozinou a podle
moznosti analytického popisu, tj. moznosti stanovit obecné vztahy mezi soufadnicemi
jednotlivych bodi kiivky:

podle dimenze prostoru podle moZnosti analytického popisu

rovinné: " prostorové analytické grafické

Az

X =2sin15t
y=3cosllIt

2929922299229

V této kapitole se budeme zabyvat pouze analytickymi kiivkami, a to jak rovinnymi, tak
prostorovymi.

4. 1 Analytické urceni krivky
Rovinnou kfivku miizeme analyticky popsat nékolika zpiisoby.

1. K¥ivka jako graf funkce: Funkce jedné realné proménné je zobrazeni f:D — R, kde
D c R je defini¢ni obor funkce. Grafem funkce rozumime mnozinu

G(f):{[x;y]eEz‘y: f(x)}.

Timto grafem je velmi ¢asto kiivka (napt. grafy funkci sin X ; InX) ¢i vice kfivek (napt. x';
In|x-1)).

2. Parametrické vyjadreni krivky: Jedna se o zadani kiivky pomoci soustavy dvou popf. tii
rovnic v nichz je soutfadnice kazdého bodu kiivky zapsana jako funkce redlné¢ proménné,
kterou nazyvame parametr. Pro kiivku v roving tedy

x=o(t)
Y=y () 1< (1)

kde | je interval. Tyto rovnice nazyvame rovnice parametrické. Napiiklad soustava

X:2-cost_

y=2-sint’te<0;2ﬂ) 2)
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predstavuje parametrické rovnice kruznice. Casto se setkavame s vyjadienim rovinné kiivky
v polarni soustavé souradné, a to ve tvaru

rzgo(t); tel,

kde t je orientovany uhel, ktery svira privodi¢ bodu s polarni osou a r je vzdalenost bodu od
pocatku. Toto vyjadieni ovSem snadno pievedeme na vyjadieni parametrrické pomoci
znamych vztaht

X =rcost=gp(t)cost
y=rsint=gp(t)sint’
3. Obecna rovnice krivky: Upravime-li soustavu (1) na jedinou rovnici tak, Ze se v ni nebude
parametr vyskytovat, dostaneme rovnici obecnou. Tomuto postupu fikdme vylouceni

parametru. Upravime-li naopak obecnou rovnici na rovnici o jedné nezndmé pomoci
substituce tak, ze tato rovnice piejde v rovnost, je tato substituce parametrickymi rovnicemi
téze kiivky. Tomuto postupu fikame parametrizace. Napiiklad rovnice X* +Yy’ =4 je obecna
rovnice kruznice s parametrickym vyjadfenim (2). Timto zpisobem lze ovSem vyjadfit jen
rovinné kiivky. Vylou¢enim parametru z parametrickych rovnic rovinné kiivky dostaneme
rovnici tvaru

f(xy)=0

Vyloucenim parametru z parametrickych rovnic prostorové kiivky dostaneme vyjadieni této
ktivky pomoci soustavy dvou rovnic:

f(xy;2)=0; g(xy;2)=0

Kazda z téchto rovnic je rovnici plochy v prostoru, prostorovou kiivku tak dostdvame jako
prusecnici téchto dvou ploch.

3. Priklad: Parametrizujme obecné rovnice kiivek
a) Y 1 by (x—m)’ =2p(y-n) ¢ —-L =1
a

Poznamka: Ze stiedni Skoly vime, ze se jedna o rovnice elipsy, paraboly a hyperboly. Témto
kiivkam se budeme podrobnéji vénovat v dalSich kapitolach.
Reseni: a) polozime-li X =acost; y=bsint a dosadime do obecné rovnice, obdrzime
(acos'[)2 (b sint)2
2 B

coz je rovnice, kterd plati pro kazdé t € R . Parametrické rovnice nasi elipsy tedy jsou

=1=cos’t+sin’t=1

X =acost

y =Dbsint ®)

Vzhledem k tomu, Ze X € <—a; a> ;s ye <—b; b> ; 1ze defini¢ni obor parametru zuzit na interval
te(0;2r)
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b) Z této rovnice lze vyjadiit y: y = 2_1p(x - m)2 + n . Parametrické rovnice tedy budou zifejmé

tvaru

;teR (4)

¢) Pfi parametrizaci elipsy jsme vyuzili zndmou vlastnost sinu a kosinu — totiz ze pro kazdé

teR je cos’t+sin’t=1. Pokud bychom chtéli stejny obrat pouzit u hyperboly, museli
bychom najit dvé funkce, u nichZ analogicky funguje ne soucet, ale rozdil ctverct, tj. dvé

funkce f;g takové, Ze pro kazdé teR je g°(t)— f*(t)=1. Pak bychom mohli polozit
x=a-g(t); y=b-f(t) a dosazenim do rovnice hyperboly zcela analogicky:
2 2
a-g(t) b-f(t)
( > ) o2 ) =1=g*(t)-f*(t)=1

Je jen otazkou, zda takové funkce existuji. Odpoveéd na tuto otdzku je kladna. Polozime-li
totiz

g(t)=cos™t; f(t)=tgt

pak je skute¢né

fa2 : 2 2 )
g (t)-f2(t)= 1 sin“t _ sin” t+cos”t—sin t:1

cos’t cos’t cos’t
takze prisluSna parametrizace hyperboly je tvaru

X=a-cos 't
y=Db-tgt

Je tieba samoziejm& polozit t# (2k +1)%; keZ a vzhledem k periodicité pouzitych

goniometrickych funkci staci dale t € <0; 27r> . Jinou zajimavou moznosti je

g —e’ e +e’
f(t)= ; g(t)=
=" 0(0)="2
pak je opét

9°(t)- fz(t):%'(et +e)’ —%(et vet) =%-(e2t +2+e7 e +2-e7)=1

Protoze funkce f;g plni u hyperboly analogickou ulohu jako sinus a kosinus u elipsy,
nazyvaji se v matematice hyperbolicky sinus resp. hyperbolicky kosinus a znaci se

t -t t -t
sinht:e 2e ; cosht:eze ; teR &)

Parametrizaci hyperboly pak dostdvame ve tvaru

X:acosht_

R
y =bsinht’ te ©)
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4. Bodova funkce: Zatimco funkce jedné realné proménné je zobrazeni f:D — R, kde
D c R je defini¢ni obor funkce, rovinnou resp. prostorovou bodovou funkci jedné realné
proménné v euklidovském (projektivnim) prostoru rozumime zobrazeni f:D — E’ resp.
f:D->E’, (f:D—> E’ resp.
z f:D— _E’) kde DcR je definiéni obor
funkce. Proménnou budeme =znacit t a

nazyvame ji parametr. Hodnotou bodové

o)
funkce pro te D < R je bod

NS

7 Q)-[h): L]
ki 7 L resp. 3
i 0 Q1) =[A(1): fa(1): (1)<
/ \?\_\ypo?r)- (k- f,(t):k- f,(t);k-w)e E
e Q(t)=(k- f,(t):;k-f, (t);k-0) <, E?
_];(f) R '}j'm resp.

Q(t)=(k-f (t);k-f,(t):k- f,(t);k-w)e E’

Kazda hodnota parametru t urcuje bod Q(t) jednoznacné. Protoze nehrozi nedorozumeéni,
mluvime Casto jen o bodu t misto o bodu Q(t). Body projektivniho prostoru budeme

reprezentovat euklidovskymi reprezentanty, tj. budeme psat

Q(t)=(f1(t);f2(t);a))ewE2 (1)
resp.

Q(t)=(f,(t); f,(t); fy(t); @) e E )

kde w=1 resp w=0 pravé tehdy, kdyZ je bod Q(t) vlastni resp. nevlastni. MiZzeme se
rovnéZ setkat s tim, Ze vlastni bod Q(t)=(q;;q,;1)e E® kiivky £ je reprezentovan jeho
polohovym vektorem ,Q(t)=q(t)=Q(t)-0 =(0,;0,;1)—(0;0;1) = (0,;0,;0) e ,E* (v E’
analogicky). Rovnice (1) a (2) jsou pak tvaru

a(t)=(f (t): f,(t))eZ(E?)
a(t)=(f (t): f,(t); f,(t)) e Z(E?)

a hovotime pak o vektorovych rovnicich kiivky.

resp.

Obor hodnot bodové funkce (tj. mnozinu bodl, které jsou obrazem néjakého te D c R)
budeme nazyvat grafem bodové funkce. Funkce f (t);f,(t) popt. f,(t) nazyvame

souradnicové funkce.

Lze ukézat, Ze pokud je defini¢énim oborem bodové funkce interval (tj. souvisla podmnoZina
R) a vSechny soufadnicové funkce jsou spojité, pak grafem bodové funkce je kiivka F
v prostoru , E* popt. _E’. Rikame pak, e kiivka je uréena bodovou funkci.
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Je-li D=(t;t,); kde —0 <t <t, <oo, pak bod T, =(f,(t,); f,(t,); @) nazyvame pocate¢nim
a bod T,=(f,(t,); f,(t,);@) koncovym bodem rovinné kiivky. Pro prostorovou kfivku

analogicky.

2. Priklad: Parametrickymi rovnicemi

X =cost
5 te(0527)
y =sint
je uréena  kruZnice. PiepiSeme-li je do tvaru 2
K(t) =(cost;sint;1), te <0;277) , dostavame kruznici jako
rovinnou bodovou funkci. C
Parametrickymi rovnicemi
X =cost Y
y =sint ; te<0;2k7z);k eN
z=t1 X

je uréeno k zavitd prostorové kiivky zvané cylindricka Sroubovice, ktera je znazornéna na
pfipojeném obrazku (touto kiivkou se budeme zabyvat dale). Tyto parametrické rovnice

miZeme prepsat do tvaru prostorové bodové funkce S(t)=(cost;sint;t;1); te<0;2k 7).
Bodovou funkci dostaneme z parametrickych rovnic kiivky jejich ,,pfepisem* do jednoho
radku.

4. 2 Grafické algoritmy konstrukce krivek

Ktivky zadané jako graf funkce a kiivky zadané parametrickymi rovnicemi resp. bodovou

funkei sestrojuji grafické systémy vétSinou tak, Ze defini¢ni obor funkce <XO; Xn> resp. interval
<t0;tn> , ve kterém je definovan parametr, rozdéli ekvidistantnim délenim na n stejnych dilt a

ktivka je sestrojena jako ,,lomend ¢ara®, kterd prochazi body [Xi; f (Xi )] resp. [gp(ti );g//(ti )]

line line

(o8, )wity) ]
[ot, )it )]
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Z algoritmického hlediska je nejméné
piijemna kiivka zadana rovnici
f(x;y)=0. Nejjednodussi algortmus jeji
konstrukce vyuziva skutecnosti, ze ktivka
f(xy)=0 je  prisecnici  plochy
z=f(x;y) a roviny z=0, a dale
nenulové velikosti pixeld vystupniho
zafizeni pocitate. Dva do sebe vnofené
cykly prochazeji vystupni okno pixel po
pixelu a testuji znaménka funkce f(x;y)
ve vrvholech kazdého pixelu. Jestlize jsou
vSechna stejna, pak kiivka pixelem
neprochazi a pixel zlstane nesestrojen

(neobarven). Jestlize se znaménka lisi,
pixel se obarvi (sestroji).

4.3 Tecna a normala krivky

Problémem tecen k nejriiznéj$im kiivkdm se zabyvali jiz anti¢ti matematikové. Uspokojiveé
zavedli pojem tecny ke kuzeloseCce, korektni feSeni pro obecné kiivky vSak bylo nalezeno az
s objevem diferencidlniho poctu, ktery se stal velmi G¢innym néstrojem matematického
popisu kiivek a ploch. S jeho zéklady se v matematice budete teprve seznamovat, proto si zde
vSimneme jen zcela nezbytného aparatu, ktery se skryva v soucasnych softwarovych
nastrojich geometrického modelovani.

Sestrojime-li timto algoritmem uvedenym v minulé kapitole grafy funkci f(x)=x+1;

g(x)= w ; h(x) =% ; dostaneme nasledujici obrazek:

A A

y Y

=y
\I
[
S
[
=y
1
[
)
[
=y

/-1 0 ]

x(x+1) |

f(x)=x+1 g(x)= ? h(x):? ?
Zatimco graf funkce f(x) asi nikoho nepfekvapi, grafy funkei g(x); h(x) jsou jiz
problematické. Tyto funkce totiz nejsou definovany v nule. Pii ,,obvyklych zadanich*
intervalu <X1;X2> a kroku h, (napf. <—2;2>; 0.1) by mél program havarovat, nebot
algoritmus poZaduje funkéni hodnotu v bod¢ nula a potiebuje tedy touto nulou délit. Program
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sice mozna ,,ptrezije* (diky zaokrouhlovacim chybdm pii opakovaném pficitani kroku se totiz
do nuly ,,netrefi*). Je vSak otazkou, nakolik jeho vystupy odpovidaji realité.

Graf funkce g(X) je celkem v pofadku, az na to, Ze bychom v bod& [0;1] méli vyznagit
prazdny krouzek — funkéni hodnota zde chybi. Pokud funkci g(x) dodefinujeme tak, ze
g(0)=1, bude jejim grafem souvisla mnoZina bodd. Funkci h(x) viak takto dodefinovat
nelze. V bodé X =0 ma totiz ,,schodek*. Rikdme, ze funkce g(X) ma v nule limitu, funkce

h (X) v tomto bod¢ limitu nema (tato limita neexistuje).

2. Limita funkce: Funkce f(x) ma vbodé x=x,€R limitu aeR pravé tehdy, kdyz

existuje okoli O(X,) takové, Ze mnoZina

M ={[x; f (x)]]x €O (x,) =%} U[x,:a]
je souvisla. Zapisujeme lim f (x)=a

X=Xy
Poznamka: Takto definovana limita je tzv. vlastni limita ve vlastnim bod¢€. V matematice
budete studovat i jiné ptipady limit. V tomto textu je vSak nebudeme potiebovat. Nebudeme
se jimi tedy zabyvat a misto o vlastni limité¢ ve vlastnim bod¢ budeme hovofit struc¢né jen o
limité. V matematice se budete také podrobn¢ zabyvat tim, jak limity funkci urCovat. Zde se
spokojime s nejjednodussimi piipady, kdy je mozné funkéni predpis vhodné vykratit a poté
bod X, dosadit.

o _ox(x+1) .
3. Priklad: a) im——==limx+1=1lim0+1=1

x—0 X X—0 X—>0
2 p—
b) lim—~ i (BED)(x42) L x42 242
x=2 X°=3X+2  x>2 (X—2)(X—l) -2 X —1 71

4. Derivace funkce: Derivace funkce je matematicky nastroj, ktery umoznuje definovat tecnu
kiivky. Derivaci f'(x) funkce f(x) na mnozing I

rozumime funkci

f(x+h)—f(x)

f'(x)=lim

h—0

(1)

pokud tato limita na celé mnozin€ | existuje. Derivaci
¢t funkce f(x) vbode X, el rozumime Eislo

J)-fix)

\

\

VWAV

f(x,+h)—f(x,)

f'(x,)=1lim 2)
f(x) h—0
o) T w5,
Xo X tedy hodnotu funkce f'(x) v bods x, €.

Jak je vidét z ptipojeného obrazku, derivace funkce v bodé x, udava smérnici piimky t,
kterou miizeme prohlésit za te¢nu grafu funkce.
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5. Derivace nékterych dilezitych funkci na mnozZiné R :

x+h)’ —x 2 2_x? h(2x+h
a) (Xz)'=th:limX F2amxh =X =limg=lim(2x+h)=2x+0=2x
h—0 h h—0 h h—0 h—0
3(x+h) +2(x+h)=3x*> —2x
b) (3x* +2x)'=1lim (x+h) +2(x+h) -
h—0 h
2 2 Ay 2
:lim3x +6xh+3h” +2x+2h—-3x 2X:1i 6xh+3h” +2h ~ lim(6x+ 3h+2) = 6x+ 2
h—0 h h—0 h h—0
c-cC 0
¢) (c)= lim =—— = hmﬁ =0 (derivace konstanty je nula) (3)

Podobné se da dokazat obecné, ze:

(a,x"+a, X" +..+ax +a,)=n-ax""+(n-1)-a, x"*+..+ax (4)
a dale
(c-sinx)=c-cosX; (c-cosXx)=—C-sinx (5

6. Te¢na grafu funkce f (X) v bodé X, je pfimka, ktera prochazi bodem T = [XO, f ] a
mé smérnici f(X,). Derivace f'(x) na mnozing | pak udava zavislost této smérnice na
ménicim se X. Pfi urCovani te¢ny postupujeme vétSinou tak, Ze ur¢ime nejdfive f'(x) a

dosazenim konkrétniho bodu pak f(x,).

7. Priklad: Urcete tecny grafii funkei
a) f(x)=x>+2x vbod& x, =0  b) g(x)=2cosx vbod¢ x, =1r

3
ReSeni: a) f(x)=2x+2; k="f(x)="f(0)=

N—"

’

rovnice tecny t=y=kx+q
t=y=2x+qQ.
T =[x f(x)]=[0:0]et 0=2-0+q = q=0; t=y=2x

b) g(x)=-2sinx; k=g (%, )=g(Z)=-2sinZ=—/3
rovnice te¢ny t=y=-V3Xx+q
T=[2;2cosz]=[2;1]et 1=—32+q = q=1+L7x t=y=—x+1+L7
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Vzhledem k tomu, Ze derivace funkce na mnozing je opét funkce, mizeme ji dale derivovat.
Hovotime pak o derivaci druhé, tfeti, atd. Napf.

f(x)=sinx; f(x)=cosx; f"(x)=—-sinx; ' (x)=-cosx atd.
V dal$im textu vyuzijeme prvni a druhou derivaci funkce

8. Derivace bodové funkce: Proménnou bodové funkce (parametr) zna¢ime vétSinou t a
derivujeme po slozkach, tj. derivaci bodové funkce

v projektivni roviné bude funkce

Je-li tedy napriklad

Q (t) = (3005t;3sint;2t;1)
je

Q' (t)=(-3sint;3cost;2;0)

Pro derivaci slozek bodové funkce jsme pouzili vztahy (3;4;5).

Vsimnéte si, Ze derivaci bodové funkce v projektivnim prostoru je funkce, jejimz oborem
hodnot je mnoZina nevlastnich bodi, tj. derivaci funkce v bod& (at’ jiz vlastnim nebo
nevlastnim) je nevlastni bod. Jeho reprezentanti jsou tedy piimo smeérové vektory tecny
v daném bodé€. V projektivnim prostoru lze uvaZovat zcela analogicky.

Aby ovSem nase uvahy byly korektni, je tfeba, aby derivace f (t); f, (t) poptf. f', (t)

jednak existovaly a dale musi byt alespon jedna z nich nenulova (nebot’ smérovy vektor tecny
nemuze byt nulovy). Je tedy tieba zavést nasledujici pojem:

9. Regularni bod, regularni krivka: bodova funkce

Q) =((:L(t:0)  resp Q)=(1,(0): %, (0): (1))

je vbode T, =(f,(t,); f,(t,);@) resp. T, =(f,(t,); f,(t,): f;(t,); @) regularni n-tého fadu
pravé tehdy, kdyz existuji derivace souradnicovych funkei az do fadu n z nichz alespon jedna
je nenulova. Bod T, nazyvame regularni bod funkce (i kiivky). Funkci, jejimz definicnim
oborem je interval a kterd je v kazdém svém bod¢ regularni, nazveme regularni funkci (nebo
téZ pohybem). Kiivku nazveme regularni prave tehdy, je-1i grafem né&jaké regularni funkce.

10. Te¢na a normala v regularnim bodé k¥ivky: Necht' £ je rovinna resp. prostorova
regulami ~ kfivka  uréend  bodovou  funkei  Q(t)=(f,(t);f,(t);@)  resp.
Q(t)=(f (t); f,(t); fy(t);@).  Pak  teCnou  kiivky k vbodé  vbodé
T,=Q(t)=(f(t): f,(t,);®) resp. T,=Q(t,)=(f (t,); f,(t,); fs(t;);®) rozumime
ptimku, kterd prochazi bodem T, a ma smérovy vektor Q' (t,)=(f",(t,); f',(t,);0) resp.
Q' (t,)=(f"(t,); f'2(t); f 5 (t,);0). Normélou této kivky vbodé T,=Q(t,) rozumime
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libovolnou kolmici k tecné v bodé T, kterd timto bodem prochazi. Tecnu k regularni kiivce
tak lze psat ve tvaru X =Q(t,)+Q'(t,)-t.

Lze ukazat, Ze k dané regularni kiivce existuje v daném bod¢ jedina te¢na. Kazda kiivka ma
ovSem nekonecné mnoho normal — normalou je kazda ptimka, kterd prochazi bodem T, a lezi

v roviné kolmé k tec¢né.

11. Priklad: Urc¢eme smérovy vektor teCny nasledujicich kiivek v danych bodech
a) K(t)=(rcost;rsint;0;1) te <0;27z) vbodé T, =K(t,)
b) E(t)=(acost;bsint;0;1) te <0;27r) v bodé T, = E(t,)
o) P(t)=(t;t*;0:1)
d) S(t)=(rcost;rsint;v,t;1); te <0;2k 7);keN, vbodé T,=S(t,)
Poznamka: v piipadech a) b) c) se jedna o kruznici elipsu a parabolu (tyto kiivky zndme ze
stiedni Skoly), v ptipad¢ d) jde o cylindrickou Sroubovici, kterou se budeme zabyvat dale.
ReSeni:
a) K'(t) =(-rsint;rcost;0;0) K'(t))=(-rsint,;rcosty;0;0)
b) E'(t)=(-asint;bcost;0;0) E'(t,)=(-asint,;bcost,;0;0)
¢) P'(t)=(1;2t;0;0) P'(t,)=(1;2t,;0;0)
d) S'(t)=(-rsint;rcost;v,;0) S'(t,)=(-rsinty;rcosty;v,;0)

V syst¢tmu Rhinoceros jsou smérové vektory tecen kiivky
v aktudlnim bod¢ pfistupné z menu Analyza/Smér, konstrukce
teCny ke kiivce pak z menu Krivka/Usecka.

4. 4 Krivost a oskulaéni Kruznice

Na stedni Skole se uvadi pojem oskulacni kruznice kuzelosecek jako kruznice, ktera ,,co
nejlépe nahrazuje* danou kuzeloseCku ve vrcholech. Nespecifikuje se ovSem, co to znamena,
a ani syntetické konstrukce, které se uvadéji, se nijak nezdiivodnuji. Nyni se o to pokusime.

Oskulaéni kruznice kiivky v bodé

, je kruznice, kterd se v daném
o' bodé kiivky dotyka (. ma sni
spole€nou te¢nu) a navic ma

o'W

@(h) Q’(t th)— 0 ) ,»vhodny* polomér — ma stejnou
) h f+h kfivost.
Q'(tth) 1. Ktivost (flexe), polomér

krivosti, oskula¢ni KruZnice,
hlavni normala: Uvazujme dva
body t; t+h regularni kiivky
Q(t) a oznatme ¢(h) velikost
Ghlu, ktery sviraji smérové vektory Q'(t); Q'(t+h) teten kiivky Q(t) v bodech t; t+h.

Pro ,,velmi malé“ h bude tento Ghel tim vétsi, ¢im vice se bude kiivka Q(t) L1181t od své

-----
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nazyvame proto kiivosti kiivky Q (t) v bodé t. Lze dokdzat, Ze kiivost kiivky Q (t) v bodé t
je rovna
o)
3
(1)

Oskulacni kruznice tedy existuji ve vSech bodech, které jsou regularni 2. fadu, a to nejen pro
ktivky rovinné, ale i prostorové. V ,,prostorovych® ptipadech je ovSem problémem uz to, ve
které roviné oskula¢ni kruznice vlastné sestrojovat.

Oskulaéni kruznici budeme ziejmé sestrojovat v rovin¢, ve které lezi vektory Q '(t) ;
Q'(t+h), tedy vektor Q' (t+h)—Q'(t), resp, jeho limitni piipad

(1)

mQ'(t+hr2—Q'(t) o ()

h—0

Rovinu

o=Q(t,)+Q'(t, )u+Q"(t,)v

tedy nazgvame oskulaéni rovinou kfivky vbodé T,=Q(t,). Kruznici K(t), kterd leZi
v oskula¢ni roviné kfivky Q(t), dotyka se této kiivky vbod& t, ma polomér r=x"' a
s polopfimkou X =T, +Q"(T,)-t; t>0 ma dva spole¢né body, nazyvime oskula¢ni
kruznici kiivky Q(t) vbodé t. Stfed této kruZnice leZi na normale kiivky, ktera leZi

v oskula¢ni roving, nazyvame ji hlavni normalou k¥ivky.

2. Vrcholy regularni krivky: Kfivost v (proménném) bod€ t dle vyrazu (1) je funkci
parametru t. Extrémy této funkce detekuji body, ve kterych ma dand kiivka nejvétsi resp.
nejmensi kiivost. Tyto body nazyvame vrcholy krivky. Oskula¢ni kruZnice ve vrcholech
ktivky nazyvame specialné hyperoskulaénymi kruZnicemi.

3. Priklad: Vypoctéme stfedy a poloméry hyperoskulac¢nich kruznic kruznice, elipsy a
paraboly
ReSeni: a)  K(t)=(rcost;rsint;0;1) te(0;27); K'(t)=(-rsint;rcost;0;0)

K" (t) =(-r cost;—rsint;0;0)

i ik
K'(t)xK"(t)=|-rsint rcost Of=r’-k= (0;0; rz)
—rcost —rsint 0
1K:|K'(t)xK"(t)| r? rr 1

|K ’(t)|3 |(—r sint;rcost;o)|3 r*or

Polomér oskulaéni kruznice kruznice je tedy r a kruznice je sama sob¢ kruznici oskulacni.
Vsimnéte si, ze
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K'(t)-K"(t)=(-rsint;rcost;0)-(—rcost;—rsint;0) =0

tedy K '(t) 1K "(t) , takZe vektor K "(t) je v tomto ptipadé€ pifimo vektorem hlavni normaly.
b) E(t)=(acost;bsint;0;1) te(0;27); E'(t) - viz pf. 4
i i Kk
E"(t) =(—acost;—bsint;0;0); E'(t)x E"(t) =|-asint bcost 0|=ab-k=(0;0;ab)
—acost —bsint 0

‘E'(t)x E"(t)‘ ab ab (\/a2 sin’ t + b? coszt)3

k= 3 3T s=I=
B [Casintbeosto] (JaTamtmeort) >

G V hlavnim resp. vedlejsim vrcholu (tj. pfi této
parametrizaci pro t =0 resp. t =%) je

3
(\/a2 sin” 0+ b* cos® 0) b b

rA: =—=—
ab ab a
2 2 2 2 3
& (\/a sin” Z +b” cos %) 3 a
S rC: =
ab ab b

Y

I zde snadno zjistime, ze E'(t)-E"(t)=0, vektor E"(1) je tedy smérovym vektorem hlavni

normaly. Tim jsou zdivodnény konstrukce oskula¢nich kruznic elipsy, které zname ze sttedni
Skoly — ilustrujme pro hlavni vrchol:

ABSD ~ AGBO (uu)
r b b?
=r=—

a a

¢) PO =(tt:0;1); teR;  P'(0)=(120,0);  P'(®)=(0:20;0)

ik
P'(t)xP"(t)=[1 2t 0[=2-k=(0;0;2)
020
3
|P'(t)XP"(t)| o) 2 (\/1+4t2)

= = =>r=

P |s2s0) (mf 2

K=

Pro vrchol paraboly (tedy pro t=0), je r=1, coz je rovnéz v souladu s nasi predchozi

zkuSenosti (parametr této paraboly je totiz p=1)

V systému Rhinoceros je mozné sestrojit oskulacni kruznice kiivek, a to z menu
Analyza/Hlavni kfivosti. Piikaz jednak umozZni sestrojit oskulaéni kruZnici a jednak vypise
soufadnice jejtho stiedu a polomér. Rovnéz je mozné zapnout graf kiivosti -
Analyza/Krivka/Zapnout graf kiivosti.
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Na  pfipojeném  obrazku si mizeme
prohlédnout oskulaéni kruznice v nékolika
bodech hyperboly (prava vétev). Jejich
zmenSujici se polomér signalizuje stoupajici
ktivost kiivky tak, jak je vidét na zapnutém
grafu kiivosti levé vétve. Délky usecek grafu
ktivosti jsou funkéni hodnoty funkce (1)

3. Priklad: Vypoctéme kiivost a polomér
/ oskulaéni kruZnice Sroubovice v libovolném

bod¢.
ReSeni: S(t)=(rcost;rsint;v,t;1);
te(0;2k7);keN;
S (t) = (—r sint;r cost;VO;O) ; S "(t) = (—r cost;—r sint;O;O)
i j k

S'(t)xS"(t)=|-rsint rcost v,|=i-rv,sint—j-rv,cost+k-r*=r(v,sint;—v, cost;r)
—rcost —rsint 0

K:|S'(t)x8"(t)|_|r(vosint;—v0cost;r)| ~ r\/m _r :R:v§+r2

|S'(t)|3 |(—rsint;rc0st;v0;0)|3 _( e )3 v r

kde jsme polomér oskulaéni kruznice pro odliSeni oznacili
R. VSimnéte si, ze kifivost Sroubovice tedy ani polomér
oskula¢ni kruznice nijak nezavisi na parametru t, kiivost
Sroubovice a polomér oskulaénich kruznic je tedy pro celou
Sroubovici konstantni. Muzeme se o tom piesvedCit
v Rhinoceros pomoci grafu ktivosti tak, jak je znadzornéno na
piipojeném obrazku.

Porovname-li polomér oskulacni kruznice Sroubovice
s vysledkem ptikladu 2b), zjistime, Ze jsme obdrzeli polomér
oskulaéni kruznice elipsy shlavni poloosou v, +r’ a

vedlejsi poloosou r. Tento vysledek vyuZzijeme pozdéji pii
konstrukci oskulacnich kruznic Sroubovice.

4. 5 Analytické vyjadreni plochy

V tomto textu se budeme zabyvat jen analytickymi plochami, tj. plochami, v nichZ mizeme
matematicky popsat vztahy mezi soufadnicemi bodii na ploSe. Z matematiky tii zpusoby
analytického vyjadiovani ploch:

1. Plocha jako graf funkce: V matematice se seznamite s pojem funkce dvou redlnych
proménnych jako se zobrazenim f:D — R, kde D cR” je defini¢ni obor funkce. Grafem
takové funkce rozumime mnozinu

G(f)={[x;y;z]eE2‘z=f(x;y)}. (1)
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Grafem funkce je velmi ¢asto plocha (napt. grafy funkci /1-x>—y*; e XY ) €1 vice ploch

(napt. (x+y) ; In|x+y—1|). V geometrii se prom&nné parametry velmi &asto znaci u;V

2. Parametrické vyjadreni plochy: Jedna se o zadani plochy pomoci soustavy tii rovnic
v nichz je soufadnice kazdého bodu kiivky zapsana jako funkce dvou redlnych proménnych
(parametrlt),

)
u,v); [uv]el ()

kde I je souvisla podmnozina R’. Tyto rovnice nazyvame rovnice parametrické. Naptiklad
soustava
X=2-cosUcosV
y=2-sinucosV ; [u;v]e<0;27z)x<—%;%> 3)
Z=2-sinV

piedstavuje parametrické rovnice kulové plochy.

Plochu, ktera je zadana ptedpisem (1), miZeme v piipadé potieby parametrizovat velmi
snadno, a to pfedpisem

z=f(u,v)

3. Obecna rovnice plochy: Upravime-li soustavu (2) na jedinou rovnici tak, ze se v ni
nebudou parametry vyskytovat, dostaneme rovnici obecnou. Tomuto postupu fikame
vylouceni parametru. Upravime-li naopak obecnou rovnici na rovnici o jedné neznamé
pomoci substituce tak, Ze tato rovnice pirejde v rovnost, je tato substituce parametrickymi
rovnicemi téze plochy. Tomuto postupu fikdme parametrizace. Napiiklad rovnice
X*+y>*+2°=4 je obecna rovnice kulové plochy s parametrickym vyjadfenim (3).
Parametrizace je vétSinou dosti obtizna a vyzaduje jistou zrunost a ,,matematickou
predvidavost“. Nasledujici pfiklad tedy chapejme jako ilustrativni.

4. Priklad: Parametrizujme obecnou rovnici

X2 y2 ZZ X2 y2 Z2
a) X2+y2—Z:O b) ?+b—2+—2:1 C) _2+b_2_c_2:1

Pozn.: rovnice a) je rovnici eliptického paraboloidu, rovnice b) elipsoidu a rovnice c)
jednodilného hyperboloidu. Témto plochdm se budete vénovat také v matematice.

Reseni: a) Polozme X =Vcosu; y=Vsinu; z=V> a dosadme do obecné rovnice. Obdrzime:
vcos’u+Vvisin®u—v:i =0

coz je rovnice, kterd plati pro kazdé u,v e R . Rovnice

X=Vcosu
y =vVsinu
7=V’
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jsou tedy hledané parametrické rovnice paraboloidu. Vzhledem k periodicité sinu a kosinu Ize
defini¢ni obor zizitna U € <O;27r) ;VeR.

b) Polozime-li X=a-cosu-cosvV; y=Db-sinu-cosv z=c-sinv a dosadime do obecné
rovnice, obdrzime
2 . 2 . 2
(a-cosu-cosv)  (b-sinu-cosv) (c-sinv)
+ +
a’ b? ¢’
2 2 2 2 s 2

Cos"U-cos"V+sin~U-cos”V+sin“v=1
(cos2 U +sin’ u)-cos2 V+sin®v=1

coz je opét rovnice, kterd plati pro kazdé u,v € R . Parametrické rovnice elipsoidu tedy jsou
X=a-cosU-cosV
y=Db-sinu-cosv 4)
Z=C-sinVv
Vzhledem k periodicité sinu a kosinu 1ze defini¢ni obor opét zizit, tentokrat na intervaly
ue(0;27); ve <—%;£> .
¢) Vyuzijeme piikladu 4c¢ kpt. 3. 2 polozime
X=a-cos  VcosU
y=Db-cos™ vsinu U€<0;27Z); ve(-%:%); (5)
Z=C-tgv

Dosazenim do obecné rovnice pak skuteéné obdrzime

a’-cos’U b’-sinu c¢’sin’u  cos’u sin’u  sin’v 1-sin’v  cos’Vv
2 VDY 2., A2 2, SV 2., 2, 2, 2, 1

a‘cos’Vv  b°cos°v C'cosV cos°V cos"V cos"V  cosV  Cos V
Parametrizaci téze plochy samoziejmé existuje vic. Dosadime-li do obecné rovnice
jednodilného hyperboloidu napf.

x=a-(cosv—Uusinv)

y=b-(sinv+ucosv) ueR;ve(0;27) (6)

Z=C-U

dostaneme rovnéz

. 2 . 2
a’-(cosv-usinv)  b*(sinv+ucosv) cu?
—+ — =
a’ b* c’

=cos’V—2ucosVvsinV+ u*sin’* v+sin’* v+ 2usinvcosv+u’cos’v—u’ =1

takze také rovnice (6) jsou parametrickymi rovnicemi naseho hyperboloidu. Jednodilny
hyperboloid si miiZzeme prohlédnout na pfipojeném obrazku. Vlevo je parametrizace (5),
vpravo (6). Tyto obrazky nas ptivadéji k dalSimu dialezitému pojmu a tim jsou kiivky na
plose.
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5. KFrivky na plose: Kiivkou na plose rozumime
libovolnou kiivku, kterd je podmnozinou
) T o uvazované plochy. Velmi dulezitymi kiivkami
“z, ViR na plochach vyjadienych parametricky jsou tzv.
AT D izoparametrické  kfivky.  Izoparametricka
krivka  je  kiivka, kterou obdrzime
z parametrického vyjadfeni plochy tim, Ze
parametr V resp. U povazujeme za konstantu, tj.
ze polozime v=V, resp. U=U,. Je-i v=y,
hovofime o u-kifivkce, je-li U=u,, hovofime o
v-kiivce. Vyjadfeni izokfivek zavisi na
parametrizaci plochy. U-kiivkami jednodilného
hyperboloidu parametrizovaného rovnicemi (5)
jsou kiivky

X:(a-cos*1 Vo)cosu =, cosU
y:(b-cosflvo)sinu:czsinu; ue(-%;%); ve(0;27)
z =C-tgv,

tedy elipsy, Vv -kiivkami pak
X=a-cos " VcosU, = (a~cosu0)-cos‘1 V=c,-cos 'V
y=b-cos ' vsinu, =(b-sinu,)-cos'v=c,-cos'v ue(-%;%); ve(0;2r)
z =C-tgVv

tedy hyperboly. Pfi parametrizaci (6) jsou U -kiivkami pfimky a v -kfivkami elipsy.

Na pfipojeném obrazku vidime kulovou plochu sestrojenou v systému Rhinoceros. U -
ktivkami 1 v-kfivkami jsou kruznice. PocCet zobrazenych u -kiivek a v-kiivek oznacené
plochy urcujeme v okné Vlastnosti/objekt/hustota izocar.
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4. 6 Tecna rovina a normala plochy

K analytickému popisu ploch se misto parametrickych rovnic opét ¢asto pouzivaji bodové
funkce, tentokrat funkce dvou proménnych.

1. Bodova funkce dvou proménnych: Bodovou funkci dvou realnych proménnych
v euklidovském (projektivnim) prostoru rozumime zobrazeni f: D — E’ (f:D — _E’), kde

D c R? je definiéni obor funkce. Proménné u;Vv této funkce nazyvame parametry. Hodnotou
bodové funkee pro [u;v]e D < R? je bod

Q(u;v)=[ f,(u;v); f, (u;v); £, (u;v) | e EX
resp. Q(u;v):(k- f(usv)ske £, (usv)ske f3(u;v);k-a))eooE3 (2)
Kazda usporadana dvojice [u;v] hodnot parametrl jednoznaéné urcuje bod Q(u;v). Vlastni

bod Q(u;v)e ,E’ budeme vétsinou reprezentovat euklidovskym reprezentantem Q(u;v),

takze misto (2) budeme psat

Q(uv)=(f, (usv): £, (usv): f, (usv):1)
Obor hodnot bodové funkee (tj. mnozinu bodd, které jsou obrazem n&jakého [u;v]e D < R?)

budeme nazyvat grafem bodové funkce

Lze ukazat, ze pokud je definiénim oborem souvisla podmnozina R*) a viechny funkce
fi(usv); f, (u;v); £ (usv) - tzv. soufadnicové funkce - jsou spojité, pak grafem bodové

funkce je plocha v prostoru _ E*. Rikame pak, Ze plocha je uréena bodovou funkci.

2. Priklad: Parametrickymi rovnicemi

X=2-cosU-cosV
y=2-sinU-cosV; U e<0;27z); Ve<—§;%>
Z=2-sinV

je urcena kulova plocha. PiepiSeme-li je do tvaru
K (u;v)=(2cosucosv; 2sinucosv; 2sinv; 1),

dostavame bodovou funkei pro kulovou plochu.
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Z cisté formalniho pohledu tedy bodovou funkci dostaneme z parametrickych rovnic plochy
jejich ,prepisem® do jednoho tadku. To opét Casto usnadni vyjadiovani.

Nyni budeme sméfovat k pojmu te¢na plochy, te€na rovina a normaéla. K tomu je tieba
ponékud zobecnit pojem derivace.

3. Derivace funkce dvou proménnych: pocitame analogicky jako derivaci funkce jedné
proménné s tim, Ze podle jedné promeénné derivujeme, druhou povazujeme za konstantu.

Hovofime pak o parcidlni derivaci funkce f(u;v) podle proménné u (proménna v je zde
povazovana za konstantu), znaéime f,'(u;v) a o parcialni derivaci funkce f (u;v) podle
proménné V (proménnd U je zde povazovana za konstantu), znacime f, '(u;v) . Bodové
funkce ploch pak (podobné jako bodové funkce kiivek) derivujeme po slozkéach.

4. Priklad: Urceme parcialni derivace bodovych funkci

a) K (u;v)=(vcosu;vsinu;2v;l)

b) L(u;v)=(2cosucosv; 2sinucosv; 2sinv; 1)

ReSeni:

a) K, '(u;v) =(-vsinu;veosu;0;0); K, '(u;v) =(cosu;sinu;2;0)

b)  L'(uv)

L, '(u;v) =(-2cosusinv; -2sinusinv; 2cosv; 0)

(—25inUcosV; 2cosUcosV; 0; O)

5. Tecna a te¢na rovina plochy, regularni bod, regularni plocha: Podobn¢ jako u kiivek 1
u ploch technickd praxe vétSinou pozaduje ,hladkost”, tj. v pfipadé ploch alespon
diferencovatelnost souradnicovych funkei. V ptipadé¢ ploch tyto pozadavky ,,zakézi“ na plose

Hhroty (vrcholy) a hrany. Derivace Q' (u;v) urcuje smérovy vektor tecny V-kiivky
Q(uy;V), derivace Q',(u;Vv) uréuje smérovy vektor teény u-kiivky Q(u;V,). Bod (Uy;V,).

ve kterém oba tyto vektory existuji a jsou linearné nezavislé, nazyvame regularnim bodem.
Bod, ktery neni regularni, nazyvame singularni. Plochu, jejiz vSechny body jsou regularni,
nazyvame regularni plochou.

Teénu u -kiivky resp Vv -kfivky v regularnim bod& T, =Q (u,;V, ) lze psat ve tvaru
T, (U)=Q (U Ve ) +Q'y (UpsVy)-u  resp. T, (V)=Q(upsvy)+Q" (UpsVy)-v  u;veR
a diky predpokladané linearni nezavislosti tecnych vektori je rovnici

=X =Q(Uy;Vy )+ Q" (UgsVy )-U+Q", (UpsVy )V UveR
ur¢ena rovina, kterou nazyvame te¢nou rovinou plochy v bod¢ T, = Q(UO;VO). Vektorovy
soucin

N (uo;vo) =Q', (uo;VO)Xvi (uo;vo)

je, jak znamo, vektor kolmy na tetné vektory Q', (Uy;V,) Q' (Uy;V, ), je to tedy normalovy
vektor roviny 7, kterd se plochy dotyka v bod¢ (uo;vo). Tento vektor nazyvame normalovy

vektor plochy v bodg (u,;V, ). Normala plochy v bod& T, =Q(u,;V, ) je pak tvaru
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X =Q(Ug;Vy )+ N (U5, )t

6. Priklad: Urceme tecné roviny a normaly ploch K (u;v); L(u;v) z ptikladu 4, a to v bod¢

Q(0;0).

ReSeni: a) Pro Q(0;0) je (viz pt. 4 a)

K, '(0;0)=(-0-sin0;0-cos0;0;0)=(0;0;0;0);  K,'(0;0)=(cos0;sin0;2;0)=(1;0;2;0)
Protoze K,'(0;0)=0-K,'(0;0), jsou KK, linearng zavislé, bod Q(0;0) plochy K tedy
neni regularni. Plocha zde nema tec¢nou rovinu, nemiize zde tedy mit ani normalu.

b) Pro Q(0;0) je (viz pt. 4 b)
L, '(0;0) =(-2sin0cos0; 2cos0cos0; 0; 0)=(0; 2; 0; 0)
L, '(0;0) =(-2cos0sin0; —2sin0sin0; 2cos0; 0)=(0;0;2;0)

Tecnd rovina je tedy

X =K (0;0)+ K", (0;0)u+K", (0;0)v==(2;0;0;1)+(0;2;0;0)u+(0;0;2;0)v = (2;2u;2v;1)
a smerovy vektor normaly:
ijk
N (0;0)=Q",(0;0)xQ",(0;0)=[0 2 0|=
002
=4i=(4,0;0;0)

a normala tedy je

X =Q(Ug;Vy )+ N (Upsvy )t =
=(2;0;0;1)+(4;0;0;0)t = (2 +4t;0;0;1)

V syst¢tmu Rhinoceros je zobrazeni
normdl v jednotlivych bodech plochy
pfistupné zmenu Analyza/Smér. Na
aktualni pozici kurzoru se rovnéz zobrazuji
te¢né vektory prislusnych izocar.

4. 7 K¥ivosti plochy

1. K¥ivosti na plose: Analyticky popis kiivosti ploch piesahuje rdmec tohoto textu, proto jen
objasnime jejich geometricky vyznam. Normélou N (uy;Vv,) plochy Q(u;v) v jejim
regularnim bod& Q(u,;V,) proloZme libovolnou rovinu v . Ta protne plochu v kiivee K (t).
Oznatme K'(t,) smérovy vektor tecny kiivky K (t) vbod& Q(uy;V,)=K(t,). Kfivost &
kiivky K (t) v tomto bod& nazyvame normalovou k¥ivesti plochy Q(u;v) v bodé Q(u,;V,)
a sméru K '(to). Normalova kiivost zavisi obecné na zvoleném sméru. Pro kazdy reguldrni
bod plochy existuje smér K' ., ve kterém je normalova kfivost x,,, nejmensi, a smér K' .,

min ?

ve kterém je kiivost x, naopak nejvétsi. Tyto sméry nazyvame hlavni sméry a piislusné
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ktivosti hlavni k¥ivosti plochy v bodé
Q(uy;V,). Na pripojeném obrazku jsou
kiivky s minimalni resp. maximalni kfivosti
v bodé Q(u,;V,) oznaceny K, resp. K. .
Dale je definovana stfedni krivost jako
aritmeticky pramér hlavnich kiivosti, tj.
K = 2Ky + K ) @ kFivost Gaussova, jako

soucin hlavnich kfivosti, tj. x5 =« -k

min *

2. Elipticky, parabolicky a hyperbolicky
bod: Bod P plochy nazyvame

a) elipticky  b) parabolicky c¢) hyperbolicky
pravé tehdy, kdyZ existuje jeho okoli O, (P) tak, Ze
te¢na rovina 7 v bod¢ P

a) vtomto okoli neprochdzi jiz Zddnym dal$im

bodem plochy
b) vtomto okoli ma splochou spole¢nou
ktivku

c) vtomto okoli méa splochou spolecné dvé
ruzné kiivky, které se protinaji v bod¢ P

Na piipojeném obrazku je bod 1 elipticky, bod 2
parabolicky a bod 3 hyperbplicky. Pokud na plose
lezi body eliptické i1 hyperbolické, pak tam lezi i
body parabolické.

3. Krivosti v Rhinoceros: Analyza kiivosti plochy je v syst¢ému Rhinoceros pfistupna
zmenu Analyza/Plocha/Analyza krivesti. Kitivost plochy v jednotlivych bodech je
vizualizovana barevnou Skalou. Kfivost, kterou chceme vizualizovat, vybirame v rolet¢ Styl.
Volba Min. polomér resp. Max polomér vizualizuje velikost polomérti oskula¢nich kruznic
v hlavnich smérech, volba Stiredni resp. Gaussova pak stiedni resp. Gaussovu kiivost. Zde je
tteba si uvédomit, Ze poloméry oskulac¢nich kruznic jsou nepfimo imérné kiivostem, tj. ¢im
vEtsi polomér, tim mensi kiivost a naopak.

| Kirvost R

Styl
Min. palomér 'l

Rozsah kfivosti

P[= 362523542

[0 5573451822
Max. rozsah |

¥ Zobrazit izo&any
Nastavit sit
Pfidat objefty

Odsbrat objekty

x
I Mazx. poloméEr 'l

Rozsah kfivosti

P 2285 0256584
||

oo
Max. rozsah |

¥ Zobrazit izoary
Nastavit sit
Pfidat objefty

Odebrat objekty
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 Krivost R

Syl

 Krivost R

Syl

Rozsah kfivosti Rozsah kfivosti

Wiz W oovizzes

B e

_ Atoroman_|
Max. rozsah Max. rozsah

¥ Zobrazit izoary ¥ Zobrazit izoary
Nastavit sit’ Nastavit sit
Fridat objehkty Fridat objekty

Odebrat objeldy Odebrat objeldy

4. 8 Grafické algoritmy konstrukce ploch

1. Konstrukce pomoci kFivek: Nejjednodussi algoritmy sestrojuji plochy z=f(x;y) a
plochy zadané parametrickymi rovnicemi resp. bodovou funkci
Q(u;v) = [ fi(usv); £, (usv); f, (u;v)] € E’ pomoci dvou osnov kiivek. V prvnim piipadé se
jednd o prostorové kiivky z=f(c;y); z=f(xc,), které predstavuji fezy plochy
z=f(x;y) rovinami X=c,; resp. y=¢,. Ve druhém piipadé se jedna o kiivky Q(uy;V);
Q(u;v,), coz jsou u-kiivky resp. v-kiivky plochy Q(u;v). Tyto algoritmy jsou sice
jednoduché, vétsinou vsak neposkytuji ptilis dobré vystupy. Neposkytuji rovnéz navod na
sestrojovani ploch zadanych obecnymi rovnicemi f (X; Y; Z) =0.

2. ReSeni viditelnosti: Podstatného zlepseni vzhledu sestrojovanych ploch Ize docilit fesenim
viditelnosti. Algorotmu feSicich viditelnost je cela fada. Jeden z nejrozSifenéjSich je tzv.
maliftv algoritmus (Painter's algorithm, Priority list). Princip spociva v rozdéleni plochy na
malé segmenty a v jejich pfimém vykreslovani na vystupni zafizeni, ato v pofadi od
nejvzdalenéjSich po nejblizs§i vzhledem k pozorovateli. Blizsi plochy piekryji vzdalenéjsi
a viditelnost je tak vyfeSena pfirozenym zpusobem. Na pfipojeném obrazku vidime t graf
funkce z=e X +O,4-cos2(X2+y2) sestrojeny pomoci kiivek (vlevo) a s viditelnosti

(vpravo).
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“‘\\:\\\\‘:3‘“/;’:""'"0\ \
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3. Plochy zadané rovnici f(x; y;z):O: Konstrukci plochy po malych segmentech

s vyfeSenou viditelnosti je mozno pouzit jiz i1 k sestrojovani ploch danych obecnou rovnici.
Zakladni princip je analogicky dvojormémému piipadu, tj. vykreslovani kiivek tvaru
f (X; y) =0 pomoci pixela (viz kapitolu 9. 2.). Konstrukce v prostorovém piipad¢ spociva

78



4 Analvtické kiivky a plochy UM FSI VUT v Brné Studijni text

v rozdéleni prostoru na krychlové elementy (voxely) a testovani znamének funkce
W= f(X; y;z) v jejich  vrcholech. Jsou-li vSechna

znaménka stejnd, plocha krychli neprotind. Jestlize se
lisi, plocha krychli protind a ptislusny(¢) segment(y) je
tteba sestrojit. Na rozdil od dvojrozmérného ptipadu
vSak nesestrojujeme celou krychli, ale je tfeba rozlisit
celkem 127 ptipadii, jak mlze plocha krychli protinat.
Na piipojeném obrazku je znazornén piipad, kdy byla
zaporna znaménka zjisténa ve vrcholech C;C';D' a
kladnd ve =zbyvajicich (popf. naopak). V téchto
pfipadech je tfeba sestrojit celkem tfi trojihelnikové
segmenty.

4. Vlastni stin: Dalsim krokem ke zlepSeni vzhledu zobrazovaného objektu je stinovani.
Reédlné predméty jsou vyrobeny zrizného materidlu a jejich povrchy maji rizny vzhled.
Hovotime-li o vzhledu povrchu, fikame, Ze je Cerveny, leskly, drsny, pruhledny atd. Tyto
vlastnosti se vztahuji vesmés k optickym vlastnostem povrchu, popt. celého télesa.
Dopadne-li svétlo na povrch télesa, je
\ casteCn¢ pohlceno a casteCné odrazeno.
Ptedpoklddejme nejjednodussi ptipad,
kdy je téleso primo osvétleno jednim
ploSnym zdrojem bilého svétla.
Pokud by realné rovinné optické rozhrani
melo mikroskopicky dokonale hladky
(zrcadlovy) povrch, pak by opticky odraz
a lom zachovaval rovnobéznost. Jinymi
slovy - pokud by na takové rozhrani
dopadal rovnobézny svazek paprski, pak
by odrazeny i lomeny svazek byl opét rovnobézny (viz pfipojeny obrazek vlevo).

Dokonale hladky povrch vSak Zzadny redlny pfemét nemd. Neni-li povrch dokonale hladky,
pak normadly tohoto povrchu maji rizny smér, rizné sméry maji tedy 1 odrazené a lomené
paprsky. Dochézi k tzv. difuzi tak, jak naznacuje situace vpravo. Vlastnosti odraZzeného i
lomeného svazku lze popsat jen velmi pfiblizn€. Funkci, ktera se tento charakter snazi popsat,
nazyvadme odrazovou resp. lomovou funkci. Aplikaci této funkce v konkrétni situaci pak
nazyvame osvétlovacim modelem.

. V nejjednodussim piipadé, kdy povrch poklddame za
dokonale difuzni, je svétlo rozptylovano rovnomérné do
vSech smérti nezéavisle na sméru jeho dopadu. Intenzita
LY svétla, kterou z daného segmentu vnima pozorovatel, je tak
pfimo umérna intenzité, ktera na segment dopada.
¢ Dopadajici intenzita je imérnd primétu segmentu do roviny
kolmé ke sméru svétla, je tedy zavisld na kosinu thlu «,
ktery svird normala n segmentu ABC se smérem s
dopadajiciho svétla. Jsou-li tedy R;G;B barevné slozky
pln¢ osvétleného segmentu, je tfeba segment obarvit

slozkami
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(R;G;B)-cos(7—a)=—(R;G;B)-cosa, kde cosa:i; n=ABxAC.

[mls

Jestlize je rovinnymi segmenty platovana
obecna plocha a cely segment je obarven
toutéz barvou (tzv. metoda konstantniho
stinovani), pak tato metoda zduraziuje
,hrany*, které plocha ve skutecnosti nema (viz
ptipojeny obrazek vlevo). Tomu se dé& predejit
bud® interpolaci  normalovych  vektori
(Phongovo stinovani) nebo interpolaci barvy
(Gouraudovo stinovani). Tyto metody do
zna¢né miry nezadouci hrany zahlazuji - viz
obrazek vpravo.

5. NanaSeni textur: Povrch redlnych predmétt
ma malokdy konstantni barvu. Rliznobarevnost
plochy vyjadiime nejlépe nanesnim textury.
Texturou je obraz, skladajici se z pixeli.
Plocha musi byt rozdélena na prostorové
segmenty, které odpovidaji jednotlivym
pixelim textury. Barvu kazdého pixelu textury
pak pfeneseme na sestrojovanou plochu
pomoci tzv. mapovaci funkce tak, jak
naznacuje piipojeny obrazek.

mapovaci funkee

6. Vrzeny stin: Krom¢ vlastniho stinu, ktery
fhtehd piit vznikd v disledku riizného 1hlu normal
L segmenti  plochy adopadajiciho  svétla,
existuje stin vrzeny. Nachazi-li se téleso mezi
zdrojem svétla a zbytkem scény, pak tuto Cast
scény zastini. ReSeni vrzenych stinii mize byt
dosti komplikované¢ (téleso milize napf.
zastinovat 1cast sebe sama). Uved'me
nejjednodussi piipad, kdy téleso osvétlené
jednim bodovym zdrojem vrhd stin na
vodorovné pozadi. V tom piipadé ziskdme
vrzeny stim jako rovnobézny popt. stiedovy
prumét (v ptipadé plosného resp. bodového
svételného zdroje) zobrazovaného objektu na
tuto podlozku. Primét (stin) pak sestrojime
pfiméfenym ztmavenim piisluSnych bodi
podlozky. Podobné jako na piipojeném obrazku lze zapocitat napi. Gbytek svétla s rostouci
vzdalenosti apod.

7. Phonguv osvétlovaci model: Nejjednodussi osvétlovaci model, ktery bere v vahu
zrcadlovou 1 difuzni slozku svétla, navrhl vr. 1977 Bui-Tuong Phong. Jedna se o model
empiricky, tj. model, ktery nepopisuje slozité chovani svétla na nerovném povrchu fyzikalnég,
ale napodobuje ho jednoduchymi funkcemi na zéklad¢ pozorovani. K vypoctu osvétleni bodu
P plochy na pfipojeném obrazku budeme potiebovat vektory s (smér dopadajiciho svétla), n
(normdlu), p (smér pozorovatele), které v okamziku vypoctu modelu zname, a r (smér
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odrazeného paprsku), ktery spocitame pomoci vektori s;n. Pro
jednoduchost predpokladejme, ze vektory s;m;r;p  jsou
normalizované, tj. ze jejich velikost je rovna jedné. Za tohoto
ptedpokladu je |PC|=cosa a ||m||=2|PC|=2cosa. Protoze
m =||m||-n, dostavame po dosazeni zpifedchoziho vztahu

m=(2cosa)-n. Protoze viak m=r-s, je r—s=(2cosa)-n,

odkud dostavame r =(2cosa)-n+s. Koneéné je cosa =—(s;n),

takZze smér odrazeného paprsku je r = s—2-(s;n). Celkovou intenzitu | osvétleni bodu P
pak spocitame jako soucet
L=1,+Z(1, +1p)

kde I, je intenzita rozptyleného (ambientniho) svétla, I,, je intenzita zrcadlové a |, difuzni

slozky svétla. Rozptylené svétlo se pocita jen jednou, zrcadlovou a difuzni slozku je tieba
pfipadné secist pres vice svételnych zdrojii. Pro danou plochu je tfeba stanovit koeficienty
zrcadlového a difuzniho odrazu c,,;Cy,podle toho, nakolik m4 byt plocha ,zrcadlova® a

nakolik ,,matnd®, pfi¢emz by mélo platit c,, +C, =1. Intenzita piispévku kazdého zdroje se
pak stanovi jako

Ly + 15 =1 [CM (r5p)" + ¢ -(s;n)]

kde I je uzivatelem definovana intenzita zdroje a h je tzv. ostrost zrcadlového odrazu - dalsi
empiricky parametr, ktery definuje ,,smérovost™ odrazené¢ho svétla.

8. Sledovani paprsku: Vsechny vyse uvedené metody predpokladaji, Ze zobrazované objekty
se neovliviiuji. V realném svété tak tomu vSak neni. Metoda sledovani paprsku patii mezi tzv.
globalni metody, tj. metody, které se snazi postihnout svételné jevy komplexné. Bodem, ve
kterém se nachazi pozorovatel, a kazdym pixelem vystupniho okna je urcen svételny paprsek,
ktery posSleme do scény a sledujeme rekurzivni procedurou. Jestlize nedopadne na Zadny
objekt ve scéné, je pixelu pfifazena barva pozadi a zpracovava se dalsi bod. Pfi dopadu na
objekt se v bod¢ dopadu testuje, zda je bod pfimo osvétlen nékterymi svételnymi zdroji.
Pokud ano, pfi¢teme jejich ptispévky dle pouzitého osvétlovaciho modelu a vySleme
odrazeny a popf. i lomeny paprsek, ktery nechame rekurzivné zpracovavat toutéz procedurou.
Algoritmus pro dany pixel kon¢i v okamziku, kdy vSechny sledované paprsky opustily scénu,
anebo bylo dosazeno pfedem stanovené urovné rekurze.
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