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5 Kuzelosecky

S kuzeloseckami jsme se sezndmili jiZ na stfedni Skole. Téchto stiedoSkolskych znalosti jsme
jiz vyuzili i vné€kolika ptikladech v pfedchozim textu. V této kapitole své znalosti
prohloubime a zobecnime.

5. 1 Kruznice ve stiredové kolineaci

V tvodu této kapitoly pfipomenime piiklad 11 a 12 kpt 3. 3, kde jsme zobrazovali pravidelny
n -thelnik ve stfedové kolineaci v rovin€. Pro n — o« piejde zfejmé n -uhelnik v kruznici a
jeho obrazy ve znamé kuzelosecky:

Ve stfedové kolineaci urcené sttedem S, osou 0 a dvojici odpovidajicich si bodii K,K"' je
vyznafena ub&Znice a zaddna kruznice, kterd nema s ub&znici zadny spolecny bod. Obraz
kruznice ve stiedové kolineaci lze sestrojit bodové — je mozno sestrojit obrazy libovolného
poctu bodi tak, jak je naznaceno na piipojeném obrazku. Je zfejmé, Ze obrazem kruZnice
bude kiivka, jejiz vSechny body budou vlastni - elipsa.

Ve stejn¢ urcené kolineaci sestrojme obraz kruznice, kterd se dotyka ubéznice v bodé U .
Obrazem bude opét kiivka, kterou mizeme opét sestrojit bodové (zcela analogicky jako
v ptredchozim ptipad¢). Protoze vSak bod U lezi na ubéznici, bude jeho obraz U ' nevlastni
(podrobné je tedy oznacen _U'). Obraz kruznice, kterd se dotyka ubéznice, je kiivka, kterd
ma jeden nevlastni bod - parabola.

0

Ve stejné urcené kolineaci sestrojme obraz kruznice, ktera se protina ubéznici v bodech U;V .
Jejim obrazem je mnoZzina bodi, ktera je ve smyslu nasi definice z odst 11 kapitoly 3.1
v euklidovské roviné dvojici kiivek. V projektivnim prostoru je to vSak jedna kiivka, kterd
prochazi dvéma nevlastnimi body. Cely obraz kruznice miizeme opét sestrojit bodovée tak, jak
je naznaceno na obrazku. Obraz kruznice, ktera se protind ibéznici, je kiivka, kterd ma dva
nevlastni bod — je to tedy hyperbola. Jeji dvé euklidovské ¢asti nazyvame vétve.
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1. KuzZelosecka (projektivni definice): Obrazem kruznice ve stiedové kolineaci v roviné je
kiivka zvana kuZelosefka. Podle poctu nevlastnich boda to mize byt:

a) elipsa (zadny nevlastni bod)
b) parabola (jeden nevlastni bod)
¢) hyperbola (dva nevlastni body)

Vsimnéte si, ze k definici elipsy, paraboly ani hyperboly jsme nepotiebovali pojem ohnisko,
ani soucty resp. rozdily vzdalenosti. Pfipomenme i tyto znamé (ohniskové¢) definice:

2. Elipsa: je mnozina vSech bodl v roviné, které maji od danych dvou riznych boda E;F
(ohnisek) staly soucet vzdalenosti

3. Parabola: je mnoZina vSech bodu v roviné, jejichz vzdalenost od dané piimky d (¥idici
pfimky) je rovna vzdalenosti od daného bodu F (ohniska).

4. Hyperbola: je mnozina vSech bodi v roving€, které maji od danych dvou rtznych bodta
E;F (ohnisek) staly rozdil vzdalenosti

Souhrnny néazev kuZzeloseCky je dan skutecnosti, Ze tyto kiivky lze obdrzet jako fez rotacni
kuzelové plochy rovinou. I na tuto situaci se ovSem mizeme divat jako na zobrazovani
kruznice ve stfedové kolineaci, tentokrat ve stredové kolineaci mezi rovinami.

Uvazujme stfedovou kolineaci mezi rovinami p;p'se sttedem v bodé¢ V . V této sttedové
kolineaci zobrazme kruznici k(S;r)c p takovou, Ze SV L p. Obrazem této kruznice bude
kiivka k'c p'. Na pfipojenych obrazcich je nejdiive znazornéna situace, kdy bod V je
vlastni. Promitacim utvarem 2* je rotaéni kuZelova plocha, kterou rovina p' feze

v kuzeloseéce k'. Pocet nevlastnich bodu kuzelosecky k' je dan po¢tem promitacich ptimek,
které jsou rovnobézné s rovinou p' tak, jak ilustruje pfipojeny obrazek:
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5 Kuzelosecky UM FSI VUT v Brng Studijni text

V ptipadé, Ze bod V je nevlastni, je promitacim ttvarem 7* valcova plocha a primétem
kruznice (fezem rotacni valcové plochy) je pouze elipsa.

Rovinnymi fezy na kuzelové a valcové plose se nezavisle na sob¢ zabyvali Lambert Adolphe
Jacques Quételet (1794 - 1847) a Germinal Pierre Dandelin (1796 - 1874). V¢éta, kterd
dnes nese jejich jméno, uvadi do souvislosti projektivni a ohniskové definice:

5. Quételetova — Dandelinova véta: Rezem rotaéni kuzelové plochy rovinou je kuzelosecka,
jejiz ohniska jsou body dotyku této roviny a kulovych ploch vepsanych do kuzelové plochy.

Pro ptipad elipsy je tato véta ilustrovana na pfipojeném obrazku.
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5. 2 Ohniskové vlastnosti elipsy

1. Zakladni pojmy vztahujici se k elipse:
A;B - hlavni vrcholy

C;D - vedlejsi vrcholy

E;F - ohniska

S - stied

AS; AS|=a - hlavni poloosa a jeji
velikost

CS; CS| =b - vedlejsi poloosa a jeji
velikost

ES; ES| =e - excentricita a jeji
velikost

AESC - charakteristicky trojuhelnik
a’=b*+e’

2. Bodova konstrukce elipsy: Piedpokladejme, Ze mame dany hlavni vrcholy a ohniska
elipsy. Na pfipojeném obrazku jsou vyznaceny i vrcholy vedlejsi, které do tohoto zadani
pravitkem a kruzitkem snadno doplnime. Je zde rovnéz vyznacena cela elipsa, kterou ovSem
pravitkem a kruzitkem sestrojit nelze. Je vSak mozno sestrojit libovolny pocet jejich
jednotlivych bodl (odtud nazev bodova konstrukce):

1. M'uEF

2.k =(E;r=|AM )

3.k, =(F;r=BM)

4. M ek, nk,

Usetky EM; FM nazyvame privodice
bodu M .

3. Hyperoskula¢ni kruZznice: V ptikladu
3b) kapitoly 4. 4 jsme spocitali poloméry
hyperoskula¢nich kruznic. Z tohoto vypoctu vyplyva nasledujici syntetickd konstrukce:

1. klz(D;a)
D G 2.k =(Ab)
3. G;H ek, nk,
3. pEGH
b 4.0,e pnCD
5.0, pnAB
il 6. 0,=(0,;r =|0,A))
S a Ol r |B+ 0, =(0,;r =|0,D|)
-
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4. Tena a normala elipsy: Lze dokazat, ze
normala elipsy v libovolném bod€ T, puli thel

<ET,F (vnitini Ghel privodicl) a tecna Ghel, ktery

pripojeném obrazku jetedy o =f; y=9.

Tecnu elipsy v daném bodé T tedy sestrojime jako
osu uhlu <FTG (tzv. vnéjsiho uhlu privodici).

Znamé délky usecky |EQ| =2a mizeme s vyhodou
vyuzit ke konstrukci tecny elipsy z dané¢ho bodu:
l.d= ( E;2a)

2. k=(M;r=|MF|)

3.Qednk

4.t:0sa «<QTF (nebo tsecky FQ)
5. TetnEQ

Kruznici d z prvniho kroku konstrukce nazyvame
Fidici kruznici. K této konstrukci ovSem miizeme
vyuzit také prise¢iku P tusecky FQ s hledanou
teCnou t. Je ziejm¢ FQ Lt a |SP| =a (nebot SP je
sttedni pfickou AEFQ). Bod P tedy lezi na
kruznici v=(S;a) (tzv. vrcholové Kruinici) a

Thaletové kruznici nad primérem MF .
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5. 3 Ohniskové vlastnosti hyperboly

a a, 1. Zikladni pojmy vztahujici se k hyperbole:
L v podobné¢ jako u elipsy mame

by
|
4

r
L

A;B - hlavni vrcholy

e E;F - ohniska

S - stied

AS; AS| =a - hlavni poloosa a jeji velikost

1>
%)
53

(5]
o

CS;
ES;

D AASH - charakteristicky trojuhelnik, na rozdil od
_/\ elipsy plati a* =b* +¢°

a,;a, - asymptoty

CS| =b - vedlejsi poloosa a jeji velikost

ES| =e - excentricita a jeji velikost

2. Bodova konstrukce hyperboly: Predpokladejme, ze mame dany hlavni vrcholy a ohniska
hyperboly. Na pfipojeném obrazku je vyznacena i vedlejsi poloosa, kterou do tohoto zadani
pravitkem a kruzitkem snadno doplnime. Je zde
rovnéZz vyznacena celd hyperbola, kterou oviem

pravitkem a kruzitkem opét sestrojit nelze. Je
H c M, vSak opét moZno sestrojit libovolny pocet jejich
jednotlivych bodi:

1. M":E4FM ' nebo FuEM'
2.k =(E;r=|AM )

3.k, =(F;r=[BM1)

4. M ek, nk,

(=51

1y

Usecky EM; FM nazyvame pruvodiée bodu
M.

3. Hyperoskulacni kruznice: Stfed hyperoskulacni kruznice najdeme jako prisecik kolmice
na asymptotu vzty¢ené ve vrcholu H charakteristického trojuhelnika s hlavni osou. Polomér

jer= |O1 H | . Pro druhou vétev zcela analogicky.

, > /
PN
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4. Te¢na hyperboly: Podobné jako u elipsy Ize dokazat, ze tecna hyperboly pili thel
pravodict, tentokrat ovSem vnitini. Ke konstrukei te€ny z daného bodu lze zcela analogicky
vyuzit fidici ¢i vrcholové kruznice. Situaci jiz nebudeme podrobné popisovat, pouze
ilustrujeme ptipojenym obrazkem.

5. 4 Ohniskové vlastnosti paraboly

Na nasledujicim obrdzku vlevo je znazornéna hyperbola s vyzna¢enym stfedem, ohnisky a
jednim vrcholem, ktery je ponékud netradi¢né oznacen V , a dale je zde tidici a vrcholova
kruznice. Na obrazku vpravo je stejnym zpiisobem znazornéna elipsa. Pfedstavme si nyni, ze
vrchol V téchto kuzelosecek spolu s bliz§Sim ohniskem zlistane na misté a stfed kuzelosecky
spolu s druhym ohniskem se zac¢ne vzdalovat. Poloméry obou kruznic v obou piipadech
za¢nou narustat. Pokud by stfed s ohniskem ,,utekly az do nekonec¢na®, tidici a vrcholové
kruznice se stanou ,.kruznicemi s nekone¢nym polomérem*- piejdou v fidici a vrcholovou
piimku (ty je tecnou nov€ vzniklé kiivky, mluvime proto o vrcholové te¢ng).

Sestrojme hyperbole a elipse te¢nu s prislusnymi pravodici (na nasledujicim obrazku je kvuli
prehlednosti pouze elipsa). U elipsy i1 hyperboly plati |ET| = |QT , totéZ 1ze tedy ocekavat i ve

tietim ptipadé. Zde je |ET| vzdalenost bodu T od ohniska a |QT| vzdalenost tohoto bodu od

fidici pfimky. Vzniklou kiivkou je tedy parabola, kterou Ize tedy v tomto smyslu chéapat jako
elipsu nebo hyperbolu s nevlastnim sttedem (tuto intuitivni ptedstavu v nasledujici kapitole
upfesnime). Pfi pohledu na tento obrazek nas zaroven nepiekvapi skuteCnost, ze tecna

paraboly puli thel <ETQ.

88



5 Kuzelosecky UM FSI VUT v Brné Studijni text

Parabolu vétsinou urcéujeme fidici pfimkou a ohniskem, vzdéalenost ohniska od fidici ptimky

nazyvame parametr paraboly a zna¢ime ho p . Pfimku 0 =VE nazyvame osa paraboly.
m

1. Bodova konstrukce paraboly: - r M,

. Zvolime M 'eo
.m:M'em;m||d

1
2
3. k=(F;r=|dM1)
4. M;M, eknd

2. Oskulaéni kruZznice: stied oskulacni kruZnice leZi na
ose paraboly ve vzdalenosti p od vrcholu.

3. Subtangenta a subnormala paraboly: V libovolném

bodé T #V paraboly sestrojme te¢nu, normalu a kolmici g,f,

k ose paraboly. PrisecCiky téchto piimek s osou paraboly d

oznatme pofadé O;N;M . Usecku OM nazyvame

subtangenta; Gsecku MN subnormala.

a) Délka subtangenty je rovna parametru 3 7 - 3 L
b) Ohnisko pili soucet subnormaly a subtangenty (tj. dle v F 8
znaceni obrazku tisecku ON)

¢) Vrchol pili subtangentu

Tvrzeni c¢) v piisti kapitole ponckud
zobecnime, proto uved’'me 1 ditkaz:

Diikaz:

a) Podle konstrukce je n||QF;

DQ=TN; 34
0||QT a uhly svrcholy D resp M ar
jsou pravé. Je tedy AQFD = ATNM .
(usu), takze [MN|=|DF|=p. R

b) AQPT=AFPO  (usu), tedy t P F
OP=PT, ziroven TN|QF, takze —
PF je stfedni pficka AOTN, takze
oF|=[FN

¢) OP=PT a zaiaroven PV ||TM,
takze PV je stfedni pficka AOTM ,
takze |OV|=VM |
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5. 5 Projektivni vlastnosti kuzelosecek

V této kapitole se budeme vénovat nékterym pojmim a vlastnostem, které jsou spolecné vsem
kuzeloseckam.
1. Polara a po6l kruznice:
Uvazujme libovolnou
kruznici, ke které
z libovolného  bodu P
sestrojime tec¢ny, body dotyku
oznatme  T;T,.  Pfimku
p=TT, nazyvame polirou
kruznice vzkledem k bodu
P, bod P nazyvame pdlem
vzhledem k polafe p.

Sestrojme libovolnou se¢nu
_ kruznice, kterda  prochazi
2 polem a oznatme A;B jeji

prasec¢iky s kruznici a Q
prasec¢ik polarou. Lze dokazat, ze bod Q je harmonicky sdruzeny s P vzhledem k bodim
A;B, tj. ze (A; B;Q; P) =—1. Tuto skutec¢nost jsme jiz ilustrovali ve specialnim ptipadé (viz

kpt. 3.2. pt. 6).

2. Obraz polary kruZnice ve
stfedové Kkolineaci: Situaci
z ptedchozi tlohy zobrazme
v libovolné stiedové kolinea-
ci, jejiz ubéznice neprochazi
ani jednim zbodi T;T,.
V zavislosti na poloze této
ubéznice zobrazi kolineace
kruznici na elipsu, parabolu,
nebo hyperbolu. Protoze vSak zachovava dvojpomér,

je stale (P;Q; A; B) =-1.

Tato skuteCnost nas vede ke zobecnéni pojmu, které
bézné pouzivame u kruznice

3. Secna a tétiva kuZeloseCky: Se¢na kuZelosecky je
pfimka, kterd protind kuzeloseCku ve dvou riznych
bodech. Usetku ohrani¢enou témito dvéma body
nazyvame tétiva kuzelosecky.

. 4. Polara a podl kuzeloseCky: Necht' T;T, jsou dva
libovolné rizné body kuzelosecky, t;t, te€ny vtéchto bodech. Pak pfimku p=T[T,
nazyvame polarou kuZeloseCky vzhledem kbodu P, bod Pet nt, nazyvame pol
kuzeloseCky vzhledem k polate. Je-li bod Q stfedem polary T,;T,, fikdme, ze je polarné
sdruzeny s bodem P.

90



5 Kuzelosecky UM FSI VUT v Brné Studijni text

’
I

Uvazujme kruznici Kk spolem P, polarné
sdruzenym bodem Q a priseciky A;BeknPQ.
Pro body P;Q;A;B plati (P;Q;A;B)=-1.
Zobrazme tuto situaci ve stfedové kolineaci, jejiz
ubéznice se dotyka kruznice k v bodé B. Obrazem
k' této kruznice bude parabola (viz pfipojeny
obrazek). Protoze stiedova kolineace zachovava
dvojpomér, bude 1 pro parabolu platit
(P5Q45AB")=—1. Obraz B' bodu B je viak
nevlastni, takze (P;Q%B'")=1. Je tedy
P l; l; AV PV; V; Al
—1=(P';Q';A';B')=( Q )=( Q ):>
(P5Q4BY) 1
(P';Q';A')=—1

To ovSem znamend, Ze bod A' je sttedem Usecky P'Q'. Toho lze vyuzit jak v mnohych
konstrukénich tlohach, tak pfi modelovani paraboly v CAD systémech, jak ukdZeme déle.

Poznamka: V piedchozi kapitole jsme dokazali tvrzeni, Ze subtangenta paraboly je piilena
vrcholem (viz kpt. 5.4 odst. 3c). Toto tvrzeni je specialnim piipadem predchozi ivahy — lezi-li
totiz pol P' na ose paraboly, je pfimka _ B'P' osou paraboly, bod A' jejim vrcholem a
useCka P'Q' subtangentou.

|
\

e
LI |

f_d_
—‘-—\—_,—-—/
'

Ptedpokladejme, ze v situaci popsané v odst. 1. je
bod P nevlastni. I zde bude dvojpomér
(,P;Q;A;B)=—1. Zobrazime-li tuto situaci ve
sttedové kolineaci, tento dvojpomér se zachova,
bude tedy rovnéz
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Q;A;B)

P;:Q;AB)=(Q:AB; P _\QAB)

(AR Z(QABLP) o p)

Protoze je vSak bod _ P nevlastni, je jmenovatel zlomku roven jedné, takze musi tedy byt
(Q; A; B) =—1. To ovSem znamena, ze bod Q je i u ostatnich kuzelosecek stifedem tsecky

AB (u kruznice je tato skutecnost zfejma). Stiedy vSech vzajemné rovnobéznych tétiv tedy
lezi na pfimce. Tuto pfimku mizeme povazovat za primér nejen u kruznice, ale i u ostatnich
kuZzelosecek.

5. Primér kuZelosecky: je pfimka prochdzejici stfedy navzajem rovnobéznych tétiv. Rikame,
7e prumér je sdruzeny s témto tétivami.

Dva priméry kruznice se, jak znamo, protnou v jejim stiedu. Tato skute¢nost umoziuje
definovat stied i u ostatnich kuzelosecek

6. Stied kuZelose€ky: je prusecik dvou jejich priméra.

Asi nas nepiekvapi, ze takto definovany stied splyva u elipsy a hyperboly s dosud znamymi
definicemi. Podle této definice ma vSak stfed i parabola. Stfed paraboly je nevlastni a je to
smér jeji osy

7. SdruZené pruméry: Mnozinu d, vsSech stiedi tétiv rovnobéznych s danym primérem d,
nazyvame prumérem sdruzenym s d, . Je-li d, sdruzeny s d,, je také d, sdruzeny s d,.
Praméry d,, d, proto nazyvame vzajemné sdruzené. V dal§im textu vyuzijeme jen sdruzené
prameéry elipsy.

8. Konstrukéni uloha: Sestrojme parabolu, jsou-li dany jeji tecny t:y=30-%;
t,:y =%-50 ana nich body dotyku T, =[-30;?]; T, =[?;-30].

ReSeni: Jedna se o konstrukéni wlohu, jejimz tikolem je sestrojit nezndmy tutvar (v tomto
ptipadé parabolu), ktery ma zadané vlastnosti. Reseni takové tilohy by mélo obsahovat tyto
kroky:

a) Rozbor: Jeho tkolem je nalézt vlastnosti hledaného utvaru, které umozni jeho konstrukci.
Soucasti rozboru je nacrtek, kde jsou nalezené vlastnosti vhodné zachyceny.

b) Konstrukcee, tj. zapis jednotlivych krokl, geometricky postup, jak urvar sestrojit. Soucasti
konstrukce je i vyrysovani obrazku pravitkem a kruzitkem (v naSem piipad¢ i kiivitkem).

¢) Dukaz, ktery ovéii, ze kazdy utvar sestrojeny konstrukci z piedchoziho bodu, ma
pozadované vlastnosti, a naopak Zadny jiny uz tyto vlastnosti nema. Je to logickd obdoba
zkousky pfi feSeni rovnic. VéEtSinou se vSak neuvadi samostatné — diikaz totiz velmi Casto
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vyplyva pifimo zrozboru (podobn¢ jako pii feSeni rovnic ekvivalentnimi upravami, kde
zkouska neni soucasti feseni).
d) Diskuse: jejim ukolem je zjistit, kolik feSeni tloha za zadanych podminek ma.

Demonstrujme tento postup na nasi konkrétni tloze:

a) Rozbor: Nacrtek provedeme,
jako kdyby byla tuloha vyfesena.
Zadéani 1 hledany utvar vyznacime
pro odliSeni siln¢ a ,uzitecné"
vlastnosti hleddme v obrazku
,»Zp&tne*. V nasem piipad¢ je
rozhodujici pél P paraboly
(prasecik zadanych te¢en) a bod Q
knému polarné¢ sdruzeny, ktery
najdeme jako stfed tétivy TT,.
Z odst. 4 plyne, ze piimka PQ

~ prochazi nevlastnim bodem _B

0

//\

paraboly - uréuje tedy smér jeji osy i
smér fidici pfimky d, ktera je na
tento smér kolma. Lze tedy sestrojit
privodi¢e p;;p, bodid T;T,, ke
konstrukci zbyvajicich pravodica
0,;0, vyuzijeme skuteCnosti, Ze

te¢na puli thel pravodic¢h. Prasecik
pruvodicd  ¢,;;q, je ohniskem
paraboly a dalSi postup konstrukce
uz je ziejmy.

b) Konstrukce:

a) Q:QeTT;QT, =T,Q°

B) p T, ep;p Il PQ

7) q,:T, et =xpt

o) p,:T, € p,;p, 11 PQ

€) q,:T, €0, %X0,t, = xpst,
¢) F:Feqnq,

¢) Dikaz v tomto ptipadé vyplyva piimo z rozboru.

d) Diskuse: Pocet feSeni je dan poctem bodu, které 1ze ziskat popsanou konstrukci. VSechny
sestrojované primky jsou urceny jednozna¢né. Ohnisko je prisec¢ikem dvou piimek a je tedy
jediné, jednoznaéna je rovnéz fidici pfimka. Uloha ma jedno feseni.

5. 6 Osova afinita mezi kruZnici a elipsou

Vénujme se nyni specialné osové afinit€¢ mezi kruznici a elipsou. Afinnim obrazem kruznice
elipsa. Zaménime-li v takové afinité¢ vzor a obraz (pouzijeme afinitu inverzni), je naopak
obrazem elipsy kruznice.

Podivejme se tedy na nékteré afinity, které danou elipsu zobrazuji jako kruznici. S kazdou
elipsou e je osoveé afinni pfedevs§im kruznice v, sestrojena nad jeji hlavni osou (vrchlova

kruznice) a kruznice v, sestrojend nad vedlejsi osou elipsy.
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1. Trojuhelnikova konstrukce elipsy: Na kruznici v, zvolme libovolny bod M, a zobrazme
ho v afinit¢ Af (AB):D, — D, kterd zobrazuje kruznici v, na elipsu e. Obrazem bodu
M,ev, je bod M ee. Bod M ee zobrazme dale v afinité Af,(CD): A— A,. Obrazem
bodu M ee je bod. M, ev,. Zajimejme se o zobrazeni 7 = Af, o Af,. Zvolme soufadnou
soustavu <S;i;j> tak, Ze <S;i>: X=SB; <S;j>= y = SD. Pak matice Apps Ayaa, afinit

Af,; Af, sestavime dle (7), (8) kpt. 2. 3 a matici Z slozeného zobrazeni zjistime jako soucin

100)(200) (200
Z=Ap 0 A, =02 0[l010[=[0L0]
0o1/loo1) oo

Slozené zobrazeni, které zobrazuje bod M, na bod M, je tedy stejnolehlost se stfedem
v pocatku (tj. vbodé S), coz znamend, ze body M,; M,; S lezi na jedné pfimce. Tato
skutecnost umoziuje velmi jednoduchou konstrukei libovolného bodu M elipsy, zname-li
hlavni a vedlejsi osu. Podle trojuhelnika
M,M,M se tato konstrukce nazyva
trojahelnikova:

a) v, (S;a); v, (S;b)

b) p: S e p (jinak libovolnd)

c) MyM,: M, evynp; M,ev,np
d)r:r||CD; M, er
e)s:S||AB; M, es
HM:Mernms.

2. Prouzkové konstrukce elipsy: Na
dal$im obrazku vlevo mame jesté jednou
sestrojen pravothly AM MM, . Usecku
M,S posuiime o vektor MM . Bod S
se timto posunutim zobrazi do S, na
obrazku jsme jesteé oznacili
S,eMS, "nAB. Snadno dokdZeme, Ze
AM MM, =ASSS,  (usu). Protoze
IM,S|=|MS||=a a [M,S|=b, je
IM\M,|=|S,S,|=a-b a hlavné
|MSz| :|SM2| =b. Tyto skutecnosti jsou

podstatou prouzkové konstrukce elipsy:
Bude-li se trojice kolinearnich bodt

S;5,;M, kde |MS|=a, [M,S|=b a
|SISZ|:a—b, pohybovat tak, ze S, se

pohybuje po vedlejsi ose, S, po ose
hlavni, bod M se bude pohybovat po
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elipse. Tato konstrukce byvala v minulosti realizovana pohybujicim se prouzkem papiru
s vyznacenymi body S;;S,;M , odtud ndzev prouzkova konstrukce. A protoie|S]SZ| =a-b,

nazyva se tato konstrukce rozdilova.

Podobnym zplsobem lze realizovat i
konstrukci souctovou. Trojuhelnik
AM MM, z pfedchoziho obrazku
doplime bodem M, na obdélnik se
sttedem O a dale setrojme body U;V dle
ptipojené¢ho obrazku. Trojuhelniky
AUSO, AVSO jsou zfejmé rovnoramenné
a plati |UV| :|SM2| :|VM0|. Protoze
|SM,|=b, je rovn&z |[UM|=|VM,|=b.
Kone¢né je |MMO| = |M1M2| =a-b, takze

IMV|= |[MM|+|MV|=a-b+b=a.

Pro bod MUV je |[MV|=a, |[MU|=b.

Pohybujeme-li prouzkem UV tak, Ze bod
U se pohybuje po hlavni ose a bod V po
ose vedlejsi, pak bod M opisuje elipsu.
Prouzek UV ma tentokrat velikost a+b, tato konstrukce se proto nazyva konstrukce
souctova

Prouzkové konstrukce se dnes vétSinou nepouzivaji k bodovym konstrukcim elipsy pfi
znamych osach, ale v situacich, kdy zndme jednu osu a bod, ktery na elipse lezi.

3. Priklad: Sestrojme elipsu, zname-li jeji hlavni vrcholy a bod, ktery na ni leZi.

Reseni: VyuZijeme rozdilové prouzkové konstrukce

kL E 0 ) . 0 -0sa AB
k= (I\/l ;a)
.Pekno
.RePM N AB
. b=|MR|

O W N -

4. Rytzova konstrukce elipsy: Tato
konstrukce pochazi od Svycarského geometra
D. Rytze (1801-1868). UmozZiuje sestrojeni
hlavni a wvedlejsi osy elipsy zjejich
sdruzenych primérti. Popis této konstrukce je
nasledujici:

M¢jme dany usecky KL; MN ; se spoleénym sttedem S, které jsou sdruzenymi primeéry
hledané elipsy. Bodem S ved'me kolmici k delSimu z priméra, na kterou pfeneseme jeho
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velikost. Ziskdme tak bod, ktery jsme na
naSem obrazku oznacili M,. Dale
sestrojime  kruznici kz(O;r=|SO),
kde Oje stfed usecky M M . Prusecik
této kruznice s pfimkou uréenou body
MM oznatme U;V. Primka
prochazejici body S;U urcuje hlavni
osu, piimka prochazejici body S;V

urcuje vedlejsi osu hledané elipsy.
Velikost os je rovna velikostem |VM

IMU| asesek VM , MU .

3

Diikaz  této  konstrukce  vyuziva
_ prouzkové konstrukce a otoceni o 90°
N kolem stfedu elipsy. Technicky je

24

ponckud narocngj$i, a proto ho

nebudeme uvadét.

5. Priklad: Je dan ctverec ABCD, do kterého je vepsana kruznice k(S,r). Sestrojme jeho

obraz A'B'C'D' i obraz k' vepsané kruznice kK v osové afinité, ktera je dana osou 0; S ¢0
a dvojici odpovidajicich si boda P;P'.

Reseni: Ctverec se zobrazi jako rovnob&znik, jeho konstrukce je ziejma z piedchoziho textu.
Z piedchoziho textu rovnéz vime, ze obrazem k' kruznice Kk bude elipsa. Jeji bodovou
konstrukeci lze provést tak, ze sestrojime obrazy dostate¢ného poctu bodi, lezicich na kruznici
k. Timto zplsobem vSak obecné nezjistime hlavni a vedlej§i vrcholy, ani ohniska
sestrojované elipsy, coZ je u téchto konstrukci velmi zddouci. Mizeme postupovat tak, jak je
naznaceno na pripojeném obrazku. Sestrojime dva libovolné kolmé praméry kruznice. Jejich
afinni obrazy budou sdruzené priméry hledané elipsy. Tu pak sestrojime Rytzovou konstrukci
z ptedchoziho ptikladu.

mezi kruZnici
a elipsou
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Pii konstrukci afinniho obrazu k' kruznice k vsak ani v nejobecnéjsim piipadé neni Rytzova
konstrukce nutna. Kolmé pruméry kruznice, jejiz pomoci sestrojujeme sdruzené primeéry
elipsy, lze totiz vzdy volit tak, Ze i sdruzené priiméry elipsy jsou na sebe kolmé, a jsou tedy
piimo jeji hlavni resp. vedlejsi osou. Ma-li se pravy thel mezi priméry kruznice zobrazit do
pravého uhlu mezi sdruzenymi priaméry elipsy, museji vrcholy obou téchto uhli leZet na
Thaletové kruznici kK" nad primérem ohrani¢enym ,,vhodnymi“ body I;Il na ose afinity.

Stied O této kruZnice musi tedy leZet na ose afinity a déale lezet na ose p tétivy SS', jeji
polomér je r = |OS|. V piipadé kolmé afinity priseCik O osy p s osou afinity neexistuje. V

tom piipad¢ je ale hlavni osa hledané elipsy rovnobézna s osou afinity a celd konstrukce je
podstatné jednodussi.

97



