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6 Reprezentace kiivek v CAD systémech

Naprosta vétsina kiivek a ploch, které se uzivateli jevi jako velmi riiznorodé, je v modernich
CAD systémech sestrojovana zcela jednotnym zptisobem. Od tsecky ptes kuzelosecky az po
slozité ornamenty definované uzivatelem, od ctverce ptes kulovou plochu az po karoserii
automobilu. V tomto textu se postupné nastinime alespoin geometrické principy téchto
konstrukci.

6. 1 Afinni kombinace bodu

V kapitole 1.3 jsme polozili otdzku, zda miZzeme zapis u= X — A chépat jako rozdil bodd,
jehoz ,,vysledkem® je vektor. Pokusme se nyni na tuto otazku odpovédét.

Pokud bychom zéapis X —A chapali skutecné jako rozdil bodl, mél by existovat predevsim
soucet téchto bodu

2 [x +a;x +a;x +a
X+A:[Xl;X23X3]+[al5a2;a3]:{gxl+al-x2+a2'x3+a3% )
1 1> 72 2573 3
a také soucet nasobkti (kombinace)
Tt +tastx +tatx, +ta
tl'x+t2'A:t1'[X15X2;X3]+t2'[al§a2§a3]: [1 P s 2 3] (2)
(tx +ta;t X, +ta,;t X +t,a,)

Co by ovsem takovym souctem, popiipad¢ , kombinaci“ bodi mélo byt. Bod? Pro¢? Vektor?
Z jakého davodu? A jaky by to mélo geometricky smysl?

V kapitole 1.3 jsme definovali linedrni kombinaci vektorti. V projektivnim prostoru lze
podobn¢ definovat linearni kombinaci bodt

1. Projektivni kombinace bodi projektivniho prostoru: Bod V prostoru E’ resp. _E’
nazveme linedrni kombinaci bod U ;U ;...;U pravé tehdy, kdyz kazdy reprezentant v bodu
V je linearni kombinaci reprezentantll wg;u,;...;u, bodd U ;U;..;U,, tj. kdyZ existuji
w eR; i=0;1;..;n takova, ze V=wu,+ou +..+ou,. Zapisujeme

V=oU,+oU, +..+0,U,

2. Diilezita poznamka: Projektivni kombinace bodu je tedy vpodstaté linedrni kombinace
jejich reprezentantti, ovSem s jednim omezenim. Na rozdil od koeficientli C;;C;;...;C, linearni
kombinace vektorti musi byt alespon jeden z koeficientli @,;®;;...;®, projektivni kombinace

nenulovy. Pokud by totiz byly vSechny nulové, pak by kombinaci byl nulovy vektor. To
ovSem neni mozné, nebot’ nulovy vektor nemlize byt reprezentantem zadného projektivniho
bodu (viz kapitolu 1.4, odst. 3).

Projektivni kombinace bodi budeme pouzivat k modelovani geometrickych utvara
v euklidovském prostoru, ktery lze chéapat jako mnozinu vSech vlastnich bodli prostoru
projektivniho. Aby toto nase modelovani bylo Uspésné, je tfeba, abychom pouzivali jen
takové projektivni kombinace, kde kombinaci euklidovskych reprezentanti je euklidovsky
reprezentant. V. _E* tedy musi byt

(V5V531) =€y (Ugys U3 1)+ (U3 1)+ C (U3 U5 1) 3)
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6 Reprezentace kiivek v CAD systémech UM FSI VUT v Brné Studijni text

v _E’ analogicky. Ma-li oviem byt tato rovnice splnéna, musi byt

C,+C +...+C, =1

“4)

Operaci (3), ktera spliiuje podminku (4) , budeme nazyvat afinni kombinaci bod. Mizeme

tedy definovat:

3. Afinni kombinace vlastnich bodi projektivniho prostoru: Linearni kombinaci

body A;B;C, které nelezi na jedné piimkce, je analogicky

V=cU,+cU, +..+c U,

bodli projektivniho prostoru nazyvame afinni
kombinaci vlastnich bodi pravé tehdy, kdyz
U,;U;..;U,  jsou euklidovsti reprezentanti

vlastnich bodi a ¢, +¢c, +...+C, =1.

n

Diky podmince (4) mizeme afinni kombinaci
zcela analogicky definovat i v afinnim prostoru:

4. Afinni kombinace bodu euklidovského
prostoru: Bod

V=cU,+cU, +..+cU,,
kde V;U ;U,;..;U

prostoru a C,+C, +...+C, =1, nazyvame afinni
kombinaci bodii V;U ;U,;...;U .

jsou body euklidovského

n

Afinni kombinace bodi ma zcela jasny
geometricky i1 fyzikalni vyznam. V kapitole 1.3.
jsme modelovali pfimku resp. rovinu rovnicemi

X=W+1-s %)
resp.
X=W+C,u, +Cu,

kde jsme vektor w nemohli nésobit skalarem.
Jsou-li vSak A;B dva rGzné body, pak afinni
kombinace

X =c,A+cB; c,+c =1,
neboli
X =t-A+(1-t)-B; t(0;1) (6)

je rovnici primky prochazejici body A;B. Pro tii

X =c,A+cB+c,C;c,+c +c, =1 (7)
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6 Reprezentace kiivek v CAD systémech UM FSI VUT v Brné Studijni text

Je-1i v rovnici (6) resp. (7) navic0<c,;C, <1, resp. 0<¢,;C;;C, <1, jedna se o rovnici usecky
AB resp. trojuhelnika ABC . Pro konkrétni hodnoty ¢isel 0<mg ;m;;...;m, <1 urcuje afinni

kombinace
T=mU,+mU, +...+mU_ ®)

2%
no

Vv

lze afinni kombinaci uréovat geometrické t€zist¢ mnohouhelniku.
6. 2 Ridici body

V grafickych systémech se vyuzivaji kiivky a plochy, které jsou sestrojovany na zakladé
kone¢ného poctu bodii zaddvanych uzivatelem — tzv. fidicich bodl. Kitivka nebo plocha,
kterou takto sestrojujeme, mize témito body prochazet, anebo také nemusi. Podle toho délime
kiivky a plochy na:

a) interpolac¢ni — prochazeji vSemi zadanymi body P,;P;...; P,

b) aproximacni — neprochdzeji vS§emi zadanymi body P,;P;;...; P,
Interpolacni  kiivky jsou vsystétmu Rhinoceros pfistupné zmenu Krivka/Volny
tvar/Intepolovat body. Podrobnéji se jimi budeme zabyvat ve druhém semestru v numerické
matematice. Zde se soustfedime na kiivky aproximacni, které jsou sestrojovany jako afinni

kombinace fidicich bodt a v Rhinoceros najdeme v menu K¥ivka/Volny tvar/Ridici body.
Uzivatel zadava

fidici body PosPs..s P

koeficienty afinnich kombinaci jsou funkce Co(1):c, (t)s..50,(t); te(tst,)
takové, Ze pro kazdé te <t] ;t2>
je Co(t)+c (t)+...+c (1) =1

Témito funkcemi jsou polynomy, jejichz stupenn muze uzivatel volit uvnité piikazu, ¢i
specialni racionalni funkce. Nepoucenému uzivateli jsou tyto funkce skryty, v tomto textu o
n¢kterych z nich pojedname dale.

Kazda kiivka generovana systémem Rhinoceros je pak afinni kombinaci fidicich bodd. Timto
zpusobem jsou sestrojovany i bézné znamé kiivky napt. kruznice elipsa atd. (véetné tisecky)

Napftiklad kruznice je afinni kombinaci osmi fidicich boda, které tvoti vrcholy a stfedy stran
Stverce. Funkcemi ¢, (t);c, (t);...;c,(t) jsou funkce ,,schopné generovat kruhové oblouky*
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(podrobnéji o nich pojedname dale). Zménou polohy jediného fidiciho bodu je pak uzivatel
schopen ,,pfedvidatelné ménit tvar* velké ¢asti modelované kiivky.

Podobné plocha je afinni kombinaci

fidicich bodi Poos Poss Pons Pos Bisees Ps oo Prgs Pas o3 P s
koeficienty této kombinace jsou funkce Coo (U3V)5Co (UsV)5.5Con (U5 V)

Cio (UsV)3C, (UsV)5ee5Cy (U5V);

Cono (U3 V)3 ooy (U3 V)55 € (U3 V)5

dvou proménnych takové, ze pro kazdé ue <ul;u2>; Ve <v1;v2>

c; (usv)=1

je Coo (UsV) +Coy (U3V) +.o Cpp (U3v) =D D

m n
i=0 j=1

I tyto funkce jsou polynomy ¢i specidlni racionalni funkce (tentokrat dvou proménnych).
Timto zpisobem jsou v Rhinoceros opét sestrojovany vSechny plochy véetné ,,elementarnich*
— napt. kulova, valcova ¢i kuzelova plocha (v€etné roviny). Zménou jednoho nebo nékolika
malo fidicich bodi je pak mozno dosdhnout pozadované zmény tvaru ¢asti plochy.

O nékterych takto generovanych plochach opét pojedndme déle v tomto textu.

6. 3 Bézierovy krivky
Jak jiz bylo fe€eno, drtiva vétsina kiivek a ploch je v CAD systémech modelovéna jako afinni
kombinace ftidicich bodi. Lisi se od sebe vlastné jen poctem téchto bodu a tzv. bazovymi

funkcemi — tj. funkcemi, které funguji jako koeficienty ptislusné afinni kombinace.

Prvni takové kiivky navrhl Pierre Etienne Bézier (1910 - 1999) pro firmu Renault.
Odvodime je zptisobem, ktery navrhl Paul de Casteljau (nar. 1930) pro firmu Citroén
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1. Bézierova krivka 1. stupné: Usecku ,vytvoii“ bod Q, jehoz soufadnice se meéni
v zavislosti na parametru t:

h Q)=Py-(1-t)+P -t te(o;1) (1)
(1) P Vsimnéte si, ze tento zapis je tvaru
"k /
) ' % Q(t)=B{" (t)- P, +B™M ()P
p y [ kde B{"(t)=1-t; BV (t)=t
L a dale
"l B (1) + B (t) =1t +t=1.

Usecka (1) je tedy afinni kombinaci svych krajnich bodi. Poznamenejme jesté, Ze zapisy
ktivek ve tvaru afinni kombinace vlastnich fidicich bodl jsou jen jinou formou zapisu bodové
funkce - rovnici (1) lze totiz v _E* piepsat do tvaru

Q(t):(pm (1=t)+ py1 -t P2 - (1-1) + Pra -t;l)

kde p; znati j-tou soufadnici bodu P (v _E’ analogicky). Je vidét, Ze ,,afinni“ zapisy jsou

podstatné Uspornéjsi a prehlednéjsi, proto je u aproximacnich kiivek uptednostiiujeme.

P 2. Bézierova krivka 2. stupné:
_ﬂ‘a Pridejme dalsi fidici bod a sestrojme
(1) tutéZ afinni kombinaci bodi B;P,.
i ] ~t B(t) Pii znaceni dle piipojeného obrazku
il ' - obdrzime
h ff
e ! A(t)=Po-(1-t)+ Rt
Y (4L B(t) > B(t)=Py-(1-t)+P-t
) t ‘ y
t [t ! Do tfetice sestrojme tutéZ kombinaci
bodii A(t);B(t). Dostaneme
¥
‘ Q(t)=A(t)-(1-t)+B(t)-t
Po dosazeni Q(t)= [PO (1-t)+P ~t:|-(1—t)+[P0 (1-t)+ P ~t]-t
a uprave
Q(t)=P,-(1-t)" +P-2t-(1-t)+ P, -t* )
Oznac¢me
B (t)=(1-t)"; B (t)=2t(1-t); B (t)=t’ 3)

dostaneme zapis tvaru
Q(t)=By(t)-P,+ B (t)- P+ B (t)-P,

Lze ukézat, ze se jednd o oblouk paraboly (pro rovinny piipad dokdzeme v kpt. 7. 5).
Vsimnéme si jeSté geometrického vyznamu fidicich bodi. Dosazenim t=0 zjistime, ze
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kiivka ma pocatecni bod vbodé¢ Py, pro t=1 dostdvdme koncovy bod v P,. Je tedy
Py =Q(0); P, =Q(1) Smérové vektory teCen v t&chto bodech jsou dany derivacemi Q', (0)
resp. Q'_(1).

Q'(t)=P,-(-2)(1-t)+P,-(2-4t)+P,-2t

Q.(0)=-2P,+2P, =2(P, - P,));

Q (1)=-2P, +2P,=2(P,-P)

Smérové vektory teCen v krajnich bodech jsou tedy ureny reprezentanty @ ; ﬁ .

Protoze plati
B (t)+B® (t)+BX (1) =(1-t)’ +2t(1-t) +t* =1
je kazdy bod takto ziskané ktivky opét afinni kombinaci fidicich bodii.
3. Bézierova krivka 3. stupné: Pfidanim

h dalstho bodu a zopakovanim piedchoziho
postupu dostaneme:

A1)
P < A(t)=P,-(1-t)+P,-t
e M B(t)=P,-(1-t)+P,-t
Q) 3 (t)=P 2
C(t)=A(t)-(1-t)+B(t)-t
D(t)=P,-(1-t)+P;-t
E(t)=B(t)-(1-t)+D(t)-t
Q(t)=C(t)-(1-t)+E(t) t
’.f'f Po postupném dosazeni a upravé dostaneme
/ ktivku ve tvaru
+I 3
Q(t)=2 B (1)-R,
i=0
kde
B (t)=(1-t); B () =3t (1-t)%; B (t) =32 (1-1). B (t) =1° )

Jedna se o kiivku, ktera je urCena dvojici resp. trojici parametrickych rovnic, z nichz kazda je
tietiho stupné. Pracujme-li v prostoru, je kiivka urcena trojici parametrickych rovnic je tietiho
stupné. Kiivka jiz nemusi byt rovinnd. Zcela analogicky jako v pfedchozim piipadé Ize
dokazat, ze prochazi fidicimi body Py;P; a vektory PyR ; PP, jsou smérové vektory tecen

v bodech P,; P;. Rovnéz se lze presveédCit, ze opét plati
By (1) 87 (1) + B (1) + 87 (1) =1

4. Bézierova krivka n tého stupné: VySe uvedenym zplisobem lze pokraCovat dale. Pro
fidici body Py; P;;...; P, bychom dostali kifivku tvaru
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Q(”)(t)zéPiBi(”)(t), kde Bi<“>(t):mti(1—t)”—i; neN (3

jsou tzv. Bernsteinovy polynomy.

Bézierovy kiivky jsou v systému Rhinoceros dostupné z menu K¥ivka/Volny tvar/Ridici
body. V piikazovém tadku je mozno zadat stupen kiivky. Jak vyplyva z rovnice (3), pfi volbé
stupné n je tieba zadat nejméné n+1 fidicich bodld. Vyzkousejte si, Ze timto zpisobem Ize
obdrzet 1 useCku jako kiivku zadanou dvéma fidicimi body, které jsou pak krajni body usecky
(viz odst. 1). Na pfipojeném obrazku je zndzornén jeden oblouk Bézierovy kiivky stupné 2, 3,
a 5. Zobrazeni fidicich bodt je mozné zapnout v panelu hlavnich néstroji.

6. 4 Nékteré dalsi krivky

K sestrojeni kiivky ve tvaru afinni kombinace fidicich bodd, tj. ve tvaru
Q(t)=c,(t)-Py+c (t)-P +..+c, (t)-P,

1ze pouzit libovolné funkce, které jsou diferencovatelné a spliuji podminku
Co(t)+c, (t)+...4c (1) =1

1. Fergusonovy krivky jsou kubické kiivky, které se v CAD systémech zaddvaji dvéma
fidicimi body A;B a dvéma tecnymi vektory a;b v téchto bodech. Mezi Fergusonovymi a

Bézierovymi kiivkami existuje tésnd souvislost, kterou naznacuje piipojeny obrazek. Je-li
Bézierova kiivka urcena body Py; P;; P,; Py, pak Fergusonova kfivka je tvaru

Q(t):FO(t)'P0+3F2(t)'(P1_Po)+Fl(t)’P3+3F3(t)'(P3_P2)
kde
86) “ EO(t)izst —32t +1 Fl(t):_—23t +23t
g L ()=t -2+t F(t)=t"-t

L)

¢ Z geometrického hlediska je Fergusonova kfivka afinni
/,1 8 kombinaci bodli Py;P;. Vzhledem k tomu, ze vSechny
F(; 1?) o " fidici body jsou vlastni, jsou body a=P -P, a
Beziere
Ferguson
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b=P,—P, nevlastni. V prostorech E* resp E’ miZeme tedy polozit P,=A; P,=B;
ﬁoﬁl=a; @@:b a psat

Q(t)=F,(t)- AtF (t)-B+3F,(t)-a+3F,(t)-b

Fergusonovy kiivky jsou v Rhinoceros dostupné z menu Krivka/Volny tvar/Krivka s
te€nami. 1 zde je patrna tésna souvislost S Bézierovymi kiivkami: Ktivku zaddvame jako
Fergusonovu v pofadi A;a;B;b. Jestlize si vSak po této konstrukci nechame zobrazit fidici

body, zobrazi se stejna kiivka jaké Béziertiv oblouk 3. stupné s fidicimi body Py; P;; P,; Ps.

2. Coonsovy krivky jsou opét afinni kombinaci ¢tyt fidicich bodu. Jeji vyjadieni dostaneme
opét vhodnou upravou Bézierovy kiivky, kterou tentokrat nebudeme podrobnéji rozebirat..
Coonsovy kiivky jsou tvaru
=+-[C,(t)-P,+C, (t)- P +C, (t)- P,+C, (t)- P, | (1)
kde
3
Co(t):(l—t) ; C(=3t—6t2+4; C,(t)=-3t>+3t2+3t+1; C,(t)=t>

Pro kazdé t opét plati C,(t)+C,(t)+C,(t)+C,(t)=1 (pfesvédéte se o tom), funkce
C,(t);C,(t);C,(t);C,(t) jsou linearn& nezavislé (provedte potiebny vypocet), Coonsova

kiivka je tedy opét afinni kombinaci svych fidicich bodi a linedrn€ nezavislych funkci.
Pro pocatecni bod Coonsova oblouku, tj. pro t=0 je C,(0)=1; C,(0)=4; C,(0)=

C,(0)=0; pro koncovy bod (t =1) mame C,(1)=0; C,(1)=1; C,(1)=4; C,(1)=1.

Pro poc¢ateéni bod Coonsovy kubiky tedy dostaneme

Q(0)=1(P,+4P, +P,)=L(P,+P+P,)+1P =1[1(P,+ P +P,)+P |=4(T+R) )
Pro koncovy bod pak

Q(1)=%(P +4P,+P)=L(P+P,+P)+1P, =1[L(P+ P, +P,)+ P, |=1(T'+P,) (3)
Bod T resp. T' je t&Zistém trojuhelnika APRP, resp. ARP,P,, bod Q(0) resp. Q(1)

sttedem usecky TP resp. T'P,. Tyto body se nazyvaji antitézist¢ AP PP, resp. APP,P,.

Vztah mezi Bézierovym, Fergusonovym a Coonsovym obloukem je zndzornén na piipojeném
obrazku.
Coonsovy kiivky nejsou v Rhinoceros uzivateli pfimo k dispozici, jsou vsak ziejmé skryté
pouzivany pii napojovani kiivek napf. vnabidce Krivka/Nastroje pro upravu
kiivek/Navazat. Umoziuji totiz snadné navazovani s hladkosti G'» (viz nasledujici
kapitola).
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f%
b
i B 7.
Béziere | T/
Ferguson LT
Coons Iy,
f *1_93
D {
5
» by

6. 5 Aproximace po ¢astech, B splajny

V kapitole 4. 3. jsme vyjadiili Bézierovy kiivky zcela obecného stupné n e N. Aproximacni
ktivky vyssich stupni se vSak pouzivaji ztidka.

Vezméme kupfikladu Bézierovu kiivku 8. stupné. Je urcena fidicimi body P,;P;..;P, a pfi
zméné byt jen jednoho jediného z nich se zméni celd kiivka — viz pfipojeny obrazek.. Pro
kazdé 0<t<l1 je tedy Q(t)=Q(t), kde Q je bodova funkce kfivky pred a Q je bodova

funkce po zméné fidiciho bodu. Rikame, Ze tato k¥ivka neni lokalné kontrolovatelna.

Pti konstrukci kiivek tvarovanych pomoci vétSiho poctu fidicich bodli se proto pouziva
vétSinou aproximace po ¢astech. Znamena to, ze pro fidici body P,;R;...;P, nebudeme

sestrojovat jeden Béziertv oblouk stupné m, ale radéji napi. dva oblouky stupné n a
;P

n+29°°

m-n-1, prvni ur¢eny body P,;R;...;P,; druhy ureny body P

n+l1°

5P,. Ktomu je
ovSem tfeba tyto dva oblouky na sebe vhodné napojit.
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1. Spojité napojeni: Vhodnym napojenim rozumime ptedevSim to, aby toto napojeni bylo
spojité, tj. aby pocateéni bod navazujicitho oblouku byl roven koncovému bodu oblouku
piedchoziho. V pfedchozi uvaze je tedy tfeba ptredevSim polozit P, =P, . V dal§im textu

budeme tedy predpokladat, Ze vysledna kiivka je urcena body P,;P;...;P,, pfiCemz bod P ;
0 <i<m je bod, ve kterém na sebe navazuji dva oblouky.

2. Hladké spojeni: Pro kiivky nejméné 2. stupné je dalSim pfirozenym poiadavker& aby
v bod& napojeni existovala spoleéna te¢na. To znamend, Ze pro derivace Q'(P); Q'(P,)
obloukit Q; Q vbodé napojeni P, by mélo platit Q '(P)=k-Q'(P); k=0 (viz ptipojeny
obrazek vlevo). V piipad¢, ze k=1, tj. Q'(P)= Q_'( P,), hovofime o geometricky hladkém

spojeni (vpravo).

Py

P

i- Pl+2

Obecné mizZeme u kiivek n-tého stupné pozadovat hladkost popt. geometrickou hladkost az
do stupné n—1, tj Zadat, aby v bodé P, platilo

QV(R)=k-QV(R):k#0  popt.  QV(P)=Q"(R)

pro kazdé¢ j=0;l;...;,n—1 (hladkosti nultého stupné¢ se rozumi spojitost). O kiivce, ktera
vkazdém svém bod¢ spliiuje tyto podminky, fikdme, Ze ma hladkost C"", resp.
geometrickou hladkost G . Dospivame tak k pojmu splajn kiivky.

3. Splajn krivka: Splajn kiivkou n-tého stupné rozumime kiivku, kterd vznikla spojenim
konec¢ného poctu aproximacnich popf. interpolacnich obloukti n-tého stupné tak, Ze vysledna
kfivka ma ve viech bodech geometrickou hladkost G"™" . | Koneénym poétem oblouka“ je
samoziejm¢ 1 jeden oblouk, znamend to, ze 1 jednotlivé oblouky (napf. Beziérovy,
Fergusonovy, Coonsovy atd.) budeme povazovat za splajn kiivky.

V Rhinoceros jsou k dispozici splajny do hladkosti G“. Jsou dostupné zmenu
Kiivka/Volny tvar/Ridici body. Jak bylo fe¢eno v zavéru kapitoly 5. 2., pii volbé stupné n
Je tfeba zadat nejméné n+1 bodul. Je-li zaddno bodi méné, prikaz se sice vykona, vysledny
stupen kiivky vSem bude nizsi. Jsou-li napiiklad zadadny pouze tii body, bude vysledna kiivka
pouze stupné dvé, prestoze jsme pozadovali napt. ¢tyfi. Je-li zadano bodi vice nez je potieba
pro konstrukci kiivky pozadovaného stupné, je sestrojovana splajn kiivka navazana z oblouku
nizSich stupnil. Lze se o tom piesvédcit ve vlastnostech kliknutim na tla¢itko Podrobnosti.
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Splajn kiivky dale systém vyuzivda pfi navazovani izolovanych obloukdi zmenu
Krivka/Nastroje pro upravu krivek/Navazat. V tomto piikazu jsou k dispozici volby
Pozice — zaruuje spojitost vysledné k¥ivky, tedy hladkost G, Te&nost — v bod& spojeni
zaruéuje spoleénou teénu, tj. hladkost G a K¥ivest — v bodé spojeni zarucuje spole¢nou
oskulaéni kruznici, zarucuje tedy hladkost G**.

Rhinoceros umoziuje rovnéz zménu tvaru jiz sestrojené kiivky, a to nejen zmeénou soutadnic
fidicich bodu, ale umoziuje rovnéz fidici body vkladat ¢i odebirat, dodate¢né 1ze také zménit
stupeni sestrojené kiivky, a to piikazem Rekonstruovat.

4. Lokalni kontrolovatelnost: Kiivka, kterd vznikla aproximaci po ¢astech, tj. napojenim
n¢kolika obloukl nizsich stupniti, se oproti kiivkdm vysSich stupiiu vyznacuje tzv. lokalni
kontrolovatelnosti. Zména jednoho fidictho bodu takové kiivky totiz nemusi mit vliv na
konstrukei celé kiivky. U téchto kiivek ovliviiuje maximalné tfi jeji sousedni oblouky.

5. Bazové funkce: V odst. 1 kapitoly 2. 3 jsme hovofili o linedrnich kombinacich vektort a
bazovych vektorech. Tyto pojmy maji smysl rovnéz u funkci. Linearni kombinaci funkci

fi(t); f,(t);..; f,(t) rozumime libovolnou funkei f(t), pro kterou existuji redlna Gisla

C;5Cy5..5C, tak, zZe plati
f(t)=c - f(t)+c,- f,(t)+..+¢c,- f (1)

Napiiklad funkce f(t)=5e"'sint je linearni kombinaci funkci f,(t)=e"'sint;

f,(t)=e"sint, protoZe pro ¢, =4; ¢, =e mame

c,- fi(t)+c, - f,(t)=4-e"'sint+e-e'sint=4-e"'sint+e" sint=5-e"" sint = f (t)
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Naopak funkce B!’ (t)=t’ neni linearni kombinaci funkei B (t)=(1 —t)2 ;
B (t)=2t(1-1); nebot pro kazda dvé &isla ¢;;c, je t* = ¢ -(1-t)" +¢,-2t(1-t).

Funkce f,(t);f,(t);...; f,(t), z nichZ ani jedna neni linearni kombinaci ostatnich, nazyvame

linearné nezavislé, nebo téZ bazové funkce.

Ke konstrukci aproximacnich kitivek tvaru
Q(t)=fy(t)- P+ f,(t)- P +..#+ f(t)-P+..+ f (1) P, (D)

nemd smysl pouzit funkci funkce, kterd by byla linedrni kombinaci ostatnich. Pokud by totiz
funkce f;(t) v zapisu (4) byla linearni kombinaci ostatnich funkei, byl by bod P, afinni

kombinaci ostatnich fidicich bodl a konstrukce kiivky by se bez n¢j mohla obejit.

6. Uniformni a neuniformni B-splajny: Splajny, k jejichz konstrukci je pouzito vyhradné
bazovych funkci nazyvame bazové splajny, kratce B-splajny. Tyto B-splajny lze dale délit
podle tvaru tzv. uzlového vektoru (ten urcuje, jakym zpiisobem jsou konstruovamy bazové

v

funkce) na uniformni a neuniformni. Obecnégjsi informace o téchto splajnech a zptsobu jejich
konstrukce piekracuji rdmec tohoto textu, a proto je nebudeme uvadét. Dodejme pouze, ze
Bernsteinovy polynomy — viz vztah (3) kpt. 7. 3. - jsou bazové a jednotlivé oblouky
Bézierovych kiivek jsou neuniformni. V dalSim textu je jest¢ ponékud zobecnime.

19. B-splajn krivky v euklidovském prostoru: Pokusme se nyni zapsat B-splajn kiivku jako
euklidovskou bodovou funkci. Vime, ze B-splajn kiivku je mozné zapsat ve tvaru afinni
kombinace fidicich bodt (viz vztah 1), kde Pj;P;...; P, jsou euklidovsti reprezentanti bodii

projektivniho prostoru a f (t); f (t);...; f, (t) jsou bazové funkce, pro které je
vteD: f,(t)+f(t)+...+f (t)=1 ()
Rozepiseme-li rovnici (1) do soufadnic v _E*, dostaneme

q1 p01 pll pnl fO(t)

0, _ Po P2 o Ppz fl(t) (3)
0, Pos Pis - Pns

q) L1 1 . 1 )Lf(1)

Z toho vyplyva, ze q, = f,(t)+ f,(t)+..+ f (t) a diky podmince (2) tedy q, =1. V zépisu

(3) lze tedy Ctvrté soutadnice bodli vynechat a psat

q Por Py - Py

1 ~ 01 11 1 fl (t)
q2 - p02 p12 pn2
q3 p03 p13 pn3 fn (t)

Diky tomu lze tyto kiivky zapsat ve tvaru afinni kombinace 1 v euklidovském prostoru:

Q)= f, ()P + f, ()P +...+ f, ()P, 4)
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kde Q(t);P e E’; i=0;1;..;n. Vidime, Ze v piipadé B-splajn kfivek je rovnice (4) formalng
shodna s rovnici (1).

6. 6 NURBS krivky

Véaznym nedostatkem neuniformnich B-splajn kiivek je nemoznost pfesného modelovani
kuzeloseCkovych obloukid a déle skutecnost, Ze tyto kifivky nejsou invariantni vuci
projektivnim transformacim, coz je nepifijemné v piipadé€, je-li v geometrickém modelari
pouzito stiedové promitani. Tyto nedostatky piekonévaji tzv. NURBS kiivky (Non Uniform
Rational B-Spline)

NURBS ktivky maji tyto vlastnosti:

1. Lze je vzdy zadat tak, aby prochazely prvnim a poslednim bodem fidiciho polygonu.
2. Jsou lokaln¢ kontrolovatelné, tj. zména polohy, resp. vahy jednoho bodu ma tedy vliv
pouze na Cast kiivky.
3. Jsou invariantni vici projektivnim transformacim
4. Umoznuji presné vyjadieni kuzelosecek.
1. Definice NURBS krivky: Necht P,;P;...;P, jsou euklidovsti reprezentanti bodt
projektivniho prostoru, f,(t); f,(t);...; f,(t) jsou bazové funkce takové, Ze

vteD: f(t)+f(t)+...+f (t)=1 (1)
NURBS kiivkou rozumime mnoZinu vSech bodu linearnich kombinaci reprezentanti f, (t)P,,
.
vteD: Q(t)=a,f,(t) P+, f (t) P +...+o,f,(t)P, Z ()

Koeficienty @,;®;;...;

. této kombinace nazyvame vahy bodu Py; P;...; P,. Vektor

0= (a)o; @p;...; 0, ) nazyvame vahovym vektorem.

Pfipominame, Ze alespon jedna vaha musi byt nenulova (nulovy vektor totiz nemuize byt
reprezentantem bodu v projektivnim prostoru).

2. Priklad: Pomoci Bernsteinovych polynomi sestrojme NURBS ktivku 2. stupné s vahami

a) o, =L =%;0,=1 d) o, =20, =40,=2
b) o, =l0, =1, =1 e) w,=10;0, =20;w, =10
c) w,=Lo =20, =1 ) o, =-lLo =-2;0,=-1

ReSeni: Bernsteinovy polynomy 2. stupné jsme sestrojili — viz vztah (2) v kpt. 9. 9
a) Q, ()=, f, (t)- P, + &, (1) P+, T, (t)- P, =1-(1-t) - P, + 1[ 2t-(1-1) | P, +1-°P,

b) Q, (1) =, f, (1) P, +@ f,(t) P +,f,(t)- P, =1-(1-t) - P, +1:[2t-(1-t) | P, + 1-°P,
) Q. (t)=,f, ()P, +@ f, (1) P +o,f, (1) P, =1-(1-t)" - P, +2-[ 2t-(1-t) ] P, +1-’P,
Kiivky Q,(t); Q. (t); Q¢ (t) ze zadani d) e) f) analogicky (pfenechavame Ctenaii)
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Vsimnéte si, ze pro ®, =o, =, =1 dostavame Bézierovu kiivku 2. stupné. Pro¢ se tyto
ktivky oznacuji jako racionalni, kdyz v naSem zéapisu zadné lomené vyrazy nejsou, vysvétlime
v nasledujicim textu.

3. Geometricky vyznam vahového
T vektoru objasnime na piipadu rovinné
" ’ B-splajn kfivky 2. stupng. Kazdy bod
B-splajn kiivky vzniké jako kombinace
B,P, + B,P, + B,P, euklidovskych
reprezentantl fidicich bodu.

Diky tomu, ze tato kombinace je afinni
- tj. diky podmince (2) — je vysledkem
euklidovsky reprezentant, tj.
reprezentant, kterého lze rovnéz
povazovat za bod v euklidovské
rovin€. Vahy pfifazené jednotlivym fidicim bodiim zptlisobi, Ze se z ptivodni afinni kombinace
reprezentantll stane pouze kombinace linearni, tj. vysledni reprezentanti kiivky ,,opusti
euklidovskou rovinu. Na obrazku mame dalsi kiivku, kde jsme bodim P,; P, pfifadili vahy

w, =m, =1 a bodu P, jsme pfifadili vdhu @, =3. Diky ni neni soucet B P, + o B,P, +B,P,
euklidovskym reprezentantem a opustil euklidovskou rovinu. Bod ,Q, ktery tento soucet
reprezentuje, se v projektivnim prostoru ziejmé bude se vzriistajicim @, blizit bodu P. To
znamenda, Z¢ 1 jeho euklidovsky reprezentant ,Q se bude bliZzit k euklidovskému

reprezentantovi P, bodu P,.

(KR
Dl
A

s 255
P e S
T e T
R T T e

NURBS kiivky tak lze tvarovat nejen zménou fidicich bodi, ale 1 zménou jejich vah. V
euklidovské roviné se to projevi tak, ze se vzristajici vahou se budou body kiivky vice blizit
ptislusnému fidicimu bodu. Naopak bude-li vdha mensi, kiivka se od fidicitho bodu vzdali.
Zménu tvaru NURBS kiivky pomoci vah ov§em nelze chépat jen takto intuitivng€. Jak uvidime
v dal$im textu, maji tyto zmény hlubsi geometrické souvislosti.
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—E"i m 4. NURBS krivky v Rhinoceros: Vahu fidicich boda
: ,n.} ﬁ muizeme ménit piikazem Vaha, a to v rozmezi 0.1-10. Na
D’P pfipojeném obrazku je plivodné kubicka Bézierova kiivka, u
’_ @ ﬁ / niz byla zménéna véha jednoho fidiciho bodu postupné na
| 15 Zménit vahu Fidiciho I:u:u:||_|| 0.5,2;3;4;5.
|42 e T T

5. Poznamka: Je zfejmé, Ze vyndsobime-li vahy
libovolnym cislem riznym od nuly, kiivka se nezméni (Presvédcte se o tom v Rhinoceros!).
Vektory (a)p];a)pz;a)p3;a)p4); (kcop];ka)pz;ka)p3;ka)p4); k0 jsou totiz reprezentanty

téhoz bodu. V piikladu 2 je tedy Q. (t) = Q, (t)=Q, (t)=Qq (t).

6. NURBS kf¥ivka v euklidovském prostoru: Piepiseme-li rovnici (2) do soufadnic v E?,

mame
w, T (t
) (Pa Pu - Py ;ﬁ&;
0 [=| P2 Pz - Pnz 11 (3)
oR 1 1 ... 1 a)nfn(t)
Tedy

d, = P, T, (t)+ PL@, fl( )+ A+ o, f (t):z Py, i (t)

i=0
n

d, = P, f, (t)+ P f, (t)+ A+ P, f (t): 4 Pt (t)

-
8

0 =, f, (t)+ o, f (1) +..+ a0, T, (1) =

i=0
Abychom obdrzeli kartézské soutadnice bodu Q v euklidovském prostoru je tieba, abychom

bod Q =(0,;0,:0;) € ,.E” reprezentovali euklidovskym reprezentantem Q = [&;&; IJ , tedy

0; G,
Z Py, i t) q Z pLo, (t)

2

a _

g; Zu " Za}lfi(t)

Vyjadieni NURBS kiivky v euklidovském prostoru je tedy tvaru

n

} Zn: Py, f, Zp.za’i f (t) _g[pn; piz]a’i f; (t)

IO .I:O

Z 2 o f (t) ) iZnO:a)i f(t)

Q)= [ql.qz

4,

takze

Q)= 2 Q)<E’ @
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Ve srovnani s vyjadfenim v projektivni roving ,,pfibyva“ jmenovatel — odtud neuniformni
racionalni B-splajn kfivky. Jsou-li funkce f; (t) ve vyrazu (4) Bernsteinovy polynomy,

nazyvame kiivku racionalni Bézierovou krivkou. Vyraz (4) se v literatuie Casto uvadi ve
tvaru

Q(1)=3 R R (1) 5)
kde i

R (t) :n; (6)

je tzv. racionalni baze. I v euklidovském prostoru samoziejmé plati pozndmka 5 — pouZzijeme-
li ve vyrazu (4) resp. (5) a (6) misto vah @, jejich nenulové nasobky ke, , vyrazy se nezméni.

7. KuzZeloseckové oblouky jako NURBS:

a) UvaZzujme nejdiive Bezierovu kiivku 2. stupné, kterd ma tvar
Q(t)=P,-(1-t)" +P-2t-(1-t)+ P, -t*

(viz kpt. 7. 2., vyraz 2). Oznatme S, stied Gsecky P,P, a uréeme bod Q(). Podle
algoritmu de Casteljau (viz kpt. 7.2) to bude stied usecky S;;S,,, kde S, je stted PR, S,,
stted PP, . Usetky P,P;; PP, jsou viak te¢ny oblouku v bodech P,;P,.Bod P, je tedy pél a
bod M je knému polarné sdruzeny. Usetka S,,S,, je stfedni ptickou AP,PP,, z&ehoz
vyplyva, ze Q (%) je sttedem UseCky P,S,. Je tedy (Pl; SOZ;Q) = -1, z toho uz ovSem plyne,
ze vySetfovanym obloukem je oblouk paraboly (viz kpt. 5.4. odst. 6)

b) Podivejme se nyni na NURBS kiivku 2. stupné
s vahami @, = o, = ®, = @ . Podle poznamky 4 a
prikladu 2b) dostavame

Q(t)=P,-(1-t) +P,-2t-(1-t)+ P, -t’

tedy opét Bézierovu kiivku 2. stupné, o které jiz
vime, Ze je to parabola.

¢) Uvazujme nyni vahy o =0,#0,.
Z pozndmky 5 je opét ziejmé, ze v tom piipadé
muizeme polozit @, =w, =1; @, #1. Zamysleme
se jeSté¢ jednou nad geometrickym vyznamem
vahy o, #1 Vazenim piejde bod Q projektivniho
bodu prostoru do bodu Q', jehoz euklidovskym

"B reprezentantem je Q'. V syntetickém modelu
projektivni roviny dostaneme bod Q' jako obraz
bodu Q ve stfedové kolineaci kol (S,;;P,P;;Q —>Q" a bod Q jako obraz bodu Q' ve

sttedové kolineaci kol,(S,;P,P,;Q'—> Q"). Protoze kol, i kol, zachovavaji dvojpomér, jejich
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slozeni opét zachovava dvojpomér, je to tedy rovnéz kolineace. NURBS kiivka k s vahami
w, =w, =, =1 je parabola (viz pifedchozi odstavec), podle kpt. 4.4. odst. 3 je tedy kiivka

s vahami @, =w, =1; o, #1 kuZeloseCka. Zbyva rozhodnout, kterd. Uvazujme tedy NURBS
kiivku tvaru
(1-t)"-P, + 20t (1-t) P, +*P,

(1-t)" + 20t (1-t)+t*

K(t)=

a spoctéme bod Q(34):

)2 P +205(1-3)R +(%)2 P, _ P ty0P+iP,
1-1) +204(1-1)+(2) AL

.OP, 1OP

Vyuzijme afinni invariantnosti, tj. skutecnosti, Ze volbou jinych fidicich bodd (pokud
zustanou vlastni) nezménime pocet nevlastnich bodi kuzelosecky (tj. elipticky oblouk zistane

eliptickym a hyperbolicky hyperbolickym). Polozme tedy OP,=(-1;0); OP,=(1;0).

Dostavame

00=—2"0P,  neboli gl

ro oR| T+a @

Bod P, je pélem kuzelosecky, pfimka p =P,P, jeji polarou (pii nasi volbé je polarou osa X).
Bodem polarné sdruzenym s P, je pocatek O soufadné soustavy. Ozna¢me B dalsi prisecik
secny OP s kuZzeloseckou. Protoze (H;O;Q; B) =-1,je
(P:0:A) _(R:A) (O5Q) _
(R:0:Q) (0:A) (R:Q)

a
©Q_ (%9 _ 1 _ 1 7w
(0:P) (0:Q)+(R:Q) 1+ 1+82 1+o
Je-li <1, je — @ ﬁ 1 , takze \P “ (P O;B; )> 1. To ovSem znamend, Ze v ptipadé

1+w 1+‘OB‘

w<1 je uvazovand kiivka elipsou (viz prvni obrazek vkpt. 5.4.). Je-i wo>1, je

10, 1 1 y . .
——=—71>>—, takie % =(P;0;B;)<1. To znamena, Ze pro @>1 dostivame
1+ 14+ ‘\ols\‘ 2 08|

hyperbolu (viz tentyz obrazek). MiZzeme tedy shrnout: Raciondlni Bézierova kiivka 2. stupné

s véhami o, = w, je:

pro o, < @, = w, elipticky oblouk;
pro @, = w, = @, parabolicky oblouk

pro @, > @, = @, hyperbolicky oblouk
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8. Kruhovy oblouk a kruzZnice jako NURBS: KruZznice je dulezity specialni ptipad elipsy.
V CAD systémech je hojné pouzivéana, a to nejen sama o sob¢, ale slouzi k modelovani celé
fady téles. Podivejme se tedy na podminky, za kterych elipticky oblouk z ptedchoziho
odstavce piejde v oblouk kruhovy. V pfipadé¢ kruhového oblouku musi predevsim byt

B |P1PO|=|P]P2|. Umistéme pocatek do stfedu

S,, usecky P,P,. A dale predpokladejme
w, =w, =1. Zbyva tedy najit @,. Podle (7)
a P @)
. " ma byt I0QI__@ ki uselosetka

a 1,70 10(0.5) OR| 1+@

2 kruznici, lze délky |OQ|, |OP| vyjadiit
pomoci jejiho poloméru a piislusného
sttedového uhlu:

B oo
|OS|=rcos%; SP]|= . Dale je
cos %
|0Q| =[SK|—-|0S|=r—rcos<
r(1-cos® <
oP|=|sR|-|0S|=— —rcos%:—( g
cos % cos %
Pro pomér téchto vzdalenosti tedy dostdvame:
o _ |0Q| _ (r—rcos%)-cos% _ r(1-cos%)-cos% _cos§ cos<
l+o |OR)| r(l—cosz%) r(1—cos¢)(1+cos%) 1+cos%

Kruhovy oblouk se sttedovym thlem « tedy dostaneme volbou fidicich bodli P,;P; P, tak,
aby |P1P0| :|P1P2

>

<):P0P1P2| =r—a (pro¢?) a vahového vektoru ® =(1;cos%;l). Specialng
pro &tvrtkruznici tedy musi byt o =(1;cos%;1)= (l;%;l) a fidici body tvofi vrcholy
rovnoramenného pravothlého trojuhelnika. Celou kruznici pak obdrzime hladkym spojenim
ctyt takovych obloukd, tj. pouzijeme celkem osm fidicich bodt, z nichz krajni body kazdého
segmentu tvoii stfedy stran a prostiedni body jeho vrcholy. Stiedy maji vdhu @ =1, vrcholy
vahu a)':% (poptipadé nasobky téchto hodnot — viz opét poznamku 5). Snadno s o tom

muzeme piesvédcCit v Rhinoceros. Sestrojme kruhovy oblouk s libovolnym stfedovym thlem,
zobrazme jeho fidici body a zkonteolujme jejich vaghy. Déle sestrojime kruznici (jakymkoli
zpusobem), opét zobrazme jeji fidici body a zkontrolujme jejich vahy.

_\E . w, =1
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V CAD systémech je kruznice sestrojovana spojenim Ctyt Ctvrtkruznic, (viz kpt. 6. 5, odst. 3),
pricemz toto spojeni je stupné G,

9. Elipticky oblouk a elipsa jako NURBS: NURBS kifivky jsou invariantni vuci
projektivnim transformacim. Znamena to nasledujici: Pro kazdé¢ dv€ NURBS kiivky k,; k,
stupné N stymiz bazovymi funkcemi existuje prokjektivni zobrazeni F takové, ze
7 :k, > k,, tj. obrazem kiivky k, je kiivka k,, a to bez ohledu na pouzité vahy, ¢i fidici
body. Vezmeme-li libovolnou racionalni Bézierovu kiivku druhého stupné, jedna se vzdy o
oblouk kuzeloseCky. Pouzijeme-li vdhy @, =®, =®,, je kiivka k, obloukem paraboly.
Pouzijeme-li o, =w,; o, # ®,, je kiivka obloukem eliptickym nebo hyperbolickym. Pfitom
jak elipticky, tak hyperbolicky oblouk lze obdrzet jako obraz oblouku parabolického ve
vhodném projektivnim zobrazeni.

Dale 1ze ukézat, ze dvé NURBS kiivky stupné n s tymiz bazovymi funkcemi a navic stejnym
vahovym vektorem @, jsou afinné invariantni, tj. pro dvé takové kiivky kK, ; k, vzdy existuje
afinni zobrazeni .4 takové, ze .4 :k, > K, , a to bez ohledu na pouzité tidici body.

10. ,Rytzova*“ konstrukce elipsy v Rhinoceros. Mame-li pravitkem a kruzitkem sestrojit
osy elipsy, zname-li jeji sdruzené primeéry, je mozné pouzit Rytzovou konstrukci (viz odst. 4.
kpt. 5. 6.). Ocitneme-li se ve stejné situaci v Rhinoceros, mame k dispozici jednodussi cestu.

Pomoci ptikazu Kopirovat aplikované na zadané sdruzené priméry opiSeme hledané elipse
rovnobéznik, jehoz vrcholy spolu s koncovymi body zadanych priimért poslouzi jako tidici
body ¢tyt Bézierovych obloukil druhého stupné. Po sestrojeni téchto obloukii zménime véhy

ve vrcholech rovnobéznika na hodnotu a):g. Takto vzniklé ctyfi eliptické oblouky

v ptipad¢ potieby sjednotime piikazem Spojit.
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