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7 Uvod do kinematické geometrie v roviné

V této kapitole se budeme zabyvat pohybem. Slovo ,,pohyb®, které jsme pouzili v minulé
kapitole, pouzivame zcela bézné€, zname ho 1 z fyziky. Zde jsme ho zdmérn¢ prozatim uvadeli
v uvozovkach, protoze ho lze matematicky precizovat. Navod k tomu, jak to udélat davaji
kapitoly 3.3 (pro pohyb v rovin¢) a 3.4 (pro pohyb v prostoru) Na rozdil od fyziky se
nebudeme zabyvat pfi¢inami pohybu, tj. silami, které pohyb zptisobuji. Nebudou nés tedy
zajimat ani deformacni ucinky sil, budeme piedpoklddat, Ze pohybujici se objekt neméni sviij
tvar. Budeme se tedy zajimat jen o kinematiku objektll a svoji pozornost omezime na pohyb v
roving.

7. 1 Bodova funkce, pohyb

Pokusme se nyni pfesnéji specifikovat, co budeme rozumét rovinnym objektem a jeho
pohybem. ,,Pohyb* probiha v ¢ase, jeho ,,vysledkem* musi byt nova ,,poloha“ objektu, kterou
1ze z té plivodni ziskat ptfimou shodnosti.

1. Pohyb bodu v roviné: Podivejme se nejdiive na pohyb objektu, ktery fyzikové oznacuji
jako hmotny bod — tedy objektu zanedbatelnych rozméri. Pohyb probihd v case, ktery lze

modelovat redlnym cislem t e <tl;t2> . Pro kazdy ¢asovy okamzik musi byt k dispozici piima
shodnost, ktera umozni ze znalosti pocate¢ni polohy X =(X1;X2;1)e _E’ ziskat aktualni

polohu X'=(x';x';;1)e E*. Pohybem 7 tedy bude mnoZina zobrazeni

X' fL,®) f,0) fL,®) %
Xy (=] @) T f0) ] X tedy X" =M (t) X te <t1§tz> (1)
1 0 0 1 1

kde prvky matice M(t) jsou spojit¢ funkce a pro kazdé te(t;t,) je detM(t)=1. Tuto

matici nazyvame matici pohybu.

2. Priklad: Mnozina zobrazeni

X' cost —sint 0)( X
X', |=|sint cost O X, |;te <O; 27z> 2)
1 0 0 1)1

je mnoZinou vSech otoceni bodu X:(Xl;xz;l) o thel te<0; 27z> kolem pocatku. Popisuje
tedy pohyb libovolného vlastniho bodu po kruznici se stiedem v pocatku (piesnéji feCeno jeho
jednu otacku).

3. Neproménna rovinna soustava a jeji pohyb: Neproménnou rovinnou soustavou X
rozumime libovolny geometricky rovinny utvar. Pohybem tohoto utvaru rozumime mnozinu
ptimych shodnosti, kterou 1ze obecné zapsat ve tvaru

Z T — M . ZT
Pro kazdy bod X utvaru X tak plati rovnice (1). Kazdy bod X eX je tedy zobrazovan na

body jisté kiivky. Tuto kiivku nazyvame drahou ptislusného bodu.
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4. Priklad: Podivejme se jesté jednou na rovnici (2) a vypoctéme drahu bodu X = (r; 0; 1) :

X', cost —sint O\(r rcost
X', |=| sint cost 0]/ 0 |=|rsint ; te<0;277> 3)
1 0 0 1)1 1

To znamena, Ze
X' =Trcost
! , te(0;27)

X', =rsint

Asi nas nepiekvapi, ze dostdvdme zndmé parametrické rovnice kruznice.

Pohyby v roviné lze, jak jiz bylo feceno, sestrojovat pomoci pfimych shodnosti. Protoze
kazdd pfimd shodnost se sklada z posunuti a otoCeni (viz kpt. 2.5. odst. 2), znamena to, ze
kazdou nasledujici polohu pohybujiciho se Gtvaru Ize nalézt pomoci posunuti a otoceni:

5. Okamzity stied otaceni: Normaly trajektorii vSech bodi soustavy v dané poloze
prochazeji jedinym bodem — okamzitym stfedem otaceni.

Toto tvrzeni plati 1 v pfipadé, Ze se jednd o ptimocary pohyb. Trajektorie bodl soustavy jsou
v tomto piipadé totiz vzajemné rovnobézné piimky. Normaly k nim jsou kolmice, které jsou
rovnéz vzajemng rovnobézné — stied otaceni je v tomto ptipadé nevlastni.

Znéme-li tedy drahy alespont dvou bodi pohybujiciho se ttvaru, l1ze najit okamzity stred

otaceni, a to jako prusecik normal drah pohybujicich se bodl. Na piipojeném obrazku je tato
skute¢nost ilustrovana pro pohybujici se trojihelnik.

nepromeénnd rovinnd soustava X ~

trajektorie bodu

normdla k trajektorii

okamzity stred otdceni

V nasledujicim textu budeme potiebovat pojem délka oblouku kiivky, ktery jsme doposud
nedefinovali. K této definici je totiz potfeba znalosti diferencidlniho a integralniho poctu,
s jehoz zaklady se teprve budete seznamovat. V n€kolika nasledujicich odstavcich se tedy
spolehneme na intuitivni zifejmost tohoto pojmu. V piikladech pak budeme potiebovat jen
délku usecky a kruhového oblouku, tedy délku specidlnich kiivek, které jsou dostate¢né
znamy.
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6. Odvalovani kiivky po kfivee: Uvazujme dvé rovinné kfivky p(t); h(t). Sestrojme
posloupnost ktivek hy;h;....;h  (pro struénost vynechavame oznaeni parametru), a to

nasledujicim zptisobem: Na kiivce p sestrojme posloupnost bodit P;P;...;P, a na kiivece h

posloupnost H;H;..;H, :‘HiHH1 .

tak, aby pro kazdé¢ i1=0;l;...,n—1 platilo ‘I/DiTDH1

Ki#ivku h pak sestrojime nasledujicim zptisobem: Kiivku h zobrazime vrotaci R, se

sttedem H;, a thlem ¢;, ktery je roven uhlu smérovych vektor

.P(P)=p(R);. H(H;)=h(H,) kiivek p; h vbodech T; H, (na pfipojeném obrazku

provedeno pro i=2). Ktivku h', kterou takto obdrzime, posuneme o vektor v, = H.P. . Pro
i1=0;1;...;n je tedy

Fi =T (vi)e R (Hise);
vi=HS;: = <[p(R):h(H,)]
Z,:h—>h

Ktivky h;h se nyni dotykaji (tj. maji spole¢nou te¢nu) vbodé P. Takto sestrojenou
posloupnost kiivek h;;h,;...;h nazyvame odvalovanim kiivky h po kiivce p.
7. Pevna a hybna polodie: Pfedpokladejme nyni, Ze zndme drdhy dvou bodl pohybujici se

soustavy X . Podle odstavce 5 mizeme pro kazdou polohu soustavy sestrojit okamzity stied
otaceni. Mnozinou vSech okamzitych stfedd otdCeni soustavy pii jejim rovinném pohybu je
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rovinna kiivka p, kterou nazyvame pevna polodie. Sestrojme soustavu X'=XuUh tak, ze h
je mnozina vSech bodii H,, které se v jistém okamziku stanou stfedem otac¢eni. Mnozina h je

kiivka, kterou nazyvame hybna polodie.

Plati nasledujici dulezita véta:

8. Véta o popisu rovinného
pohybu, vratny pohyb: Kazdy
pohyb v roviné lze popsat
odvalovanim hybné polodie po
polodii pevné. Pohyb 7, ktery
vznikne z pohybu P zaménou
polodii, nazyvame vratnym pohybem
k pohybu 7.

hybna polodie

Pohyb 7 vratny k pohybu 7 tedy
ziskdme tak, ze pevnou polodii
pohybu 7 nechame odvalovat po

pevnd polodie

polodii hybné (zaménime pevnou a hybnou polodii).

7. 2 Cykloidy a evolventy

vvvvvv

jsou kruznice, nebo jedna je kruznice a druhd piimka.

1. Cykloidalni pohyb je pohyb, jehoz hybnou polodii h je kruznice, pevnou polodii p muize
byt libovolna kiivka. Trajektoriemi bodii pohybujici se soustavy jsou kiivky, které se nazyvaji
cykloidy. Trajektorii bodu Aeh je prosta cykloida, trajektorii vnitiniho (vnéjsiho) bodu
kruznice je zkracena (prodlouzend) cykloida. Zde ukézeme specidlni pfipad, kdy pevnou
polodii je piimka.

Syntetické konstrukce:

Prosta cykloida: Sestrojime hybnou a pevnou polodii - kruznici k(O, r) ajeji tecnu p. Na
kruZnici zvolime dostateCny pocet bodii — na pfipojeném obrazku body H ;H,;H;;...
vymezuji oblouky piislusné stfedovym thlim Z. Tyto oblouky naneseme po rektifikaci na
rovnobézku s pfimkou p jdouci stfedem kruZnice — body O;;0,;0;;... - stfedy valici se

kruznice. Sestrojime kruznice Kk; (Oi,r) - valici se kruznice. Jejich priseciky s pfisluSnymi

rovnobézkami s p jdoucimi body H,;...;H,, jsoubody A;B;C.... hledané cykloidy.
R
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ProdlouZena a zkracena cykloida: Konstrukce sttedti O,;...;O,, je stejnd jako v pfedchozim

ptipad¢, body vSak hledame pomoci kruznice soustfedné s Kk, ktera ma polomér vétsi
(prodlouzena cykloida) ¢i mensi (zkracena cykloida) nez r.

y Analyticka konstrukce: Hybnou polodii (kruznici) a pevnou
h polodii (ptimku) zvolime tak, aby sloZeni translace a rotace
bylo co nejjednodussi. Tedy
r
X h=x*+y* =r? =(rcost;rsint;1)
S| £ w . , .
H, p=y=-r,bod S vpocatku (viz obrazek). Valivy pohyb se
rt sklada z rotace o uhel —t a posunuti o vektor v=(rt;0;0)
S =H, S P (nebot” délka prislusného oblouku je r-t).
v=(r;0;0) Jeho matice je tedy
1 0 rt) (cos(—t) —sin(—t) 0 cost sint rt
M=T,-R =|01 0 [-|sin(-t) cos(-t) 0|=|—sint cost 0
001 0 0 1 0 0 1

Spojime-li tedy s valici se kruznici bod A= (O;—a; 1) , obdrzime jeho drédhu ve tvaru

a'| cost sint rt) (0 a' - —asint4rt
AT=M-A" = |a', |=|-sint cost 0 |-|-a|=
1 0 0 1 1 a', =-acost

Je-li a=r, jedna se o prostou cykloidu (v tom piipadé¢ je totiz Aeh), je-li a<r (a>r),
jedna se o zkracenou (prodlouzenou) cykloidu, nebot’ bod A lezi uvniti (vn€) h.

3 I _,...---""--._____ .
=

| — a-=

(g ]
(I8 ]
o+
v,
|
~1
o0
]
i

~ o~ N W

r:

2. Evolventni pohyb je pohyb vratny k pohybu cykloidalnimu, tj. pohyb, jehoZz pevnou
polodii p je kruznice a hybnou polodii h je libovolna kiivka. My se omezim na pfipad, kdy
hybnou polodii je pfimka Trajektoriemi bodli pohybujici se soustavy jsou kiivky zvané
evolventy. Pritom trajektorii bodu Aeh je prostd evolventa, trajektorii bodu leziciho
v polorovin¢ ur¢ené teCnou a normalovym vektorem kiivky resp. vektorem opaénym je
prodlouzend (zkracena) evolventa. Opét ukaZzeme specidlni piipad, kdy pevnou polodii je
kruznice.
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Syntetické konstrukce:

Prosta evolventa: Na kruznici opct
zvolime dostateCny pocet bodli — na
pfipojeném obrazku body P,;P;P,;...
opét vymezuji oblouky pfislusné
sttedovym uhlim £. Sobotkovou
rektifikaci (viz kpt. 1.3. priklad 6b)
tohoto oblouku obdrzime usecku PQ.
V bodech R;P,;P,;... sestrojime tecny
kruznice, na které postupné¢ naniSime
Gsecky P, :|P18 5 P, :|P2C ;
p, =|P,D|.. tak z¢ p,=k-|R,Q|. Body
A=PR,; B;C;.... pak lezi na hledané
evolventg.

Analyticka konstrukce: Polodie opét
zvolime tak, aby slozeni translace a

rotace bylo co nejjednodussi. Tedy

Fy p=x’

=l
. B SB={rcost;rsint;0) bod S

X —p'(t)

a velikost |V

+y2=r25(rcost;rsint;1); h=x=r,

v pocatku (viz obrazek). Valivy pohyb

v =(raging;-ricost;0)  se sklada z rotace o tthel t a posunuti o vektor
---- a4’ v, ktery ma smér

=—(-rsint;rcost;0)

=rt (nebot délka piislusného

oblouku je opét r-t). Matice tohoto pohybu je

tedy
1 0rt)(cost —sint O0) (1 O rtsint
M=R,-T,={01 0 |sint cost 0|0 1 —rtcost |=
001 0 0 1)l00 1
cost —sint 0) (1 O rtsint cost —sint rtsin?2t
=| sint cost 0|0 1 —rtcost |=| sint cost -rtcos?2t
0 0 1)l00 1 0 0 1

Spojime-li s valici se kruznici bod A=(a;0;1), obdrzime jeho drahu ve tvaru

a', cost —sint rtsin2t a
A"=M-A" = |a', |=|sint cost —rtcos2t || 0
1 0 0 1 1

a'| =acost+rtsin 2t
a', =asint—rtcos2t
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Je-li a=r, jedna se o prostou evolventu, je-li a>r (a<r), jednd se o prodlouZenou
(zkracenou) evolventu. V ptipadé¢ a =0 dostadvame tzv. Archimedovu spiralu.

7. 3 Epicykloidy a hypocykloidy

1. Epicykloidalni pohyb: pevnou polodii p i hybnou polodii h jsou kruznice, pficemz jejich
dotyk je vnéjsi. Trajektorie tohoto pohybu se nazyvaji epicykloidy. Trajektorie stfedu O
hybné polodie je kruznice soustiednd s p. Vnitini (vnéjsi) body hybné polodie h opisuji
zkracené (prodlouzené) epicykloidy. Body kruznice h vytvoii prostou epicykloidu.

Syntetické konstrukce:

Prosta epicykloida: Sestrojime
pevnou a hybnou polodii - kruznice
p=(S,R) a h=(0O,r) svng&sim
dotykem. Na kruznici p zvolime
dostate¢ny pocet bodi — na
pfipojeném obrazku body
P;P;Py;...  vymezuji  oblouky

ptisluSné stfedovym 0hlim Z.
Jeden ztéchto obloukli zrektifi-
kujeme a opakované navineme na
> Y P kruznici h (viz poznamka 7. v kpt.
- Ak Er AR NN 2. 3) - ziskdme tim body
S AT s H;H;;H,;... Lze samoziejmé

PN o postupovat i obracené — zvolit body
H,;H,;;H,;... a ptisluSné oblouky

hybné polodie navinout na polodii pevnou. V piipadech, kdy poloméry kruznic jsou
celo¢iselnymi ndsobky, neni rektifikace nutna — v pfipadé¢ na nasem obrazku ma pevna
polodie dvakrat vétsi polomér, je tedy rozdélena na dvojnasobny pocet dilti. Déle sestrojime

posloupnost h, :(Oi;r) kruznic, kde body O, lezi na polopfimce opacné k SP, a

posloupnost k; = (S;ri), kde r,=SH,. Body A hledané epicykloidy jsou prise¢iky kruZnic

k;; h (vybirame jen jeden z nich, a to s ohledem na skute¢nost, ze bod dotyku se po pevné
polodii pohybuje ve stejném smyslu, v jakém se otaci polodie h).

Analyticka konstrukce: Stied pevné polodie p umistime do poc¢atku. Oblouk hybné polodie
h, pfislusny stfedovému thlu « se odvali po oblouku pevné polodie, ktery prislusi thlu .
V z4jmu co nejjednodussiho analytického popisu
zvolime stfed hybné polodie h rovnéz
v pocatku. Polodii h oto¢ime kolem pocatku o
uhel «, stied takto otocené polodie h posuneme

o vektor v=(R+r;0;0), ¢imZ ji zobrazime na

polodii h,. Tu je pak tfeba otoCit opét kolem
pocatku, tentokrat 0 uhel. Matice
epicykloidalniho pohybu je tedy
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M=R, - T,-R,=|sinf cosfp 001 O ||sina cosa O

cosff —sinff 0} (1 O R+r) (cosa —sina 0
0 0 1){0o0 1

cos f —smﬂ cos cosa —sina 0
=| sinff cosﬂ sm sing cosa 0 |=
0 0 1
cosﬂcosa—smﬂsma'—cosﬂsma—smﬂcosaI(R cos,B
= sm,BcosaJrcosﬂsmaI—sm,b’sma+cosﬂcosai(R )smﬂ
|
|

0 |

cos(a+f) —sin(a+pB) (R+r)cos 8
07 =| sin(a+p) cos(a+p) (R+r)sing
* 0 0 1

Jeste je tieba dofeSit vztah mezi thly «; 8. Ty
5 musi byt voleny tak, aby si délky pfisluSnych

. obloukt byly rovny. Mlzeme tedy polozit napft.
a=t, pak by bylo B=Rr't. Volba
te(0;27) pak znamend, Ze hybna polodie
" W —— ./ projede cely obvod pevné polodie. Opacna
RPN A S AR R 2 TN volba dava L =t;a=rR7't. Volba te<0;27z)

pak znamend, ze hybna polodie provede jednu
otacku. Zvolme druhou moznost. Pak je

S X
L1
=%

( cos(Rr*1t+t) —sin(Rr*It+t) (R+r)cost
M= sin(Rr"ltth) cos(Rr"lt+t) (R+r)sint
91 =i 0 0 1

-10

Spojime-li s valici se kruznici bod A=(a;0;1), obdrzime jeho drahu ve tvaru

a’ cos(Rr’lt+t) —sin(Rr’1t+t) (R+r)cost a
1
AT=M-A"= |a, |= sin(Rr‘ltth) cos(Rr"lt+t) (R+r)sint 10 |=
1 0 0 1 1

a', =acos(Rr_]t+t)+(R+r)~cost

a', =asin(Rr't+t)+(R+r)-sint

Je-li |a|=r, jedna se o prostou epicykloidu, je-li |a|< r (|a|>r), jedna se o zkracenou
(prodlouzenou) epicykloidu (chceme-li valit bod A vyznaCeny na obrazku, musime volit
a<0). Prosta epicykloida, pro kterou je Rr™' =1 (Rr™" =2) se nazyva kardioida (nefroida).
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2. Hypocykloidalni pohyb: pevnou polodii p i hybnou polodii h jsou kruznice, pfi¢emz
jejich dotyk je vnitini. Trajektorie tohoto pohybu se nazyvaji hypocykloidy. Trajektorie stfedu
O hybné polodie je kruznice soustiedna s p. Vnitini (vnéjsi) body hybné polodie h opisuji
zkracené (prodlouzené) hypocykloidy. Body kruznice h vytvoii prostou hypocykloidu.

Konstrukce hypocykloidy: je zcela analogickd konstrukci epicykloidy, a to jak synteticky,
tak analyticky. Rozdil je ve velikosti stfedné kruznic p; h - u epicykloidy byla R+r, u
hypocykloidy je to R—r. Dale je tfeba mit na paméti, ze pohyb bodu dotyku po pevné
polodii se d&e vopacném smyslu nez vjakém se otac¢i polodie hybnd. V syntetické
konstrukci je tfeba tento fakt zohlednit pfi hledani pfislusnych prisecikd kruznic k;; h,
v konstrukci syntetické je tfeba zménit znaménko u jednoho zUhll «;f. Matice
hypocykloidalniho pohybu je tedy
cos(Rr*It—t) —sin(Rr*It—t) (R—r)cost

M= sin(Rr’lt—t) cos(Rr’lt—t) —(R-r)sint

0 0 1
6 parametrické vyjadieni pak obdrzime ve
tvaru
S .:.I:.?f
R=6 sl TN AT=M-A"=
r=2 <1V A a=-1 a =acos(Rr't—t)+(R-r)-cost

A qz_—2 a'2=asin(Rl’_lt—'[)—(R—r)'Sint

Je-li |a|=r, jednd se o prostou

| _
T~
P hypocykoidu, jeqli fal <t ([a]> 1), jedn
| " 'll se o zkracenou (prodlouzenou) hypo-
2] \ ] cykloidu
|
~ - % Prostd hypocykloida, pro kterou je
41 TS0\ Rr' =3 (to je piipad naSeho obrazku) se
51 \ O\ nazyva Steinerova hypocykloida, pro
i ) Rr™' =4 obdrzime asteroidu.
- "} —

7. 4 Softwarové modelovani rovinnych pohybi

Pii ptedchozim odvozovani matic technickych
pohybl jsme byli limitovani ru¢nimi vypocty.
Pohyby jsme skladali tak, aby nasobeni matic bylo
pro rucni vypocty co mozna nejjednodussi, a tak
skladani epi- a hypocykliod bylo dosti krkolomné.
Pii strojovém zpracovani se nemusime ohlizet na
pracnost mechanického pocitdini — to mizeme
zcela  prenechat pocita¢i. Navic mizeme
sestrojovat valici se kruznice a pfimky v pohybu, a
to naprosto pfirozenym zptisobem.
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Uvazujme znovu cykloidalni pohyb. Nasim cilem tentokrat nebude matice tohoto pohybu ani
jeho parametrické rovnice. Cilem bude vymodelovani valici se kruZnice a znazornéni drahy

nekterych jejich bodii. Cely pohyb v Case te(to;tn> rozlozime na snimky situaci
v okamzicich t;; i =0;1;...;n. Pfedpokladejme, ze mame snimek v okamziku t; a potfebujeme
sestrojit situaci v okamziku nasledujicim (viz obrazek). Hledame tedy zobrazeni .7;, které
zobrazi bod H,,, na bod S,

i+l i+1

abod O, na O, . Zobrazeni .7, je tedy tfeba slozit z rotace
R:(O;ar) kolem bodu O; o thel « a posunuti 7(v) o vektor v - smérovy vektor pevné
polodie o velikosti |V| =ra . Matici posunuti madme k dispozici (viz kpt. 3.4.), rotaci vSak

znadme jen jako rotaci kolem pocatku. Bod O, pocatkem neni, rotaci kolem tohoto bodu
musime tedy slozit.

Bod, ktery ma rotovat kolem bodu S = (Sl;sz;l), je tfeba nejdiive posunout tak, aby stied

rotace splynul s pocatkem, tj. posunout ho o vektor —s :—(81;82;0). Takto posunuty bod
muze rotovat kolem pocatku o pozadovany uhel, poté je tieba celou situaci ,,posunout zpét*,
tj. o vektor s =(5;;5,;0). Rotace A, tedy vznikne sloZenim %, =7 0%, o a jeji matice
je tvaru Ry, =T -R, -T,. Pfislusny krok ¢ cykloiddlniho pohybu tedy dostaneme tak, ze

kruznici h, oto¢ime kolem bodu O, o uhel «, a pak ji posuneme o vektor v, tedy

=52 Roa-
Matice tohoto zobrazeni je
Ci = Tv ’ ROi,a = Tv ’ Tfoi ’ Ra ’ Tfoi

Lze také kruznici h nejdiive posunout do kruznice h,,, a tu pak rotovat o potiebny tihel, tedy

G=Ropa®%
C,=R, ,T,=T, ‘R,-T

i+1> —0iy a —0i41 v

Pozor! Neznamenda to ovSem, ze jsme prost¢ zaménili poradi posunuti a otoceni! V prvnim
piipadé jsme totiZ rotovali kolem bodu O,, ve druhém kolem bodu O, ,

Takové feSeni je samoziejmé pro rucni pocitani netinosné — jednak je tfeba ndsobit Ctyfi
matice, coz je velmi pracné, ale hlavné matice potiebné v jednotlivych krocich jsou pro kazdy
krok jiné (rotujeme totiz pokazdé kolem jiné¢ho stfedu). Pro kazdy krok je tedy tfeba vypocet
opakovat. Pro simulace na pocitaci je vSak naopak tento zpusob skladani velmi vyhodny —
mechanické vypocty zde neptedstavuji zadny problém (soucin matic je programatorsky zcela
rutinni zélezitost) a ,,sestavovani‘ pohybii timto ,,pfirozenym* zpiisobem je velmi vyhodné.
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Navic umoziuje sestrojovani drah pohybt nejriiznéjsich bodt: zvolime pocatecni polohu A,
poté jednoduse sestrojime posloupnost A, =C,-A. Timto zplisobem jsme schopni sestrojit

drahu bodu A, aniz bychom explicitné znali

h;, jeji rovnici (ta je ,skryta® vmaticich C,).
(O, Navic je mozné sestrojit 1 ,,valici se kruznici.
Aby bylo poznat, ze se kruznice skute¢n¢ vali
a nikoli jen posouvd, je dobré spojit s jejim
p it H,+ 7 obvodem né¢jakou pevnou a ,viditelnou*
O, konstrukci, napt. dva na sebe kolmé priméry.
I kjejich sestrojeni je mozné vyuzit vyse

B R Si=H,; h, uvedeného skladani zobrazeni — zvolime jeden
bod na obvodu, ktery valime s kruznici, dalsi
body ziskdme v kazdém snimku otocenim o

R([0:0]:) uhel Z kolem stiedu ,,aktualni* kruznice.

%
[
8

Zcela analogicky miizeme vymodelovat pohyb
epicykloidalni a hypocykloidalni. Krok &

epicykloidalniho pohybu slozime z rotace kolem stfedu O, kruznice h o thel o a zrotace
kolem stfedu pevné polodie (ktery miizeme volit v po¢atku) o thel . Uhly a; S je tieba
volit tak, aby délky odpovidajicich si kruhovych oblouki si byly rovny. Je tedy
My =Ry 0 Ry, » pOpt. podobné jako v pfedchozim piipadé M =R, , oR,, matice tohoto

kroku tedy je

M;=R,-R, ,=R,- T -R,-T,
popt.

Mi = Romﬂ ) Rﬁ = T*“m ’ Ra’ -T*Uin ) Rﬁ

U hypocykloidalniho pohybu je situace analogicka. Matici pohybu je sestavena naprosto
stejné, jen stied hybné polodie je tfeba volit s ohledem na vnitini dotyk a u jednoho z thlt « ;
F je tieba zménit znaménko.

12. Priklad: Stanovme drahu hypocykloidalniho pohybu, je-li R=2-1 a
a) a=-05-rb)ya=-15-r;c)a=—r

Reseni: Vymodelujeme-li dréhu zptisobem naznaGenym v piedchozim odstavci, mizeme
vyslovit hypotézu, ze v ptipadech a) b) je hledanou drahou elipsa, v piipadé€ c) primér pevné
polodie. Tyto hypotézy ovéiime pomoci rovnic odvozenych v odst. 10. Jsou-li parametrické
rovnice hypocykloidy

a', =acos(Rr"lt—t)+(R—r)~cost
a', =asin(Rr't—t)—(R—r)-sint
je v ptipad¢ a)
a', :—0,5-r-cos(2rr'1t—t)+(2r—r)-cost:—0.5-r~cost+r-cost:0.5.r-cost

a' :—O,S-r-sin(2rr‘lt—t)—(2r—r)-sint =—0.5-r-sint—r-sint=-15-r-sint

Jedna se o parametrické vyjadieni elipsy s poloosami a=1,5-r; b=0,5-r.

127



7 Uvod do kinematické geometrie v roviné UM FSI VUT v Brné Studijni text

V piipadg b) zcela analogicky dostaneme (a';;a',)=(—0.5-r-cost;=2,5-r-sint)
V ptipadé c) je
a'; =—r-cos(2rr 't —t)+(2r —r)-cost=—r-cost+r-cost =0

a' =—r-sin(2rr"1t—t)—(2r—r)-sint =—r-sint—r-sint=-2-r-sint

coZ je skute¢ng usecka s krajnimi body A[0;-2r] (pro t=2%); B[0;2r] (pro t=32);

demonstrovano na dal$ich obrazcich.
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