& Mongeovo promitani UM FSI VUT v Brné Studijni text

8 Mongeovo promitani

Pomoci metod uvedenych v kapitolach 3. 4., 3. 6. bychom mohli promitnout do roviny
libovolny ttvar 1/ c E’. V praxi viak vétSinou nestadi sestrojit jeden primét. Z primétu
utvaru U/ je vétSinou tieba vyc¢ist fadu vlastnosti ,,pivodniho® Gtvaru. Avsak bod P, v jedné
primétné je obrazem nekone¢né¢ mnoha bodl (totiz vSech, které lezi na promitaci piimce se
stopnikem P,). Kvili jednoznacnosti promitani se zavadi bud’ vice promitani na jednu
prumétnu, anebo jedno promitdni na vice priméten. K nejcastéji pouzivanym promitanim na
dvé primétny patii Mongeova projekce.

8. 1 Zobrazeni bodu

Vprostoru E’ nyni uvazujme dvé

/ navzajem kolmé primétny 7z,; 7,
2 14 . , -

g (pidorysnu  a  narysnu), jejich

Y prisecnici X=mNr, nazveme
| zakladnici. Libovolny bod
(I)A ) 25A A=[ x> 8y

: & do pldorysny a kolmo do narysny.
[ Ziskame tak dva priméty bodu A -
I

|

|

I

|

P

a,]e E’ promitneme kolmo

pudorys A a narys A,. Promitaci
piimky 's*; *s* bodu A pfi promitani
do ptdorysny resp. do narysny jsou na
sebe kolmé a rovina o”, ktera je jimi
uréena, je kolmd na obé primétny
7 7,, protoze obsahuje kolmice na
obé tyto roviny. P¥imky 's*; *s* jsou
riznobézné a kolmé na zakladnici,

kolma na zékladnici je tedy i rovina

o" ="s";%s" Oznagime-li A=c"Nx,

pak body A;A lezi na kolmici
k zakladnici (podobné i1 body A A).

Pti vySe popsaném promitani lezi priméty bodl ve dvou riznych rovinach a nasim cilem je
zobrazit prostorovy utvar v jedné roviné. Primétnu 7, proto otoCime kolem zakladnice do
pramétny 7,. Pouzijeme tedy zobrazeni R(x;90°), tj. oto¢ime kolem zakladnice o pravy
thel. Bod A se pfitom oto¢i do bodu A, ktery rovnéZ nazveme pidorys bodu A. Je zfejmé,

ze body A A; A, lezi na téZe pfimce kolmé k zakladnici.

Uvazujme naopak primétnu 7, a v ni leZici zdkladnici a dva body A ; A, , které lezi na kolnici
k zakladnici. Bod A, oto¢ime o pravy uhel okolo zékladnice (v opatném smyslu nez
v ptedchozim postupu) a dostaneme tak bod A a sestrojime piimky 's*; 2s* prochdzejici
body R;A2 a kolmé na 7;7,. ProtoZe se jedna o rliznobézky, maji spoleny bod, ktery
oznaéme A.
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8 Mongeovo promitani UM FSI VUT v Brng Studijni text

Vyse uvedenym zplsobem jsme sestrojili prosté zobrazeni, které kazdému bodu AeE’
jednoznaéné prifazuje usporadanou dvojici bodi [A;Az] er,xr,. Jednd se tedy o bijekci
A :E* — 7, x7,. Tuto bijekci nazyvame Mongeovym promitanim. Body A;A, nazyvame
sdruzené priméty bodu A, kolmici, kterou urcuji, nazyvame ordinala.
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Velikosti tsecek M resp. KAZ jsou ziejmé rovny vzdalenosti bodu A od primétny 7, resp.
7,.Probod P e, jespecidlné P, e X, pro N ez, je N, e X.
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Na pfipojeném obrazku jsou sestrojeny sdruzené priméty bodl s riznymi polohami vici
pramétnam.
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8 Mongeovo promitani UM FSI VUT v Brng Studijni text

8. 2 Zobrazeni primky a roviny

j\"; o

1. Jedna pFimka: Primétem piimky je podle odst. 3 kpt. 3. 6. bud’ pfimka, anebo bod.
Piidorysny 1 narysny stopnik ptimky ma (jako kazdy bod v Mongeové projekci) svilj pidorys
a narys. Hovotime pak napt. o plidorysu ptidorysného stopniku piimky a (P%), narysu
pudorysného stopniku ptimky a (P?), podobné pro narysny stopnik. Na ptipojeném obrazku
jsou sestrojeny pruméty piimek s rtiznymi polohami vic¢i primétnam. Pfimka a, ktera je
ilustrovana ,,prostoroveé®, nema viici primétndm ani zékladnici zddnou specialni polohu. Dale
plati: bLz,; cLx; d|z,; el X.

Vlastnosti primétl dvou piimek jsou disledkem odst. 3 kpt. 3. 6.

2. Rovnobézky: Pidorysem a narysem dvou riznych rovnobézek jsou opét rovnobézky (v
jednom z téchto priiméti mohou splynout do jesdné piimky).

3. Riiznobézky: Pidorysem a narysem dvou rtiznobézek jsou bud’ dvé dvojice rliznobézek,

pricemz priseCik plidorysi a naryst jsou sdruzné primeéty téhoz bodu (praseciku), anebo

jednim primétem jsou riznobézky a druhym jedind pfimka (to v ptipad€, Ze riznobézky lezi
v promitaci rovin¢).

\Z 4. MimobéZzky:

Pidorysem a narysem

dvou mimobézek jsou

n“  bud dv& dvojice riizno-

bézek, pticemz prisecik

pudorysit a  naryst

nejsou sdruzné priméty

téhoz  bodu, anebo

jednim priamétem jsou

riznobézky a druhym

dvé rizné rovnobezky

13 (to v pfipad¢, ze kazda

z mimobé&zek lezi

vy G e v promitaci roving).

[#4

=A
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8 Mongeovo promitani UM FSI VUT v Brng Studijni text

Rovina @ ma v Mongeové projekei dvé stopy — ptidorysnou p“ a narysnou n“. Neni-li tato
rovina rovnobézna se zadnou s priméten, jsou ob¢ tyto stopy vlastni.

Na pfipojeném obrazku jsou sestrojeny nékteré roviny. Rovina « (ktera je znazornéna i
prostoroveé) nema vaci primétndm ani zakladnici zadnou specialni polohu. V tom piipadé je
anx=X“arovnéz p“Nn“=X“. Dale plati gL x,; y|lX; dllx, (jeji narysna stopa je
nevlastni).

5. Pfimka a bod v roviné: Sestrojime-li vrovin¢ « libovolnou pfimku a, pak pro jeji
pudorysny stopnik P* plati P* e ¢ a soucasné P® € 7z,. Znamena to, ze P* € p*. Podobné
N®en”. Tyto vlastnosti umoziuji ,,zrekonstruovat® piimku lezici v roviné zadané svymi
stopami na zéklad€ znalosti jednoho primétu. Rovnéz tak bod: zndmym primétem (napt. A)
prolozime pfisluSny primét libovolné pifimky (napf. a,), kterd lezi v dané roviné
Zrekonstrujeme prumét chybégjici (zde a,) a ordindlou také chybé&jici primét bodu (zde A, ) —
viz ptipojeny obrazek. Bod A tak lezi na pfimce a, pfimka a v roviné « . Podle axiomu 17
tedy bod A leZi v roviné « .
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8 Mongeovo promitani UM FSI VUT v Brng Studijni text

6. Hlavni primky: Vyse uvedenym zpiisobem se vSak postupuje vétSinou jen v piripade
roviny rovnobézné se zékladnici. V ptipadé o Jrf X se hojné vyuziva hlavnich pfimek. Kazdym
bodem Aea prochazi pravé jedna pitimka, kterd lezi v roviné a a je soucasné rovnobezna
s pidorysnou - hlavni pFimka prvni osnovy 'h“ a pravé jedna pfimka roviny «
rovnob&zna s narysnou - hlavni pfimka druhé osnovy "h“. Hlavni pfimka prvni osnovy je
rovnobéznd s pudorysnou stopou, podle 3. 6. 4. je tedy jeji plidosys rovnobézny s pidorysem
pudorysné stopy. Z analogického divodu je narys hlavni piimky druhé osnovy rovnobézny
s narysem narysné¢ stopy.

Na pfipojeném obrazku je rekonstruovéan bod lezici v roviné « pomoci hlavni piimky prvni
osnovy. Zcela analogicky lze pouzit té¢Z hlavni pfimku druhé osnovy. Narys hlavni pfimky
druhé osnovy je rovnobézny s narysnou stopou, jeji ptidorys se zakladnici.

7. Spadové primky: Spadova piimka prvni osnovy je kolma k plidorysné stopé roviny.
Piidorysna stopa roviny je rovnobézna s padorysnou (dokonce v ni lezi), podle 3. 6. 6. je tedy
pudorys spadové piimky prvni osnovy kolmy na pldorysnou stopu. Analogicky narys
spadové pfimky druhé osnovy je kolmy na narysnou stopu roviny.

8. Rovina urcena dvéma primkami, tfemi body: Je-li rovina urena dvéma ptfimkami,
sestrojime jejich stopniky, kterymi museji prochazet stopy roviny. Na piipojeném obrazku
jsou sestrojeny pudo-
rysné stopniky piimek
a; b, narysny stopnik
staci pak jen jeden.

Je-li rovina urcena
ttemi svymi body,
vezmeme  libovolné
dvé  strany takto
daného trojuhelnika a
aplikujeme ptedchozi
konstrukei.
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8. 3 Zakladni polohové ulohy

Polohové tlohy, jak sdm nazev napovida, feSi vzdjemnou polohu geometrickych utvart.
K zadkladnim polohovym ulohdm patii:

a) Danym bodem vést k dané pfimce rovnobézku

b) Danym bodem vést k dané rovin€ rovnob&znou rovinu
¢) Sestrojeni prisecnice dvou danych rovin

d) Sestrojeni priseciku dané piimky s danou rovinou

a) Danym bodem A vést pifimku a rovnobéZnou s danou primkou b: Promitani do
pudorysny 1 narysny je rovnobézné. Primétem rovnobézek jsou tedy podle 2.6.4. dva body,
anebo dvé rovnobezky. Primétem piimky je bod pravée tehdy, jedna-li se o promitaci ptimku.
Pidorysem dvojice piimek kolmych na plidorysnu je tedy dvojice bodi, jejich narysem pak
dvojice kolmic na 7zakladnici. V pifipadé kolmic na nérysnu (tento ptfipad je zndzornén na
dalSim obrazku vlevo) je narysem dvojice bodl, pudorysem dvojice kolmic na zakladnici.
V ptipadé, ze pfimka ma vzhledem k primétnam obecnou polohu, je pidorysem i narysem
dvojice rovnobézek (uprostied).

l; a
h A
2 2
I o
| & B°
| | I.H
X X
A;’ ) A]
b, hy
a o
! p Pl

b) Danym bodem A vést rovinu o rovnobéZnou s danou rovinou f: Prisecnice dvojice
rovnobéznych rovin s tfeti rovinou jsou rovnobézné. Jestlize tedy pro roviny «;f je
zflall B)fx,, je také p“ll p? 11 ' 1" n* In” || "h* || "h’. Toho vyuZijeme pii feseni
Glohy: Danym bodem A vedeme 'h“|| p”, ndrysem N jejiho nirysného stopniku prochazi
narys narysné stopy hledané roviny (viz pfipojeny obrazek vpravo).

¢) Nalézt prusecnici r danych dvou rovin « ; £ : Nejcastéji nachazime stopniky prisecnice

— vyuzivame skute¢nosti, ze P € p* N p”; N" en”nn”.

Je-li n¢ktery stopnik nepfistupny, vyuzijeme rovinu A rovnobéznou s n¢kterou z priméten.
Ta protne roviny «; A: vhlavnich pfimkach — prisecik téchto hlavnich ptfimek lezi na
hledané priisecnici. Jsou-li nepiistupné oba stopniky, prokladdme podobnym zpiisobem dvé
roviny. Na pfipojeném obrazku je ilustrovan nepfistupny pidorysny stopnik a sestrojeni
prisecnice pomoci roviny A || 7,
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d) Nalézt prisecik R dané pfimky a s danou rovinou « :

Metoda promitaci roviny: Pfimkou a prolozime promitaci rovinu o a sestrojime jeji
priisecnici I s danou rovinou « . Ta protne ptimku a v hledané priseciku R .

Metoda kryci piimky: Pidorysna stopa p° promitaci roviny o® splyne s pidorysem a,
dané pifimky a a rovnéZ s plidorysem I, pfimky r. Proto lze stejnou konstrukci zdlvodnit
také tzv. kryci pfimkou: Sestrojime pfimku r, jejiz pidorys r, se kryje s pidorysem a,
pifimky a tak, aby pfimka r lezela v rovin¢ « . Prisec¢ik R piimek a; r je hledany prusecik
pfimky a s rovinou « . Pfimku a lze analogickym zptisobem ,,pokryt* i v narysu.

Na pfipojeném obrazku je ilustrovana promitaci rovina kolmé na ptidorysnu a ,,pokryti
piimky v piidorysu. Vpravo je znazornén ptipad, kdy rovina neni zadana stopami, ale tfemi
body. Je zvolena piimka r, jejiz pudorys se kryje s plidorysem ptimky a. Padorys I, protina
strany AB,; B,C, vbodech K;L, . Protoze r c « = ABC, musi byt K, e AB,, L, eB,C,.
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a;=n

8. 4 Zakladni metrické ulohy

Z kapitoly 2. 3. vime, ze méfeni Gsecek a uhli bylo umoznéno zavedenim shodnosti. Metrické
ulohy jsou tedy ulohy, ve kterych vyuzivame pravé axiomy shodnosti. At uz ptimo — méfeni
usecek a thld neni ni¢im jinym, nez porovnavanim usecky s jednotkovou useckou, popfi. thlu
s jednotkovym thlem, anebo nepiimo: axiomy shodnosti potiebujeme napf. pii praci
s pravym thlem (shodnost je totiz ,,skryta® v jeho definici — viz def. 2. 3. 25a).

K zadkladnim metrickym tloham patfi:

a) Danym bodem vést pfimku kolmou k dané rovin¢
b) Danym bodem vést rovinu kolmou k dané ptimce
¢) Sklapéni promitaci roviny

d) Otéceni obecné roviny

a) Danym bodem K sestrojit kolmici k k dané roviné « : Ma-li byt k L «, pak piimka k
musi byt kolma ke vSem pi¥imkam roviny o . Protoze je specialné k L 'h* a soucasné
' || z,, je k, L 'h" a specialn& pak k, L p?. Z téhoz divodu je k, L "h a k, L ny (viz
obrazek vlevo).
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b) Danym bodem K sestrojit rovinu o kolmou k dané piimce k: VyuZijeme stejnych
vlastnosti jako v pfedchozim piipadé: Bodem K vedeme bud 'h“ ('h* Lk ), anebo "h”
("h¢ Lk,). Narys n¢ narysné stopy n® roviny a pak prochdzi narysem narysného stopniku
pfimky 'h® (ptidorys p{ plidprysné stopy p“ roviny o prochazi piidorysem pidorysného
stopniku piimky "h®). Priméty stop roviny a jsou v obou piipadech kolmé k piislusnym
priamétum piimky K (viz obrazek vpravo).

¢) Sklapéni promitaci roviny: pouzivame pii konstrukci velikosti usecek a odchylek pfimek
a rovin od praméten. Kolmé promitani obecné nezachovava velikosti tsecek ani uhld. Tyto
velikosti se zachovaji pouze v piipadé, lezi-li usecka ¢i thel v roviné rovnobézné s pramétnou
(nebo specialng ptimo v primétné).

M¢jme dany body A;B a sestrojme velikost usecky AB, a odchylky ¢,;¢, od priméten.
Uvazujme promitaci rovinu ¢* piimky a= AB, ktera je kolma na ptdorysnu, a oto¢me ji
kolem pudorysu @, pfimky a o pravy thel, tj. zobrazme ji ve zobrazeni R (a;90°). sestrojme
body ~ [A]:[B]  takto:  A[A]LAA: |A[A]=|AA|=a,; |B[B]=|BB|=b,;
[B] € al.[A] < Bea.A viz pfipojeny obrazek vlevo. Diky shodnostem trojuhelniki
AP,AA = AP,[A]A; APRBB =AP,[B]B, je |AB|=[[A][B]: [«P.AA|=|«<P,[A]A|=¢p.
Sklopeni ptimky a do plidorysny je pak zifejmé ze situace vpravo. Hledana velikost |AB|
usecky AB je rovna velikosti ‘[A][B]‘ usecky [A][B] . Odchylka pfimky a od pidorysny je
pak rovna Uhlu ¢. Zcela analogicky provedeme sklopeni do narysny. Zde je
|AB| = ‘[A][B]‘ = ‘[A] '[B]" a odchylka pfimky a od narysny je rovna thlu y .

By "4l

d) Otaceni obecné roviny: pouzivame pii feSeni konstrukénich tloh v obecné roviné (viz
nasledujici kapitola). Na pfipojeném obrazku je sestrojeno otoceni (A) bodu Aea do
pudorysny kolem piadorysné stopy p“ roviny «. Roviny 7;a a dvojice bodi Aca;
(A)e 7 uréuji osovou afinitu mezi rovinami, jejiz primét do pidorysny je podle (dohledat)
osovou afinitou v pudorysné. Tuto afinitu uruje pidorys pudorysné stopy p,” a dvojice

odpovidajicich si bodli A; ( A) . K otaceni dalSich bodl roviny « lze tedy pouzit této afinity.
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8. 5 Planimetrické ulohy v obecné roviné

1 Piiklad. Ctverec v obecné roviné:
Sestrojme ctverec ABCD vroviné «, je-li
rovina dana svymi stopami a je znam pudorys
uhlopfiicky ¢tverce.

Refeni: Jedna se o planimetrickou tlohu,
kterou je tfeba fesit v roviné kolmé ke sméru
promitani — rovinu « je tedy tfeba otocit bud’
do puadorysny, anebo do narysny — my
budeme otacet do puadorysny. Pomoci
hlavnich ptimek nejdiive doplnime chybéjici
narys uhlopticky. Dale oto¢ime bod A nebo
C do pudorysny — v nasem piipadé je otoCen
bod A (polomér otadeni r* zjistén sklopenim
bodu A). Dale vyuzijeme skuteCnosti, Ze
pfimka A(A) definuje smér osové afinity

mezi rovinami «; 7, jejimZ praimétem do
roviny 7z, je osova afinita Af (p]“ ;A;(A))
sosou v pudorysné stopé p’ roviny o a
dvojici odpovidajicich si bodi A; (A).
V této afinité sestrojime bodu C, jeho obraz
(C). Nad uhlopfickou (A)(C) nyni
sestrojime ¢tverec (A)(B)(C)(D). Pidorys
AB,C,D, hledaného ctverce pak setrojime
pomoci  afinity  Af™':(B)(D)—BD,.
Nakonec pomoci hlavnich pfimek doplnime

narys.

2 Priklad. KruZnice v obecné roviné:
Sestrojme kruznici k (S;r) v dané roving o .
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Reseni: Predpokladejme, Ze rovina je dany svymi stopami. V tom piipadé byva stied S zadan
jednim ze svych prumétl, druhy je tfeba sestrojit (viz 4.2.5 resp. 4.2.6). Rovinu a vSak
v tomto piipad¢ neni tieba otaCet. Pidorysem i1 narysem hledané kruznice je elipsa, jejiz
hlavni osa leZi na hlavni pfimce prvni resp. druhé osnovy a mé délku r . Oznac¢ime-li koncové
body piislusného priméru v pudorysu Q;;R, (v narysu U,;V,) a zpodminky Q;Re«
(U;V ea) sestrojime narysy Q,;R, (pidorysy U ;V,). Puadorys (narys) kruznice pak
sestrojime jako elipsu s hlavni osou QR, (U,V,), kterda prochazi body U,;V, (Q,;R,) —
N v obou ptipadech pouzijeme
) prouzkovou konstrukci.
3 Priklad: V roviné¢ a jsou dany body
C;S. Sestrojte rovnostranny
trojihelnik A;B;C lezici v a tak, ze
useCka CS je jeho vyskou. Tomuto
trojuhelniku opiste kruznici.

Reseni: spociva ve spravné
posloupnost zakladnich uloh tak, jak
byly uvedeny v kapitolach 7. 3. a 7. 4.
Zadanou rovinu je tfeba pomoci
zadanych bodd otocit do néckteré
zpriméten. V ni vyfeSime zadanou
planimetrickou ulohu ba feSeni pak
otp¢ime zpét do zadané roviny.

Piedpokladejme, Ze rovina o je opét
dana svymi stopami a body C;S
jednim ze svych priméth. Nejdiive je
tteba sestrojit chybéjici priméty bodii
C;S, abychom mohli otacet podle ptikladu viz 7. 4. 4. Na pfipojeném obrazku jsme otaceli
do ptidorysny, a to konkrétné bod S, k otoeni bodu C pak byla vyuzita osova afinita.
V tomto otodeni ulohu vyfesime, tj. sestrojime rovnostranny A(A)(B)(C) a opiSeme mu

kruznici (k) Tato loha je velmi jednoducha, proto jsme vynechali body pozadované ulohou
5. 5. 8. Trojuhelnik oto¢ime zpét do plidorysny a sestrojime chybé&jici primét trojuhelnika.
Dale oto¢ime do ptudorysny stied (O) kruznice opsané a jeji ptidoras resp. narys sestrojime

dle pfedchoziho ptikladu.

8. 6 Nékteré dalsi ulohy

1 Priklad. Je dan bod A, ktery rotuje kolem dané pifimky a. Sestrojte jeho drahu.

Reeni: Drahou bodu A bude kruZnice k, ktera leZi vroving ¢ La; Aca. Je tedy tfeba
sestrojit tuto rovinu, dale bod O e ma - ten je sttedem hledané kruznice, pro jeji polomér
plati r =|OA|. Dalsi postup — viz ptiklad 2. Drdha bodu A se v naSem ptipadé¢ dotyka
pudorysny vbodé¢ T (plidorys tohoto bodu lezi na plidorysné stopé roviny «, narys na
zékladnici), coz je ovSem ndhoda. V podobnych ulohach je zadouci vytesit i viditelnost.
Priseciky priméti ptimky a kruznice nejsou pruseciky ,,skute€nych utvart. Na obrazku jsou
vyznaceny body T ek; U ea, jejichz pudorysy splynou. Z narysu je vsak ziejmé, ze bod
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U ea ma vétsi z -ovou soufadnici, v pidorysu bude tedy viditelny praveé bod U . Viditelnost
v narysu ur¢ime analogicky.

2 Priklad. Jsou déany trojuhelniky AABC; AKLM . Sestrojte jejich zasek.

Reseni: Zasek sestrojime tak, Ze nalezneme prise¢iky dvou stran jednoho trojihelnika
s rovinou trojuhelnika druhého. Tim prakticky jen dvakrat zopakujeme zékladni ulohu 4.3.d.
Viditelnost v pidorysu 1 v narysu je feSena pomoci dvou bodi, jejichZ pidorysy resp. narysy
splyvaji. Na priipojeném obrazku splyvaji pidorysy bodi Ge KL a H € BC. V plidorysu
bude vidét ten z nich, ktery mé vétsi z-ovou soutadnici. Tu zjistime z narysu téchto bodu. Je
ziejmé z" >1z%, v pudorysu je tedy vidét bod H € BC. Ztoho je zfejma i viditelnost
ostatnich bodu. Pro feSeni viditelnosti v narysu jsme zvolili body | € AB a J e KL. V narysu
bude vidét ten z nich, ktery ma vétSi y-ovou soufadnici, tj. bod J (ndrysy bodld 1;J jsou
z nedostatku mista na obrazku bez indext). Viditelnost dalSich bodu je pak opét zfejma.
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