10 Plochy a télesa UM FSI VUT v Brné Studijni text

10 Plochy a télesa

10. 1 Priiméty elmentarnich téles a ploch

Elementarni plochy a télesa jsou vyjmenovany
v odst. 13. a 14. kpt. 2. 4.

1. Priklad: Mongeova projekce: pravidelny
Ctyfboky hranol s podstavou v roviné «, je-li
dana uhlopfticka podstavy AC a vyska hranolu
je V.

A ReSeni:

a) Sestrojit pudorys ABC,D, a narys
A,B,C,D, podstavy (viz ptiklad 1 kpt.
8.5.)

b) Sestrojit pidorysy a narysy pobocnych
hran - pfimky kolmé na rovinu o (viz
zékladni uloha 8. 4. 1)

c) Na pobocnou hranu nanést
pozadovanou vysku - pozor, nelze ji
samoziejm¢ nanést piimo pravitkem
(proc?), je treba aplikovat zakladni
ulohu 8. 4. 3) = vrchol horni podstavy

d) Pudorys horni podstavy (shodny
s pidorysem podstavy dolni)

e) Narys horni podstavy pomoci ordinal

resp. narysu podstavy dolni.

2. Priklad: Mongeova projekce: rotacni kuzel
s podstavou vdané roviné «. Dan puadorys
stiedu, polomér podstavy a vyska

ReSeni:

a) Pidorys a narys podstavy (viz ptiklad 8. 5.
2))

b) Osa kuzele - pfimka kolmé na rovinu «
(viz zékladni uloha 8. 4. 1) prochazejici
sttedem podstavy

c) Na osu kuzele nanést pozadovanou vysku
- pozor, nelze ji samoziejmé nanést pfimo
pravitkem (pro¢?), je tieba aplikovat
zékladni ulohu 8. 4. 3) = vrchol kuzele.

d) Z ptdorysu V, (narysu V,) vrcholu kuzele

vést teény k pudorysu (narysu) podstavné
kruznice.

Télesa z prikladl 1 a 2 sestrojte v Rhinoceros jako

_\ 3-D model. Sestrojte rovnéz stopy zadané roviny

o a a porovnejte pudorys a narys na svém vykresu
i s pohledy shora (top) a zeptedu (front) v Rhinu.

147
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18]

3. Priklad: Pravouhla axonometrie: pravidelny

Sestiboky jehlan s podstavou v bokorysné, je-li (:J ¥ _
dana uhlopii¢ka podstavy AD a vyska hranolu je T : | (0)
ReSeni: i
. . (4)) ]
a) Podstava (pravidelny Sestithelnik) : 7
v bokorysné  (rovnostranny  trojuhelnik (O)".. .
v bokorysn¢ — viz. pf. 2 kpt. 9. 4) N
b) V':V'ex; OV'|=V; vysku v je ovSem O\ :
tfeba naméfit na otodené ose X - viz VX,
T ' ' . Y
secka (0)'(V') e l"*’) |
c) V:VS||OV';VS=0V' (V) )

4. Priklad: Pravouhld axonometrie: Rotaéni
kuzel s podstavou v narysné. Dan stied podstavy
v narysn¢, polomér podstavy a vyska

Reseni:
a) Podstava (kruh) v narysné (viz pt. 3. kpt.
9.4)
b) Vrchol kuzele analogicky ptredchozimu
prikladu
c¢) VT;VT': - teCny zbodu V k primétu
podstavné kruznice

5. Priklad: Mongeova projekce: Sestrojme
kulovou plochu, je-li dan jeji stted S a te¢na
rovina 7 .

Reseni: Tato uloha se od predchozich ponékud -
li§i. Dosud jsme sestrojovali télesa prakticky
piimo ze zadanych prvka, takze feSeni spocivalo jen
v mechanické aplikaci zékladnich uloh uvedenych
v kapitolach 8. 3., 8. 4. a 9. 3. Zde mame sestrojit
kulovou plochu, zname-li jeji stied a polomér neni
dan pfimo vzadani. V podobnych pfipadech
bychom méli postupovat zpusobem
demonstrovanym v uloze 8 kpt. 5. 5. a zacit
rozborem nebo (jak se
v téchto pfipadech také
ika) prostorovym
feSenim, a to bez ohledu
na zadané promitani, ve
kterém mame  toto
feSeni provést.

Rozbor:  Vzdalenost
tecné roviny kulové
plochy od jejiho stfedu
je rovna poloméru a
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uré¢ime ji jako vzdalenost paty T kolmice q L7; S e(q. Tim je ddna posloupnost zdkladnich

uloh v pfislusném promitani.

Konstrukce:
a) (: Seq; q.lr (vizzékladni tloha 8. 4. a).
b) T: Teqgnr (vizzakladni uloha 8. 3. d).

c) [T] - sklopeny bod T (viz zakladni uloha 8. 4. c).
d) pudorys kl(Sl;r =‘Sl [T]‘)

e) narys kz(Sz;r =ls, [T]D

Vsechny kroky konstrukce jsou jednoznaéné, uloha ma tedy jedno feseni

10. 2 Priniky elmentarnich téles a ploch s pfimkami a rovinami

n()’

o
7

1. Priklad: Mongeova projekce: Sestrojme fez
a) pravidelného Sestibokého hranolu
b) rota¢niho valce

s podstavou v pudorysné rovinou « .

Reseni:

a) Rezem je Sestithelnik, jehoz puidorys splyne
s pidorysem podstavy hranolu. Vrcholy
narysu sestrojime jako pruseciky pobocénych
hran hranolu s rovinou o (viz zdkladni tloha
8. 3. d). Narys je afinnim obrazem pudorysu
(pravidelného Sestitihelnika), jeho protéjsi
strany tedy musi byt rovnobézné (Pozor! —
osou afinity ovSem neni zakladnice).

b) Rezem je elipsa, jejiz pudorys splyne s
pudorysem podstavy valce. Narysem je elipsa,
kterou mizZzeme bodové sestrojit zcela
analogicky, jako v piedchozim ptikladu.

Vrcholy resp. ohniska narysu eliptického fezu valce
1ze najit nasledujicim zplsobem: Sestrojime hlavni a
spadovou pfimku prvni osnovy roviny « . Pudorysy
téchto pfimek jsou na sebe kolmé, narysy jsou jejich
obrazy ve vhodné osové afinité. Usecky K,L,; U,V,
jsou tedy sdruzenymi pruméry hledané elipsy, narys
fezu tedy najdeme Rytzovou konstrukci. Rovnéz je
tieba najit body dotyku T,;T,' narysu fezu s narysem
valce — v téchto bodech totiz fez méni viditelnost. Tyto
body najdeme jako priseciky hlavni pfimky druhé
osnovy, ktera protina osu valce, s valcovou plochou.

2. Priklad: Mongeova projekce: Sestrojme fez
pravidelného dvanactibokého hranolu a rota¢niho

kuzele s podstavou v piidorysné rovinou & kolmou na nérysnu, kterd neprotind podstavu a
neprochazi vrcholem
Reseni:

149
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a) Rezem je dvanéctiuhelnik, jehoz
narysem je (vzhledem ke specidlni
poloze roviny &) dsecka, jejimiz
krajnimi body jsou priseciky narysné
stopy s obrysem narysu télesa. Narysy
vrcholll fezu jsou priseciky narysné
stopy s narysy hran. Padorysy vrchola
fezu doplnime jiz velmi jednoduse.

b) Rezem je elipsa, jejimz narysem je
useCka podobné jako v predchozim
piipadé. Pudorysem je elipsa, jejiz
bodovou konstrukci lze provést stejns
jako v pfedchozim piipadé pomoci
dostatecného poctu povrsek. Konstrukei
ohnisek a vedlejSich vrcholi pidorysu
fezu provedeme v tomto piipadé velmi
snadno, nebot’ pidorys vrcholu kuzele
je soucasn¢ ohniskem sestrojované

elipsy.
Zcela analogicky bychom mohli sestrojit 1 fez
parabolicky a
hyperbolicky. Ke

konstrukci fezli kuzele
a kuzelové plochy je
vSak vyhodnégjsi pouzit
misto povrchovych
pfimek kruZnice — fezy
plochy rovinami
kolmymi na narysnu

~ (jedna z téchto kruznic
je naznacena 1 na
pfipojeném obrazku).
Tento postup je totiz
obecné;jsi a je
pouzitelny u vSech
rotacnich ploch (viz
nasledujici ptiklad).

(74

s

3. Priklad: Mongeova
projekce:  Sestrojme
fez rotacni kuZelové
plochy rovinou o kolmou na nérysnu, kterd neprochazi vrchlem a je rovnobéZzna prave s

a) jednou povrskou kuzelové plochy

b) dvéma povrskami
ReSeni: fezem je v piipadé a) parabola, jejimz ptidorysem je parabola a narysem polopiimka,
v ptipadé b) je fezem hyperbola, jejimz plidorysem je hyperbola a narysem dvojice ploptimek.
Bodovou konstrukci ptdorysu je vyhodné v obou piipadech provést pomoci rovin o

rovnobé&znych s piidorysnou. Tyto roviny protnou kuZelovou plochu v kruznicich k', jejichz
narysem jsou usecky k;, které protnou narysnou stopu ny roviny « v bodech P,. Padorysy
P' téchto bodli museji lezet na piidorysech k! kruznic k' a na ptisluinych ordinaléch - viz
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pripojeny obrazek vlevo. Bodovou konstrukci hyperbolického fezu provedeme analogicky (ta
je na obrazku vopravo jiz vynechana). Konstrukce piidorysu je opét usnadnéna faktem, ze
pudorys vrcholu je ohniskem kuzelosec¢ky v ptidorysu. Tato skute¢nost v ptipadé b) zaroven
umoziuje konstrukci asymtot. Ty muzeme sestrojit jako rovnobézky a;bea s povrSskami

a;b" || & ; které prochazeji vrcholem.

4. Priklad: Pravouhla
axonometrie: Sestrojme
fez pravidelného ctyibo-
kého hranolu a jehlanu

s podstavou v pidorysné
rovinou « , ktera nepro-
tind podstavy téles.
Reseni: Rezem je &tyi-
uhelnik (v ptipad¢ hra-
nolu rovnob¢znik).
L2 Reseni spo¢iva v opako-

vané konstrukci priseci-
kt hran télesa s rovinou
(viz zékladni uloha 9. 3.
d). Tuto tlohu je také
mozné  provést  jen
'L ] jednou a dale vyuzit
skuteCnosti, ze fez je
obrazem podstavy v oso-
v¢é afinité (stfedové koli-
neaci) sosou Vv pido-
rysné stopé a smérem
definovanym  hranami

hranolu (stfedem ve vrcholu jehlanu)

Poznamka: Této konstrukce mizeme vyuzit také k bodové konstrukcei rovinného fezu valce
(kuzele), kdy valec (kuzel) nahradime pravidelnym n-bokym hranolem (jehlanem) pro
dostatecné velké n (viz pt. 1. a 2). Timto zplisobem ovSem nelze zjistit potiebné parametry
kuzelosecek (ohniska, vrcholy...)

m’

5. Priklad: Pravouhld axonometrie: Sestrojme prisecCiky pravidelného ctyrbokého jehlanu
s podstavou v pudorysné s ptimkou.
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Reseni: Konstrukci jehlanu provedeme podobné jako v pi. 3. kpt. 9. 1. Priseé¢iky najdeme
tak, Ze danou pifimkou prolozime vhodnou rovinu, sestrojime fez jehlanu touto rovinou a
hledan¢ priseCiky najdeme jako pruseciky piimky s nalezenym fezem. K feSeni ulohy lze
principialné pouzit libovolnou rovinu, volime ji vSak tak, aby feSeni bylo co nejjednodussi —
pouzivame bud’ rovinu promitaci (tj. v naSem ptipad¢ rovinu kolmou na pudorysnu — viz
piipojeny obrazek vlevo), anebo rovinu vrcholovou, tj. rovinu prochazejici vrcholem jehlanu
(obrazek vpravo). Pidorysna stopa promitaci roviny splyne s ptidorysem dané piiky, narysna
a bokorysna stopa jsou rovnob&zné s axonometrickou osou z (tyto dvé stopy vSak k vlastni
konstrukci nejsou potieba). Dale najdeme priseciky promitaci roviny s hranami (ptdorysy
téchto prisecikl jsou praseciky uhlopticek pitidorysu podstavy s piidorysnou stopou roviny),
konstrukce fezu a nalezeni priseciki uz je pak jednoduché. Pouzijeme-li rovinu vrcholovou,
je tfeba rovnéz sestrojit jeji pidorysnou stopu. Ta prochazi pldorysnym stopnikem dané
pifimky a dale pidorysnym stopnikem libovolné rliznobézky s ptimkou p, kterd prochazi
vrcholem (na na$em obrazku je to p¥imka V). Rezem je trojthelnik uréeny vrcholem a
praseciky ptidorysné stopy s plidorysem podstavy (na nasem obrazku jsou tyto bodyoznaceny
G;H ). Hledané praseciky jsou pak Ee pnVG; Fe pnVH.

4

%

n

Y Pl” [}u- G

6. Priklad: Sestrojme elipticky ez kuzele s podstavou v pudorysné rovinou v obecné poloze.

ReSeni: Ulohu vyfesime jak v Mongeové promitani, tak v pravouhlé axonometrii.

a) Mongeovo promitani: Hlavni osa pudorysu fezu lezi na ptdorysu spadové piimky
prvni osnovy, vedlej$i osa na pliidorysu hlavni pfimky prvni osnovy. Narysy téchto ptimek
urcuji pfimky, na nichz lezi sdruzené priméry narysu fezu (narys spadové piimky byl na
pfipojeném obrizku sestrojen pomoci ptidorysného stopniku a bodu W € 's, jehoz ptidorys
se kryje s plidorysem vrcholu kuZele). Body A; B,, které omezuji hlavni osu pidorysu, a
body A,; B,, které omezuji jeden ze sdruzenych primérii narysu, ziskdme jako sdruzené
praméty prasecikii A;B spadové ptimky s kuzelovou plochou (na pfipojeném obrdzku jsou
sestrojeny pomoci vrcholové roviny). Sdruzené priméty stiedu S fezu jsou stfedy usecek
AB, resp. AB,. K omezeni vedlejsi osy v pidorysu vyuZijeme znalosti hlavni osy AB, a
skutecnosti Ze pudorys vrcholu V, kuZelové plochy je ohniskem pldorysu fezu. Narysy
C,;D, bodt C;D omezi druhy sdruzeny primér v narysu (narys C, neni na obrazku pro
nedostatek mista oznacen). Narys fezu pak sestrojime Rytzovou konstrukci (kterd na
obrazku neni provedena). Sestrojime rovnéz body T;T', ve kterych se narys fezu dotyka

narysu kuzelové plochy. Osou kuZele proloZime rovinu 7 rovnobéZnou s narysnou. Tato
rovina rozdéluje kuzelovou plochu na viditelnou a neviditelnou ¢ast vzhledem k narysu.
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Rovinu fezu protina v hlavni pfimce druhé osnovy a narysy T,;T,' bodd T;T' urc¢ime jako
priseciky narysu "h, snarysem kuZelové plochy. V bodech T,;T,' se méni viditelnost
fezu.

b) Konstrukce primétu kuzelové plochy — viz ptiklad 4 kpt. 9. 1. Osy eliptického fezu
lezi opét na spadové resp. hlavni pfimce prvni osnovy dané roviny, sestrojujeme vsSak
axonometricky pramét tohoto fezu, kde priméty os
pfejdou ve sdruzené priméry. Spadovou piimku
sestrojime dle 9. 2. 6 (orthocentrum je ozna¢eno W
pro odliSeni od vrcholu kuZelové plochy). Ke
konstrukci sdruzenych priamérii fezu jakoz i boda
dotyku pramétu fezu s kuzelovou plochou, ve
kterych se méni viditelnost, vyuzijeme stiedové

kolineace kol (V;e'—e) mezi primétem podstavy

a fezu. Primét tezu pak sestrojime Rytzovou
konstrukci, kterd je na piipojeném obrazku jiz
vynechéna.

7. Priklad: Mongeovo promitani: Sestrojme rovinny

ez kulové plochy.
Reseni: Hledanym
fezem je kruznice s
nezndmym stiedem
i polomérem.
Rozbor: Stted O
hledané¢ kruznice je
pata kolmice spusté-
né ze stredu kulové
plochy na rovinu
fezu. Jeji polomér r
najdeme jako veli-
kost odvésny pravo-
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Ghlého trojihelnika A[O]V [S], jehoZ pfepona je rovna poloméru R dané kulové plochy a

druhou odvésnou je OS .
Konstrukce: a) p:pLa;S e p (zakladni tloha 8. 4. a)

b) O:0e pna; (zékladni uloha 8. 3. d)
c) [O][S] - velikost useCky OS (zakladni uloha 8. 4. d)

d) A[O]V[S];[[O]V|=R (v&ta Ssu)
e) k(O;r)ca (piiklad 2 kpt. 8.5.)

Sestrojime rovnéz body T;T', U;U" ve kterych se priméty fezu dotykaji priméti kulové
plochy. Sttedem kulové plochy roviny 7 ; v rovnobézné s piidorysnou resp. narysnou. Tyto
roviny rozd€luji kulovou plochu na viditelnou a neviditelnou ¢ast vzhledem k ptidorysu resp.
narysu. Rovinu fezu protinaji v hlavni pfimce prvni resp. druhé osnovy. V bodech T;;T,' se

méni viditelnost fezu v padorysu, v bodech U,;U," se méni viditelnost fezu v narysu (body

T,', U, ' nejsou na obrazku pro nedostatek mista popsany).
47
10. 3 Priiniky elmentarnich téles a ploch

Jestlize jsou v prostoru umistény dvé télesa ¢i plochy tak, Ze mnoziny vSech jejich bodi maji
neprazdny prinik, hovofime o pruniku téles ¢i ploch. V piipad¢ ploch se jedna o mnozinu
bodl, ve kterych kiivky jedné plochy protinaji druhou plochu. Tyto priseciky tvofi
prostorovou(-¢) kiivku(-y), které je tieba sestrojit. V piipade téles vétSinou nesestrojujeme
cely prinik (ktery se v literatufe n€kdy nazyva jadro), ale omezujeme se na priunik jejich
povrchi. V piipadé ploch je prinikem bud’ jedna kiivka (jedna se o ¢aste¢ny prunik), anebo
dvé ktivky (jedna se o uplny prunik). Priinikova kiivka mize sama sebe protinat.

V této kapitole se omezime na priniky hranoldl, jehland, kruhovych valct a kuzeld. V ptipadé
hranola a jehlant se prinikova(-¢) kiivka(-z) sklada(-aji) z useCek (Casti prisecnic stén obou
téles).

1. Priklad: V Mongeov¢ promitani sestrojme
prinik trojbokého hranolu a ctyrbokého
jehlanu.

ReSeni: Je ticba opakovand sestrojovat
pruseCiky piimek (hran jednoho télesa)
srovinami (stén druhého télesa), tedy
opakovat zakladni ulohu 8. 3. d. zde ovSem
v piipad¢, kdy rovina neni urena stopami.
Poradi nalézani jednotlivych prisecikti je
principidlné zcela libovolné. V feSeni na
piipojeném obrazku bylo konkrétné¢ vyuzito
primek, jejichz ptdorys se kryl s pidorysy
pobo¢nych hran jehlanu. Jak je zieymé
z pidorysu, prusecnice stén tvoii dva
izolované Ctytuhelniky, vtomto pfipad¢é se
tedy jednd o uplny prinik.

S
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2. Priklad: V pravouhlé axono-
metrii sestrojme prunik ctytbokého
I\ a trojbokého jehlanu s podstavami
[ | v pudorysné resp. v narysné.
Reseni: Principialné se opét jedna
o opakované sestrojovani priseci-
ku pfimky srovinou (zakladni
uloha 9. 3. d). Pfi hledédni
praseciku hrany jednoho télesa se
sttnou druhého je vyhodné
postupovat jako v piikladu 5. kpt.
9. 2. stim, ze vyuzivame roviny,
které prochazeji vrcholy obou
téles. Tento postup lze samoziejmé
pouzit i u hranolovych ploch - ty
lze povaZovat za plochy jehlanové,
které maji nevlastni  vrchol.
Naptiklad body | ; Il v naSem
feSeni byly nalezeny pomoci
roviny y urcené spojnici vrchold
v a hranou GV' trojbokého
jehlanu (jedna se o tzv. sty¢nou
rovinu). Je zfejmé, ze pruseciky
nachazime  vétSinou v jiném
pofadi, nez v jakém je potieba je
spojit. Oba spojované body museji
vzdy lezet v téZe sténé, a to u obou
téles. Prinikova kiivka je v tomto
pfipad¢ jedna, jde o castecny
pirunik.

L8

2. Priklad: V pravouhlé¢ axono-
metrii sestrojme prinik kolmého
kruhového  kuzele a  valce
s postavou v pudorysné  resp.
bokorysné¢.

Reseni: Prinikova(-¢) kiivka(y) je
(jsou) v tomto ptipad¢ prostorovou
(-ymi)  kfivkou(-ami)  ctvrtého
stupné¢ a budeme je sestrojovat
pouze bodové. Princip feSeni je
stejny jako v pfedchozim ptikladé.
Kuzel (véalec) vlastné nahradime
n-bokym jehlanem (hranolem). Priisenice vrcholovych rovin bude prochdzet vlastnim
vrcholem kuzele a nevlastnim vrcholem valcové plochy (tj. bude mit smér jejich povrsek).
Pomoci vrcholovych rovin, které tecuji kuzel (na obrdzku sestrojena jedna z nich, ktera je
urcena body V;V,;T ) zjistime, Ze n¢které povrsky valce neprotinaji kuzel a tvofi tzv. liché

7o~

casti valce. Tyto liché ¢asti jsou v nasem fipad¢ dvé, coz znamend, ze 1 pranikové kiivky
budou dv¢ a prinik je v tomto ptipadé tplny.
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10. 4 Metody generovani ploch

Plochy v prostoru mizeme vytvaret vpodstaté trojim zptisobem.
1. Geometricka transformace plochy: Mé&jme plochu, ktera je uréena bodovou rovnici
Q(u;v) :( fi(usv); f, (usv); f (u;v);a)). Dale m&jme matici M(u,V) typu 4x4 jejimiZ prvky
jsou spojité funkce m; (u,v). Pak bodovou funkci

Q' (u;v)=M(u,v)-Q" (u;v)
je uréena opét plocha. Je-li plocha
Q(u;v) regularni, matice M(u,V)
regularni a jeji prvky m;;(u,v) maji

spojité parcialni derivace, je plocha

S —
ey S e . X o
b s Q(u;Vv) rovnéz regulérni.
' e = T i

%

2. Priklad: Matici

)
W
iy

Al

f
]

ey

= a0 0 0
= M(u) 0b 0 0
=22 u,v)=
% 00 cV1I-u>~v? 0
= oo o
N
‘W a plochou
. Q(r;s):(0;1)x(0;27) — (ucosv; usinv; 1; 1)
(kruh) vytvotime plochu
ao 0 0 ucosv aucosv
T 0b 0 0| usinv ausinv
Q (u;v)= . = ;ue(0;1); ve(0;27).
(t:v) 00 c-v1-u’-v> 0 1 c-1-u’ -V’ (o < )
00 0 1 1 1

Pro a=b=c=r je to polovina kulové plochy, pro a=b=#c popt. a=b=c nebo a=c#b
polovina tzv. rota¢niho elipsoidu, pro a# c # b # a pak tzv. trojosého elipsoidu.

3. Sablonovani k¥ivky: Uvazujme kiivku
k(v)= ( fi(v); f,(v); f, (V);a)) ; Ve <V1;v2> amatici M(u); ue (ul;u2> typu 4x4 jejimiz
prvky jsou spojité funkce m, ; (u). Pak bodovou funkeci

Q' (uv)=M(u)-K" (v) (1)

je urcena plocha. Kfivku nazyvame $ablonou, popft. Fidici kiivkou, matici M(u) je urcena

tfida geometrickych transformaci fidici kiivky — tzv. generujici princip.
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Je-li kiivka k (V) regularni, matice M(u) uréuje regularni transformaci regularni a jeji prvky
m ; (u) maji spojité parcialni derivace, je plocha 6(u;v) regularni.

Geometricky si tento zptsob konstrukce plochy lze predstavit tak, Ze matice M(u) popisuje
zménu tvaru“ a ,,polohy“ kiivky k(v) v ase u. Plocha je pak vytvofena vSemi body,

kterymi kiivka prochézi v ¢asech u e <u1 ; u2>.

Specialni typy ploch:
Podle Sablony:

a) Primkové plochy: k(v) je pfimka nebo ¢ast pfimky. Pfimkové plochy se dale déli na
rozvinutelné a nerozvinutelné (zborcené).
b) Cyklické plochy: k (V) je kruZnice nebo &ast kruznice

Podle generujiciho principu:

a) Kolinearni a afinni plochy: M (u) jepro kazdé u e <u1 ; u2> matice kolineace resp. afinity,
b) Homotetické plochy: M (u) je pro kazdé u e (u;u, ) matice stejnolehlosti.

¢) Translaéni plochy: M (u) je pro kazdé u e (u,;u,) matice posunuti.

d) Rota¢ni plochy: M(u) je pro kazdé u e (u,;u,) matice rotace.

e) Sroubové plochy: Je-li M(u) pro kazdé u e <u1;u2> matice shodnosti slozené z rotace a

posunuti ve sméru kolmém na rovinu rotace.

tvorici  posunuti otoceni Sroubovdani  stejnolehlost afinita
princip  translaéni rotacni Sroubové homotetické afinni
B plochy plochy plochy plochy plochy
fvorici )
kFivka
pFimka
primkové
plochy

kruZnice
cyklické
plochy

ostatni
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4. Pfiklad: Bodovou funkci u(u)=(0;u;2u;1); ue <O;1> je uréena tsecka s krajnimi body
A=u(0)=(0;0;0;1); B=u(l)=(0;1;2;1). Usecku nechdme rotovat kolem osy z o whel
Ve <0;27z) . Plocha

cosV —sinv 0 0 0 —usinV
—T sinv cosv 0 0 u ucosv
uv)= . = ;ue(0;27); ve(0;1
Q(uv)=I"0" o 10|l py |Fuel0:2a)ive(o)
0 0 01 1 1

je plastém rotacniho kuzele s vrcholem v poc¢atku, polomérem podstavy r=1 a vyskou z=2.
Jeho u -kfivky jsou usecky, v -ktivky kruznice.

5. Priklad: bodovou funkci
K (u)=(cosu;sinu;2;1)

je urcena kruznice lezici v roving¢ Z =2 s polomérem r =1, matice U <0;2 72')

vo0o

0voo
M(v)= 00V 0 ve(0;1)

0001

je matici vSech stejnolehlosti koeficientem v (O;l) (tyto stejnolehlosti zmensuji) se sttedem

v poc¢atku soutadnicové soustavy, pii V=0 je cela kruznice zobrazena do poc¢atku. Kruznice
K (u) podrobend vsem témto stejnolehlostem vytvoii cyklickou homotetickou plochu

Q" (u;v)=M(v)-K" (u)

v O 0O0) (cosu vcosu

Ov OO|]sinu vsinu
Q( ) 00voO 2 AY;
0001 1 1

Je to plast’ stejného rota¢niho kuzele jako v predchozim ptipadé s tim, Ze jeho u -kfivky jsou
kruznice, V -kiivky usecky.
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6. Priklad: Bodovou funkci
K (u)=(2cosu+4;2sinu;0;1)

je uréena kruznice se stiedem S = (4; 0; 0;1) a

polomérem r =2, ktera lezi v rovin¢ z =0. Matice

4cosv 0 —4sinv 0
M(v)= O Lo o ve(0;27)
4sinv 0 4cosv 0

0 0 O 1

je matice rotaci o ihel v € (0;2 7). Kruznice K (u)

vytvoii pfi téchto rotacich rota¢ni cyklickou plochu

Q" (u;v) =M(v)-K" (u) =

4cosv 0 —4sinv 0) (4+2cosu 4cosv(4+2cosu)

B 0 1 0 0 2sinu 3 2sinu
4sinv 0 4cosv 0 0 B 4sinv(4+200su)
0 O 0 1 1 1

7. Tenzorovy soudin U,v kFivek: M&me dany bazové funkce f =( fo(u); f(u)s.s £ (u)),
bazové funkce g = (g0 (v);0,(v);..50, (V)) a matici M(a)”- P, ) typu mxn, jejimiz prvky jsou
fidici body opatfené vahami. Vyraz

WP @ Py o @0, Pon ) (96 (V)

Q=f-M'gT=(f0(u) f(u), - fm(U)) R o,Ry o R, | g, (v)

OnoPro OniPoi o @0 Py g, (V)

nazyvame tenzorovym soucinem kiivek. Je to souc¢in n+1 u-kiivek (viz kpt. 5. 5. odst. 5),
jejichz rovnice jsou dany skalarnim soucinem fadku f =(f0; fioosf ) a ] -tého sloupce

o Iy

matice M (a)“- P

ij), a m+1 v-kiivek — skalarnich soucint i-tého fadku matice M(a)ij P“) a

sloupce g' = (go; 9550 )T Py i=0;1;...;m; j=0;1;...;n; jsou body projektivniho prostoru,
které tvofi tzv. fidici polygon. V paktickych konstrukcich jsou fidici body vZdy vlastni.

8. NURBS plochy vznikaji sou¢inem NURBS kiivek. Ve vyrazu

@y Po @Ry o @y, Ry, 9

Q:f-M-gT:(f0 f, ... fm) Py @Ry o, R, |9 zzzfigjw.jpij

—
BP0 O Poy -+ @ Py d,

ozna¢me B; = ( Piirs Pijas pij3;1). Pro bod Q pak dostavame
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Q=(a;0::0:30,) [szg ap Y 00>t Y foja,

i=0  j=0 i=0 j=0 i=0 j=0 i=0  j=0

JestliZze chceme tento bod reprezentovat euklidovskym reprezentantem, musi byt

Zng @; Py, Zng @; Py, Zng @; Py

(Ch 9 . q31] IOJO .-010 .-010 1
g, 9, Qq, ZZ figja’ij Znga)” szga).,
i=0  j=0 i=0 j=0 i=0  j=0

Vyjadieni NURBS plochy v euklidovském prostoru je tedy tvaru

Zm:ifigj @ Py Znga)”puz Zng o, Pys

:{i&&}: i=0 j=0 ._1=0 j=0 . i=0  j=0 _

q4,q4’q4 ii figja)ij | ii figja)ij | iifigja)ﬁ
| 20 j=0 =0 j=0 i=0 j=0 ]
Zmlzn: figja)ij[pij];pijz;pij3:| Zmlzn: figja’ijpijl
_ Ji=0 =0 _ =0 =0
ZZ fig;o ZZ fig;0;
i=0 j=0 i=0 j=0

9. P¥iklad: M&me bazové funkce N!" (t)=1-t; N (t)=t stupné jedna (jejich kombinaci
je urcena useCka — viz odst. 1 kpt. 6. 3) a bazové funkce funkce N(()z) (t) = (1 —t)2 ;
N (t)=2t(1-t); NI’ (t)=t* stupn¢ dva (jejich kombinaci je uréena kuzelosecka— viz odst.
2 kpt. 6. 3 a odst. 7 kpt. 6.6. ). Tenzorovym soucinem

1-v?
P, 2-P, P

Q(u;v)=(1-u u ( 00 o °2j 2v(1-v) |; u;ve(0;1

=i 2 v o)
-8 =

% Nastaven = e . FE Vsha: [05
RT | —— " oo [ ok | some | Wapovada |

Vaha: [20

OK I Stomo I Népuvédal g a

hyperbolicky
oblouk

Oblouk
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je plocha, jejimiz u -kfivkami jsou u, =(1—u)Py, +UP,; u, =2(1-u) P, +1uP,;

u, =(1-u)P, +uP, (coz jsou usecky — viz kpt. 5. 3. odst. 1) a v -kiivkami jsou
h=(1-V?)-Pyy + 2P, -2V(1-V)+ P, V> 2 e=(1-V*)- B, + 1P, - 2v(1-V)+ P, -V’ tedy
hyperbolicky resp. elipticky oblouk (viz kpt. 6. 6, odst 7

IE V Rhinoceros mizeme NURBS plochy definovat

H ¥ 0 HEm jako tenzorovy soucin zmenu Plocha/MFrizka
{ ~ c bodu, nebopomoci ikony dle pfipojeného obrazku.
S X S E 4 Ptikaz vybizi k zaddni tadkd a sloupcli bodi a

stupné izokiivek. Plocha je vymodelovana jako B-
B Plocha 2 mFidiy bodd splajn plocha, tj. vSechny I'ldlClvl;‘)Ody maji vahu

=2 B Plocha z miisky Fidicichbods| @ =1. NURBS  plochu obdZime naslednou
- zménou vah.

&9 QM@
L,

10. Priklad: Urceme plochu danou tenzorovym sou¢inem

@0 Py @, Py @nPyn ) (90
Q=f-M'gT=(fo f, fs) ooRy @R @, 1] 9, |=
0Py @, Py ©,P,, 0,

Poo 2P01 Poz (l_v)z
=((1—u)2 2u(1-u) u2) P, 2R, B, || 2v(1-vV)
P, 2P, R, V2

Reseni: u-kiivky i v-kiivky jsou kuzelosedky. Trojice fidicich bodt ve sloupcich ma vzdy
stejnou vahu, u-kiivky jsou tedy paraboly (viz kpt. 6. 6. odst. 7b). Pro trojice v fadku je
w, =m, =1; o =2, v-kiivky jsou tedy hyperboly (viz kpt. 6. 6. odst. 7c).

e,
s e R
e éu!-‘.’.ﬁg.afb&h
e e
iy ..

7 i
e by h i, =
i s,

P
2 e
g o o o
e
e bt

';f“.-é'" i 5
AT B v
LR AT
T oy
S

e
e
e 4%::_4- ,?

Py A ..b
Sty -.'%
Aﬁ“% o,

. f
e [
Py i P A F it
A T 9&“%‘ L i
Vs ey ', Ly,
s S g@,lgﬁf

Ry 0 gy W .
I =5 i e, e e, /
A P oL A o
e R R %, S s
S I L R PR PR L S B
LS s e, EERa oSl
op
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11. Pfiklad: Urceme plochu danou tenzorovym soucinem

Fo R g Py, P I-v
Q:f.M.gT= f f [ 00 olj( Oj: 1—u u ( 00 01)( j
(. 1) Po P.J g ( )Pm P ) v

ReSeni: u-kiivky i v-kfivky jsou ptimky. LeZi-li tedy fidici body v jedné roving, je plochou
ctytthelnik. JestliZe ne, jedna se o hyperbolicky paraboloid (viz kpt. 4. 3. ptiklad 8).

12. Priklad: Urceme plochu danou tenzorovym sou¢inem
2R, 2PR,

Q:f-M-gT:((l—u)2 2u(1-u) uz) P, P, -(1;\/]
2P, 2P,

Reseni: u -kiivky jsou eliptické oblouky V-kiivky jsou piimky. Podle volby fidicich bodi
tedy miize jit napi. o ¢ast valcové plochy (napojenim ¢tyt téchto Casti 1ze obdrzet valcovou
plochu), ¢ast kuzelové plochy se stejnou moznosti, mize jit i o jednodilny hyperboloid.

13. Elementarni plochy jako NURBS: Elementéarni plochy (hranolova, jehlanova, valcova,
kuzelova a kulovd) jsou v CAD systémech modelovany jako NURBS plochy. Plast’ hranolu a
jehlanu plochy dostaneme jako souCiny n-uhelnika (podstavy) a tsecky (pobo¢né hrany).
Plast’ hranolu je tvaru

Po Py - B,
P, B, .- P

In

H(uv) =f,-M £ (N (1) Nf“(u))-( j.(Nén(V) NO (V) - NO W) @)

kde N";N{ resp. N";N™;...;N" je Bernsteinovy polynomy stupné jedna (viz kapitolu 6.
3. odst. 3). Tvoii —li body P,;P,;...;P,
jeho obraz v posunuti ve sméru riznobézném s jeho rovinou, pak soucin

j-(Né“ (v) NP (V) o NO(v))

, vrcholy konvexniho n-uhelnika a P;P;..;P, je

Po Py - P,
P, B, ... P

1n

P(V)=M-f, = (
urcuje podstavy plasté a soucin

h(u):fl-M:(Né”(U) Nl(l)(u))'[ioo E)l Eonj
10 11

In

pobocné hrany. Je-li B;R,;...;P, obrazem B, ;P ;...;P,

- v afinité (stejnolehlosti, sttedové

kolineaci), je plocha (2) plaStém hranolu setiznutého rovinou (komolého jehlanu, sefiznutého
komolého jehlanu).

Plast’ valce a kuzele dostaneme jako souciny kruznice (podstavy) a usecky (strany). Plast
valce je tvaru

P, P, .. o.P
H(u,v)=f 'M-fJ —(NO(u) NO(u ‘(a)oo 00 DorFor o8 08].
( ) 1 ( ’ ( ) 1 ( )) o, Py o Ry . @Py

(NP (v) NP (V) o N (V)
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kde N{"; N resp. NP;N@;..;N{? jsou Bernstejnovy polynimy stupné jedna resp. dva a
vahovy vektor je @ = (1;%1;%1;%1;%1). Tvoti —li body P,;P,;;Py; P, vrcholy ¢tverce a
body P,;P,,;P.;Py; Pk =P, stfedy jeho stran, je témito body ur€ena podstavnad kruZznice.

Jsou-li body P,;P,;...;P; je jeho obraz v posunuti ve sméru riznobézném s jeho rovinou,

pak soucin
P(V)=M-f] :(Poo R - Pog)( D (v) NO(V) ... Ng”(v))T
Po P - R

uréuje podstavy a soucin
P P .. P
h(u)=f -M=(N®(u) N®(u [ 0 Por e 08)
(0) =M= (N9 (0) NP Q) P P

plast. Ridici body valcové plochy tvoii klec Sestnacti bodii. Ridici kruznice se dotykaji klece

ve sttedech stran Ctverce, tyto body maji vahu @ =1, vrcholy klece maji vahu @'= @ .

Komoly kuZel obdrzime z vélce zménou polohy osmi fidicich bodi, které tvaruji jednu
z podstav. U kuZele téchto osm bodu splyva ve vrchol, tery ma vahu o =1.

Kulova plocha: Krychlova klec je tvofena 26 body. Kulovou plochu dostaneme jako
sjednoceni osmi kulovych plati. Trojice fidicich bodua, které urCuji jejich okraje, museji
tvarovat Ctvrtkruznice, jejich vahy tedy museji byt v poméru o, : @, : @, =1 :@ :1. Oznacime-

li tedy o= (@)1 = % (tyto vahy maji stfedy hran krychlové klece), pak stfedy stén maji vahy

o) =

@’ = (@)O =1 avrcholy @’ = (%)2 =3

O tvarovani elementarnich ploch pomoci vah se miizeme piesvédéit v Rhinoceros. Ridici
body téles, jejichz povrch je slozen z vice ploch (napt valec, kuzel) nam vsSak Rhinoceros
nezobrazi. Je tfeba vytvofit jen jednu plochu, napft. plast’ valce pomoci kruZnice a ptikazu
Plocha/Vytahnout kiivku/Piimo.

163



