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13 Fraktaly

Fraktalni geometrie je rozvijena zhruba od Sedesatych let minulého stoleti jako néstroj popisu
chaoti¢nosti pfirody. Geometrie se az do devatenactého stoleti zabyvala ,,idedlnimi* Utvary,
,.dokonalost“ ttvarti byla spatfovana v jejich pravidelnosti. Ctverec nebyl specidlnim
piipadem obdélnika, ale naopak, obdélnik byl nedokonaly c¢tverec. Koncem minulého
a zac¢atkem naSeho stoleti byla objevena celd fada konstrukei podivnych ttvara, které naprosto
nezapadaly do téchto koncepci a mnohymi matematiky byly piijimany s odporem jako
,matematicka monstra“. S jednim z téchto ,,monster — Sierpinkého trojuhelnikem - jsme se
seznamili jiz v pt. 1 kpt. 1.4.

Tyto ,.Cisté logické* konstrukce se v dobé svého vzniku zdaly na hony vzdalené jakékoli
realité. Teprve B. B. Mandelbrot pocatkem 60. let ukazal, ze logika vedla matematiky blize
ke skutecnosti, nez sami tusili, a Ze jejich ,,matematickd monstra® jsou k popisu realnych jevi
daleko vhodnéjsi, nez ,,idedlni* utvary. Svét pifirody vzdy obsahuje prvky chaotického
chovani. V sedmdesatych letech se védci nejriznéjSich profesi (matematikové, biologové,
chemici...) zacali zajimat o popis souvislosti mezi nahodilymi a chaotickymi strukturami a
prvni vysledky je vedly rovnou do svéta ptirody. Redlna hora neni ani jehlan ani kuZzel, kmen
stromu neni ani zdaleka valec. Tabletka zivo¢isného uhli tvaru ,,valce* s polomérem podstavy
5 mm a vyskou 4 mm ma (ddajn&) povrch 10 m* (!!) V lidském hrudniku je ,,svinuta plocha
veétsi, nez tenisovy kurt. Obéhovéa soustava lidského téla musi vmeéstnat do vymezeného
objemu zna¢né velkou plochu. Jeji fraktalni struktura pracuje tak efektivné, Ze ve vétSing
tkani neni zadna bunka vzdalena od cévy vice, nez tii az Ctyfi bunky. Presto cévy a krev
zaujimaji velmi maly objem (necelych 5% lidského téla). K jakému ,klasickému*
geometrickému utvaru mame pfirovnat takovy blesk? Hory, feky, mraky, galaxie, drahy
bleskl, cévni a kofenové systémy, geneticky kod - k popisu podobnych struktur je tieba zcela
nového pohledu, ktery se starému v nicem nepodoba. Vyzaduje zbavit se zvyku uvazovat o
objektech a jevech v kategoriich délka, plocha a objem.

13. 1 Pojem fraktalu

Na tomto misté doporucujeme ¢tenafi, aby si zopakoval pojem topologicka dimenze (viz kpt.
2.4. odst. 10) a v ptikladu 1 pfipomeneme jesté jednou Sierpiniského trojuhelnik z pt. 1 kpt.
2.4.

U ohrani¢enych geometrickych utvara (tj. Gtvari, které 1ze pokryt néjakou kouli) jsme zvykli
na to, Ze je mozné je mefit, tj. urcit jejich ,,velikost™ jako nenulovy a konetny pocet
,jednotek® velikosti. U jednorozmérnych ttvart je touto ,,velikosti“ délka, u dvojrozmérnych
obsah, u trojrozmérnych pak objem. Z bézné zkuSenosti vime, ze pokusy urcit obsah ¢i délku
trojrozmérnych utvarti vedou k nekone¢nym ¢isltim, objem dvojrozmérného utvaru je nula,
jeho délka je nekonecna. Objem ¢i obsah jednorozmérného tutvaru je nulovy. Pocet rozméra
(dimenze) omezeného geometrického utvaru je tedy z metrického hlediska dan tim, zda tento
utvar ma kone¢nou a nenulovou délku, obsah ¢i objem, pficemz nenulova a konecna je prave
jedna z téchto veli¢in.

1. Piiklad — Sierpiniského trojuhelnik a ¢tverec: Sestrojme rovnostranny trojihelnik a
vyjméme zné¢j vnitfek trojuhelnika uréené¢ho stiednimi prickami. Ve zbyvajicich tiech
trojuhelnicich proved'me totéZ a timto zplisobem pokracujme do nekonec¢na. Pokud bychom
analogickou konstrukci provedli se Ctvercem (zde ctverec rozd€lujeme vzdy na devét
shodnych ¢tvercli a vyjimame vnitiek prostfedniho z nich), dostaneme Sierpinského ¢tverec.
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Pti programovani takto se opakujicich se konstrukci se pouzivaji tzv. rekurzivni procedury, tj.
procedury, které volaji samy sebe. Nemohou se samoziejmé¢ volat donekonecna, obvykle
kon¢i v okamziku, kdy velikost utvaru, ktery se ma sestrojovat, je mensi nez jeden pixel
zobrazovaciho zatizeni.

V kpt. 2. 4 jsme zjistili, ze Sierpiiiského trojuhelnik je z topologického hlediska ktivka, totéz
bychom gzjistili i u Sierpifiského ctverce. Z ,,metrického* hlediska to vSak neni Utvar
jednorozmérny (ma nekonecnou délku), ale ani dvojrozmérny (ma nulovy obsah). Tyto ttvary
tedy nelze ,,béznym zplisobem™ méfit, tj. urCit, ktery z nich je vétsi a ktery mensi.

V technické praxi vétSinou pracujeme s kiivkami jednoduchymi (tj. kiivkami, které
neprotinaji samy sebe), anebo se jedna aleponn o kiivky po castech jednoduché, tj. kiivky,
které 1ze na neprotinajici se kiivky rozdé€lit. Sierpiniského trojuhelnik a ¢tverec jsou ktivky,
které samy sebe protinaji v kazdém bod¢ a nejsou tedy jednoduché ani po ¢astech. Existuji
vSak 1 jednoduché ohranicené kiivky s nekonecnou délkou. Nez se s jednou znich blize
seznamime, uptesnéme pojem délky jednoduché kiivky.

2. Délka jednoduché krivky: V kpt. 12.1 jsme se zabyvali otazkou urceni délky analytické
kiivky. Analyticky piedpis utvara, kterymi se budeme zabyvat v této kapitole, vSak neméame
k dispozici. V tom pfipa ur¢ime délku jednoduché kiivky tak, ze sestrojime posloupnost bodii
Ay A A A, lezicich na kiivee tak, Ze body A;; A, jsou krajni (v pfipadé uzaviené

AGAl=V; k=12.5p |AA,,
=0). Za ptibliznou délku kiivky pak prohlasime ¢islo

kiivky je A,=A,, Jeji libovolny bod), a plati <V

(pHipoustime i A, = A, tj. |A,A

p-+1

b~(p+1)-vty.

Je zfeymé, ze ¢im ,kratsi“ oblouky budou,
tim se tento soucet bude blizit Cislu, které
bychom méli prohlasit za délku kiivky.
Délkou jednoduché kiivky bude tedy
ziejme limita

{=limp-v

p—>x

pokud tato limita existuje.
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Takto zavedena délka kiivky velmi dobie odpovida bézné predstavé meéteni délky pomoci
délkovych jednotek — méficimi Gseckami jsou usecky A A, K=12;..;p.

3. Piiklad — Kochova krivka a Kochiiv ostrov: Uvazujme usecku, kterou rozdélime na
ttetiny, nad prostfedni tietinou sestrojime rovnostranny trojuhelnik a plvodni prostfedni
p=1 tietinu Vyjmeme. 'Nad takto VznikIYmi Ctyfmi
useckami zopakujme tutéz konstrukci a takto
0 A=A=4,, pokracujme do nekonecna. Je ziejmé, ze
2 usecky vznikajici v jednotlivych  krocich
mohou slouzit jako ,méfici useCky™.
Oznacime-li v, velikost méfici usecky v n-
tém kroku a p, jejich pocet, je priblizna délka

4, A A=A, zjisténa v n -tém kroku

A @nz(pn+§)-vni\/?“

Pfi naSem méfeni je navic vzdy A =A
s 1°
A, A A=A , 5 ’ 5 R
takZe nemusime uvazovat toleranci a psat

p=32 piimo
en =PV (2)

4 r —n+l1
oW Wiy Dale pro n>1 plati v,=1v,  ,=3"",
Py = 4P, =47 p =4"", takze

n-1
e {=limp,-v, =lim3™™" 4"y = lim—-v, =0
3"

ﬂf ?j u}uﬁ% (nebot v, >0). Utvar, ktery takto vznikl, je

/ jednoduché kiivka. Je zfejm¢ ohraniend a pfitom ma
: \ nekonec¢nou délku. Ani tuto kiivku tedy nelze rozumné
’5 '| zmétit. Zopakujeme-li tuto konstrukci nad tfemi

) ;} {é useCkami, které tvofi strany  rovnostranného
g :3 '~ trojithelnika, dostaneme tzv. Kochiiv ostrov, ktery ma

2'“ kone¢ny obsah, ale jeho hranice ma nekonecnou
su‘zum Ujvug délku.

{;ﬁ Pozdéji se ukazalo, Ze tyto ,,exotické* vlastnosti maji i

nejen umelé geometrické konstrukce, ale 1 utvary, se
kterymi se setkdvame zcela bézné.

4. Priklad - pobrezi Bretané: Pokusme se zméfit délku pobiezi Bretané, a to postupem

uvedenym v odst. 1. Takto zavedend délka zfejmée nezavisi na volbé¢ velikosti pocatecni métici

usecky, pro nazornost ji tedy zvolime tak, Ze pro v, bude p, =4, tj. stejné jako pro Kochovu

kiivku.

Délka pobiezi zjisténa témito métidly je v pfipojené tabulce a v posledni tabulce porovnana
s délkou Kochovy kiivky. Je vidét, ze se zmenSujicim se métidlem se zjisténa délka pobiezi
opét vyznamné zvétSuje a limita d =limp,-v, definujici tuto délku bude ziejmé opét
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nevlastni. Na zaklad¢ presnych méfeni v 50. letech minulého stoleti dospél Lewis Fry
Richardson skute¢né¢ k zavéru, ze vSechna pobieZi jsou stejné, a to nekone¢né dlouha.

| Bretan

= |4 [1,333

15 | 1,666 e . --j-{ f 5(} £

3|—|64 |2.370

Pro porovnavani geometrickych utvari typu ,vétsi — mensi“ jsou tedy ,velikosti
v topologickych dimenzich® (tj. délka, obsah a objem) Casto piili§ hrubymi nastroji. Proto
jsou zavadény dimenze obecnéjsi, ve kterych je mozné porovnavat i takové utvary jako
Sierpinského trojuhelniky a ctverce, Kochovy kiivky i pobfezi a ,,velikosti“ nejriznéjsich
ptirodnich Utvari. NejstarSi a nejobecnéjsi je dimenze Hausdorffova (podle némeckého
matematika Felixe Hausdorffa, ktery ji publikoval vr. 1919). Prozatim uvedeme definici
pon¢kud specialnéjsi, kterou zobecnime v nasledujici kapitole.

5. Fraktilni dimenze: je zobecnénim pojmu ,,pocet rozméri“. Na nasledujicim obrazku
mame topologicky jednorozmérny a dvojrozmérny utvar, ktery postupné ,,co nejuspornéji‘
pokryvame shodnymi kruhy. Zajima nas, kolik kruhli bude potieba, jestlize jejich primér
postupné¢ zmensujeme na polovinu, ctvrtinu atd. Ukazuje se, ze u topologicky
jednorozmérného utvaru plati, ze s kazdym dvojndsobnym zmenSenim primeéru potfebujeme
zhruba dvakrat vice kruhti. U topologicky dvojrozmérnych utvarti s kazdym dvojnasobnym
zmens$enim priméru potiebujeme zhruba &tyfikrat (2°) vice kruhdi. Pokud bychom provedli
totéZ s utvarem trojrozmérnym, ktery bychom pokryvali koulemi, potfebovali bychom
s kazdym dvojnasobnym zmensenim priméru zhruba osmkrat (2°) vice kouli. Je-li {Vn}

klesajici posloupnost priméri pouzitych kruhii (kouli) a {pn} posloupnost udavajici pocet
kruht (kouli) o priiméru v, potfebnych k pokryti utvaru, pak pro D -rozmérny ohraniceny

Gtvar je skutené v - p, ~ konst . Déle existuje limita tohoto souc¢inu a je

0<limv®-p <oo; D=1;2;3
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Vl_l p1:2 :l p1:2
|
Vz:E p,=4 1
V2:5 p, =16
|
Ys=7 p;=38 v,=— p,=128

v, - p, = konst V). p =~ konst
0 < konst < o 0 < konst < 0 < konst < o

Pozadavek ,co nejuspornéjsiho” pokryti topologicky jednorozmérného tutvaru ziejmée
znamend, ze je tifeba kruznice (koule) pokladat tak, aby priseCiky s Gtvarem lezely na
praméru, pocet kruht (kouli) vynasobeny jejich poctem bude tedy piimo aproximovat délku
kiivky, tj. v,-p, =€ a

{=limv,-p,
U topologicky jednorozmérného utvaru je dale ziejmée

limv: - p, =limv. - p, =0
Pro topologicky dvojrozmémé utvary je vyraz V:-p, ziejmé roven souctu obsahli ¢tverci

opsanych pokryvajicim kruhiim. ProtoZe se ¢tverce prekryvaji, tento vyraz ani v limité neni
roven obsahu utvaru. Protoze vSak pro topologicky dvojrozmérny utvar plati

limv,-p,=0; 0<S<limv,-p, <o; limv.-p, =0

je tato limita vhodnym ,,indikatorem* dvojrozmérnosti“. Podobné v trojrozmérném piipadé
(promyslete!).

Z této uvahy je zfejmé (a da se to obecné dokdazat), ze pro kazdy geometricky je bud’

a) pro kazdé d >0: lim p,v’ =0

192



13 Fraktaly UM FSI VUT v Brng Studijni text

anebo
b) existuje D >0 tak, ze
a) 0<limp,v> <oo
B) pro kazdé d < D je lim p,v> = oo
v) pro kazdé d > D je limpv> =0

Tyto skutecnosti nds vedou k nasledujici definici:

6. Fraktalni mira a fraktalni dimenze: Necht {Vn} Jje klesajici posloupnost, p, nejmensi
pocet uzavienych kouli o priméru v, potfebny k pokryti ohrani¢eného utvaru U . Fraktalni
mirou utvaru U v dimenzi d nazyvyme limitu M?(2()=1lim p,vy =0. Utvar 2 ma
a) fraktalni dimenzi nula pravé tehdy, kdyz pro kazdé D >0 je M° () =1lim p,v, =0
b) fraktalni dimenzi D >0 pravé tehdy, kdyz 0<MP® (1) =1lim p v, <.
Na prvni pohled se mize zdat, Zze jsme pravé zavedli zbytecny pojem, protoze fraktalni

dimenze topologicky jednorozmérného (dvojrozmérného, trojrozmérného) utvaru je jedna
(dve, tfi). Ale neni tomu tak.

7. Fraktilni dimenze Sierpiniského trojuihelnika: Podivejme se jest¢ jednou na
Sierpiniského trojuhelnik. Pro jednoduchost (bez Gjmy na obecnosti) mizeme piedpokladat, Ze
prvni kruh mé priimér roven jedné poloving, tj. v, =2'. K prvnimu pokryti jsou potieba tfi
takové kruhy, tj. p, =3. Vzdy, kdyz zmensime priméry kruhti na polovinu, je k pokryti tfeba
vzdy trojnasobny pocet kruht tak, jak naznacuje ptipojeny obrazek. Je tedy v, =27"; p, =3".

Protoze je

lim p,v, =lim3"-2™" =0

lim p,v; =1im3"-27" =0

je délka trojuhelnika nekonecnd a obsah
nulovy (to uz jsme zjistili v pt. 1 kpt. 2. 4
sttedoskolskymi metodami). Nyni vSak
vime, ze musi existovat dimenze 1< D <2
takovd, ze limita pro tuto dimenzi je
nenulova a konecna, tedy

0<limp,v> =1im3"-27™ <o

Bez Ujmy na obecnosti je mozné
predpokladat, ze

limp,v° =1im3"-27"" =1

Protoze vyraz 3"-2"" je pro kazdé n; D
konstantni, je
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Fraktalni dimenze Sierpiiiského trojihelnika je tedy

In3
D=2 ~1,584962... (3)
In2
8. Fraktalni dimenze Sierpiniského ¢tverce a Kochovy krivky: Podivej Pfi pokryvani
Sierpiiiského ¢tverce je vyhodné zmensovat priméry pokryvacich kruhl na tietinu, jejich
pocet tim zvySime osmkrat. Jeho fraktalni dimenzi tedy zcela analogicky dostaneme
_In8

D=—~1,892789..."
In3

Koneéné Kochova kiivka ma fraktalni dimenzi

D=4 1261 859..

In3

Dospivame tedy k pojmu fraktalu, ktery zavedl Benoit Mandelbrot (1924 - 2010):
8. Fraktal je utvar, jehoz fraktalni dimenze je (ostie) vétsi nez dimenze topologicka.

Protoze topologickd dimenze Sierpiniského trojuhelnika a ¢tverce, jakoz 1 Kochovy kiivky je
jedna, jsou tyto tii utvary piiklady fraktala. Fraktalni dimenze je vhodnou mirou ¢lenitosti
geometrického ttvaru. Fraktalni dimenze je tak ,jemnéjSim ndastrojem™ pro popis
geometrickych utvarii nez dimenze topologickd. Nefraktalni utvary (Gsecka, kruh, vélec...)
maji fraktalni dimenzi rovnu dimenzi topologické a povazujeme je za ,,neclenité”. Kochova
kiivka je Clenitd (D ~1,26), Clenité;jsi je ovSem Sierpinského trojuhelnik (D ~1,58) a ¢tverec
(D =1,89). Pobfezi Bretang, které nam poslouzilo jako motivaéni piiklad (viz pt. 4), je
pomérné Clenité (D ~1,25), pobiezi Severni Afriky je naopak téméi hladké (D ~1,02).
Velmi ¢lenité plochy (topologicka dimenze dv¢) pak predstavuje povrch lidského mozku
(D=2,79)aplic(D=2,97).

13. 2 Hausdorffova dimenze a Hausdorffova mira

Pomoci pokryvani utvarG kruhy resp. koulemi stejného priiméru lze urcit jeho fraktalni
dimenzi, k urceni jeho ,,spravné velikosti“ v§ak nestaci, a to ze dvou dvodu:

a) Kruhy (koule) se prekryvaji, fraktalni mira M° (%) dle def. 6 pro D =2;3 obsaht
(objemit) je tedy vé€tsi nez obsah (objem) dvoj- resp. trojrozmérného utvaru.
b) Fraktalni mira M° (U) pro pro D =2;3 urcuje obsah ¢tvercii opsanych kruhim resp.
objem krychli opranych koulim. I z tohoto divodu je obsah (objem) vétsi.
Abychom se obsahu resp. objemu pro D =2;3 co nejvice pfiblizili, je pfedevsim tieba upustit
od pozadavku stejného priméru. Méfenou mnozinu tedy budeme pokryvat & -pokrytim ve

smyslu odst. 9 kpt. 1.4., které nyni pfesn¢ definujeme:

1. ¢-pokryti geometrického twtvaru: Uvazujme Gtvar U a libovolné ¢islo & >0. Dale
ozna¢me diam(K.) primér koule K. vprostoru E’. Sjednoceni X =UK, kouli K,
1
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nazveme & -pokrytim Gtvaru U pravé tehdy, kdyz U <X a pro kazdou kouli K, je
diam(K;)<2&. Pokryti atvaru U budeme podrobné znagit 7' (U ).

Pokryti jednoho a téhoz utvaru U existuje nekoneéné mnoho. VSechna tato pokryti lze
Sasten& usporadat mnozinovou inkluzi. Rekneme totiz, ze pokryti JC,(U) je mensi nez
pokryti J,(U) pravé tehdy, kdyz X, (U)< X, (U) - fkame také, Ze pokryti JC,(U) je
zjemnéni pokryti JC, (U). Mnozina viech pokryti Gtvaru U ma tedy infimum, které umozni

definovat Hausdorffovu miru a dimenzi.

o, . 2. y
2. Hausdorffova mira a dimenze: Je ziejmé, Ze vyraz Z [dlam(Ki )] urcuje soucet
KieX(U)

obsahii ¢tvercti opsanych hlavnim kruznicim pokryvajich kouli a vyraz Z [diam(Ki )]3
KieX(U)

souCet objemtl krychli opsanych pokryvajicim koulim. Abychom tyto sumy co nejvice
priblizili obsahu resp. objemu, je tfeba, aby byly co mozna nejmensi, tj. polozme

H (W)=t 3 [diam(k)] (M

KieX(
kde ?161;15) znad¢i infimum vSech pokryti Gtvaru vzhledem k jejich zjemnéni (viz ptedchozi

odstavec). Vyraz (1) pro d =1;2;3 jiz spliiuje obecné pozadavky kladené na délku, obsah a
objem, a proto byva v nékterych literarnich pramenech jiz oznacovan za Hausdorffovu miru
utvaru U . Pro d =1 je skuteéné roven délce méfené kiivky, pro d =2 vSak neni roven
bézné chapanému obsahu a pro d =3 neni roven
objemu. Infimum sice zarucuje, ze pokryvajici koule se

jiz neptekryvaji, vyraz [diam(Ki )]2 vSak neni roven
obsahu kruhu ale opsaného ctverce, vyraz
[diam(Ki )]3 neni roven objemu koule, ale ji opsané
krychle. H (U) je tedy + nasobek hledaného obsahu;
H (U) je £ nasobek hledaného objemu. Vyraz
H (‘U,) je tedy tieba nasobit vhodnou funkci a(d),
jejiz funkéni hodnoty jsou a(I)=1; a(2)=% a

a(3)=%. Touto funkei je funkce
d

— 7[5 .
a(d)_r(gﬂ)’ @)
kde
r'(r) :Ixr’le’xdx 3)

je tzv. gama funkce. Je to vyssi transcendentni funkce,
tj. funkce, jejiz hodnoty az na vyjimky nelze urcit
metodami, které zname ze zakladniho kurzu
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matematiky. Existuji vSak tabulky jejich funkénich hodnot i rizné kalkulatory, které jsou
schopny tyto hodnoty urCit. Zde uved'me jen ty, které jsou potieba k ur€ovani meér
v celociselnych dimenzich:

Jz

d=1: I'($£+1)=T(15)= -
d=2: I($+1)=r(2)= 1 (4)
d=3: T($+1)=0(2,5)= 3VJx

Vyraz (1) korigovany funkci a(d) je pak jiz pro d =1;2;3 roven délce, obsahu a objemu

utvaru U a poskytuje i ,,velikost (miru) utvart i v necelo¢iselnych dimenzich. MiZeme tedy
definovat:

Hausdorffovou mirou itvaru U/ v dimenzi d rozumime hodnotu vyrazu
d
HY(U)=a(d)-inf > [ldiam(Ki)} )
XU g Sy

kde funkce « (d) je urcena rovnicemi (2) a (3).
Lze dokéazat, Ze pro kazdy ohrani¢eny geometricky utvar je
bud a)prokazd¢ d>0: H*(U)=0
anebo b) existuje D > 0tak, ze 0<H® (U) <o
apro kazdé d <D je H*(U)
aprokazdé d>D je H'(U)=0

o0

Tyto vlastnosti Hausdorffovy miry umoznuji definovat Hausdorffovu dimenzi:

Hausdorffova dimenze utvaru U : Utvar U ma Hausdorffovu dimenzi nula (D =0) pravé
tehdy, kdyz pro kazdé d >0 je H’(U)=0. Utvar U mé Hausdorffovu dimenzi D >0
pravé tehdy, kdyz 0<H® (U) <.

3. Piiklad: Urcete Hausdorffovu miru kruhu a koule.

Reseni: Infimalni (v tomto ptipadé dokonce minimalni) pokryti kruhu resp. koule o poloméru
I je jedina koule o poloméru r. Kruhma D=2, koule D =3. Je tedy

2
: 2(9) = . 1 O SR D
Kruh: H*(U)=a(2) %?g)Ki;%delam(Ki)] ey ==t
3 3
2 2 4
Koule: H*(U)=a(3)- inf rdiam(K,)] ==—2—r =" =-r =271’
oule (U) a()ylcl(lu)Kié;(U)liz iam(K;)] NEs) r i r=sar

Jak je vidét z predchozich ptikladd, vypocet Hausdorffovy miry je velmi komplikovany uZ i u
velmi jednoduchych tutvara (trojuhelnik, ¢tverec, krychle...). U vSech nefraktalnich utvaru (tj.
Gtvar@ s celo¢iselnou Hausdorffovou dimenzi) jsou vak miry H'; H> a H’ rovny jejich
délce, obsahu resp. objemu. Na pracné vypocty Hausdorffovych mér jsme tak odkazani jen u
fraktali. Zde ovSem nemaji takovy prakticky vyznam jako dimenze, jejich uréovani je pfece
jen jednodussi.

196



13 Fraktaly UM FSI VUT v Brné& Studijni text

13. 3 M¥izkova dimenze a Box Counting

Vyhodou Hausdorffovy dimenze je skutecnost, ze je velmi obecna, a tedy pouzitelna na velmi
Sirokou tfidu mnozin. Nevyhodou této obecnosti je v§ak velmi obtizny vypocet. Proto existuje
fada dalSich dimenzi, které jsou jednodussi, vhodné pro pocitaCové zpracovani a ve vétSing
ptipadi poskytuji tytéz vysledky. Uved’'me nejznaméjsi z nich — dimenzi m¥izkovou.

Zakladni myslenka je stejnéd jako u dimenze fraktalni resp. Hausdorffovy s tim, ze pokryvani
méefeného utvaru je prizpasobeno moznostem vystupnich zafizeni pocitact. Tvoii ho
¢tvercova ¢i krychlova miizka. Dimenze, ktera se takto zjiSt'uje, se proto nazyva dimenze
miizkova a metoda, kterou se méteni provadi, je znama jako Box Counting.

Predpokladejme, Ze méfenou mnozinu mame zobrazenu na vystupnim zafizeni pocitace. Pro
jednoduchost budeme piedpokladat, ze nas obrazek ma rozliSeni 1024 x1024 a budeme ho
pokladat za jednotkovy ¢tverec. Vyjdeme z definiéniho vztahu fraktalni miry (viz odst. 6 kpt.
13.1), 1.

M P (U)=1im p,vy

s tim, Ze v, tentokrat neni prumér pokryvajicich kouli, ale strana ¢tverce resp. hrana krychle
sité. Métime-li dimenzi z obrazku na vystupnim zafizeni, nemlizeme samoziejm¢ pracovat
s limitou, takZe poloZime ptimo
M® () = vy p,
Méfenou mnoZzinu pokryjme ¢vercovou siti, jejiz jedna
Yo o y 1 .
,builka® je ¢tverec o strané V, =—, dostdvame tedy
n
1 D
M® @)=~ p,
n
1
In[M® ()|~ Dln| —|+Inp,
n
In[M® ()|~ -DInn+Inp,

Inp, ~DInn+In[M® )]
y ~k-x+ q

Pfi naSem rozliSeni nemiZeme samoziejmé¢ v nejjednodussi varianté vyuZzit vSechna ne N,
ale pouze mocniny dvou. Dale je tfeba sestrojit body P, =[x,y]=[Inn;In p,] a tdmito body
prolozit pfimku metodou nejmensSich Ctvercl (s touto metodou se seznamite ve druhém
semestru v numerické matematice). Smérnice této piimky je hledana dimenze D méfené
mnoziny. Usek q této piimky, resp. vyraz M®(U)=e" je jakési ,miizkova mira®
méfené¢ho utvaru, kterda ma vSak znaéné nepfijemné vlastnosti. Naptiklad usecky na
pfipojeném obrazku maji v ,,mite“ M vsechny stejnou délku, coZ je jisté velmi nepiijemné.
Tato nepfijemnost souvisi s tim, ze k pokryti méfené mnoziny nejsou pouzity kruhy resp.
koule, ale ¢tverce resp. krychle. Pfesné objasnéni pficiny tohoto jevu ptfesahuje ramec textu,
proto od n¢j upustime. Mira fraktalnich utvart, tj. mira v necelociselnych dimenzich vsak
nemd prakticky vyznam, v naprosté vétSin€ piipadi se spokojime se znalosti mnfizkové
dimenze. Ta muze byt obecné¢ ponc¢kud vyssi nez dimenze Hausdorffova, vétSinou se vSak
hodnoty téchto dimenzi shoduji.
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Na pfipojenych obrazcich si muzete prohlédnout nckteré vysledky. Méefené utvary byly
vygenerovany na obrazku s rozliSenim 1024 x1024. U tsecky a ¢tverce program zaznamenal
pfesné linedrni resp. kvadratickou zavislost mezi celkovym poctem ctvercii a Ctverct
potiebnych k pokryti. Pfimka tedy prochazi pifesné¢ zadanymi body a dimenze téchto utvara
vychazi zcela presné. U sloZzitéjSich utvarti dava tento nejjednodussi algoritmus vysledky
pouze priblizné, presnost méfeni zavisi do znacné mife také na kvalit¢ vygenerovaného
obrazku a jeho vzajemné poloze s pokryvajici siti.

=
Oteit | Kioneo |
. v v
s | usecka s | Ctverec
=
e 8 Obenfit | Konecl
Point Mo. {v_n ph
4 4 142 1
14 4
3 5 148 16
Dimenze I'I.DDDD 1416 B4
Chyba [oooon 1432 266
2 2 1764 1024
Dimenze Ig 0ooa
1 1
Chyba |D.DUDD
0 0
1 2 5 5 4 5 E
g g
« F I
Kochova trojuithelnik
i P =5 Sicrpifiskd ¥ ousdacipanct—SNSTaT
| Kfivka s = Sierpinského /BRI ol x|
—— | Konecl " | Knnecl
4 Faint No. |v_n p_n 4 Paint Mo [v_n ph
172 2 142 4
174 [ 144 12
3 i)
1/8 14 148 38
1716 32 1416 120
2 1732 [ 2 1/32 374
1/64 185 1464 1182
1 Dimenze 1.2637 1 Dimenze |1_5393
Chyba oo Chyba =T
1} 0
1 2 i) 4 5 [ 1 2 &) 4 5 [
-1

13. 4 Sobépodobnost a sobépribuznost

Sierpinského trojuhelnik, ¢tverec 1 Kochova kiivka maji jesté jednu zajimavou vlastnost, ktera
je znazornéma na pripojeném obrazku: Sierpifiského trojihelnik vznikne sjednocenim tii
,»Kopii“ sebe sama. Pfesnéji feceno: zobrazime-li tento Utvar ve stejnolehlostech se stiedy ve
vrcholech vychoziho trojihelnika s koeficientem 4 a tyto obrazy sjednotime, dostaneme

puvodni utvar. Podobnou vlastnost maji i Sierpiniského ¢tverec a Kochova kiivka.

1. Sobépodobnost: Utvar 1{ je sob&podobny pravé tehdy, kdyz existuji podobna zobrazeni
F;1=1;2;...; p takova, ze
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p

U= () (1)

i=l1

Sobépodobny je trojihelnik i1 ctverec Sierpinského (zde jsou podobnymi zobrazenimi
stejnolehlosti) i Kochova kiivka (zde jsou to dvé stejnolehlosti a dvé obecnéjsi podobna
zobrazeni slozend ze stejnolehlosti a rotace). Sobépodobné jsou i mnohé utvary, které nejsou
fraktaly (,,obycejny* trojihelnik a ¢tverec, rovnobéznik apod.).

.

,G:'v

.e'e_
ALLL

A

oy
P

o o
1 W ™
fr? s L Lt

Zajimavy je vztah mezi sob&épodobnosti a Hausdorffovou dimenzi. Jsou-li totiz k;;K,;...;K,

koeficienty ,,tvoficich podobnych zobrazeni .Z z (1), pak pro Hausdorffovu dimenzi utvaru
U plati
kP +k) +..+k) =1,

Specialné v ptipad¢, ze k, =k, =...=k, =7, je
D D D P Inp
kP +ky +..+k) = (L) +(£) +..+(%) =/1—D=1:> D:m

px
Napft. Sierpinského trojuhelnik je sjednocenim tii svych kopii ( p =3) zmenSenych na tietinu

(+=4=>41=2), dimenze je D={2. U Sierpinského ¢tverce je p=8; Lt=1=1=3,

D=8 Kochova kiivka: p=4; +1=1=1=3,

D=1 | Obycejny” Ctverec je sjednocenim napf.
¢tyl kopii zmenSenych na polovinu (D=£1=2)
nebo deviti kopii zmenSenych na tfetinu
(D=12=2).,0bycejny* trojuhelnik p=4; 1=2

nebo p=16; A=4, opét D=2. Promyslete pro
usecku!

2. Sobépribuznost: je zobecnénim sobépodobnosti.
Sobépiibuznym utvarem nazyvame utvar, ktery je
sjednocenim konecného poctu svych vlastnich
obrazii v libovolnych kontraktivnich zobrazenich, t;.
v zobrazenich, kterd ,zkracuji vzdalenost. Pro
kontraktivni zobrazeni T tedy plati
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|7 (A)Z (B

kontraktivni zobrazeni % ; i =1,2;...; p takova, ze

, kde k<1. Utvar U je sob&ptibuzny pravé tehdy, kdyz existuji

p
U= U (U
i=1
Kontraktivni zobrazeni nemusi byt podobnosti. Mlze to byt napt. afinita nebo i zobrazeni,
které nezobrazuje Usecku na usecku. Sobépiibuzny utvar tedy neni sjednocenim svych
zmenSenych kopii, diky kone¢nému poctu kontrakci vSak v utvaru mizeme vypozorovat
donekonecna se opakujici ¢asti, které se svym tvarem pfili§ nelisi a lidské oko je schopno je
identifikovat jako stale se opakujici motivy. Fraktal na pfipojeném obrazku je sjednocenim
dvou svych obrazl v afinitach ur€enych maticemi

0.8 -03 3 -03 -04 8
M, =03 08 1|;M,=| 03 -03 -3
0 0 1 0 0 1

Praveé sobéptibuznost je typicka prakticky pro vSechny piirodni Gtvary od vesmiru jako celku
ptes strukturou listu a tvar mrakd ¢i krajiny pokracujic az po vétveni Zil v organismech
(fraktal na pfipojeném obrazku nam pfi troSe fantasie miize ptipominat motského konika).

13. 5 Itera¢ni systémy
1. Obecn4 iteraéni metoda: se pouZiva pii hledani piiblizného feseni rovnic tvaru x = g(x).
Spociva v tom, Ze pocatecni aproximace (startovaci bod) X, se dosadi do pravé strany, ¢imz
obdrzime prvni aproximaci tvaru X, = ¢ (X ) . Tento postup se neustale opakuje, takze obecné

je X, =9(x,). Napftiklad v rovnici x=—1+- (X +5) zvolme x, =0, pak je

+5)=— %[( g) }:—0,949...
X, =—1L. ( 5)=—4:[(~0,949..)" +5 | =-0,983...

atd. Pfitom pfesné feSeni rovnice je X=—1 (jak se miZzeme snadno ptresvédcit dosazenim).
Tato metoda ovSem funguje (konverguje) pouze za piredpokladu, ze rovnice X= g(x)

definuje kontraktivni zobrazeni. S témito otazkami se podrobnéji seznamite v numerické
matematice ve 2. semestru.

2. Iteracni systém: je systém rovnic tvaru

(X555 %)

f
Fy (%3 %35 %, ) (1
f

o (X330 %,)

a studium podminek, za kterych systém konverguje, je obecné velmi slozité. Moderni
vypocetni technika umoznuje iteracni procesy efektné vizualizovat.

><><><
Il
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3. Juliovy mnoZiny: Jsou mnoziny vSech startovacich bodl, ze kterych iteracni proces
systému (1) konverguje. MnoZiny nesou jméno francouzského matematika Gastona Maurice
Julia (1893 — 1978), ktery zkoumal konvergenéni procesy rovnic tvaru z=2z>+C v oboru
komplexnich ¢isel. Pro kazdé komplexni ¢islo C dostdvame jinou Juliovu mnozinu. Na
pfipojeném obrazku jsou Juliovy mnoziny pro C=-1.2+0.154i; C=-1+0i a
C=0.24+0.54i.

4. Mandelbrotovy mnoZiny: Benoit Mandelbrot se zabyval problémem, pro kterd C je
Juliova mnozina souvisld, a sestrojil timto zpiisobem mnozinu, kterd dnes nese jeho jméno.
Zatimco k rovnici z=2"+C existuje nekoneéné mnoho Juliovych mnozin, Mandelbrotova
mnozina této rovnice je generovana jen jedna.

Ptesto je mnozné ¢islo v ivodu
tohoto odstavce opravnéné —
podobnym zpiisobem Ize totiz
pouzit 1 jiné rovnice. Na
propojeném obrazku je
Mandelbrotova mnozina rovnice
Z=cosz+C. Mnozina rovnice
z=7"+C je soumémi podle
realné osy, mnozina z =cosz+C
je navic diky (komplexnimu)
kosinu ,,periodicka“.

Hranice Juliovych resp.
Mandelbrotovych mnozin patii k
,»nejclenitéj$im* mnozindm. Jsou
to kfivky — maji topologickou
dimenzi  jedna, jsou  vSak
ClenitéjsSi  nez  Sierpinského
¢tverec — Hausdorffova dimenze
Mandelbrotova mnoziny je dve¢.
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5. Obarvovaci algoritmy — pii vykreslovani Juliovych a Mandelbrotovych mnozin se
pouzivaji nejriznéjsi obarvovaci algoritmy. Ten nejjednodussi (Escape algorithm) obarvuje
kazdy pixel, ktery do mnoziny nepatii, podle rychlosti, s jakou je tato skutecnost zjiSténa.
Byly to pravé barevné Juliovy a Mandelbrotovy mnoziny, které podstatné piispély
k popularizaci fraktalni geometrie.

= e qw

q
%

6. Projektivni systémy — iteracni systémy definované soustavou (1) podrobuji kazdy bod
transformacim, které obecné¢ nezobrazuji piimku na piimku. Je-li vSak soustava (1) linearni,
definuje projektivni zobrazeni, které lze definovat matici. Projektivni systémy jsou tedy
definovany kone¢nym poctem projektivnich zobrazeni, kterymi v kazdém kroku prochézi
startovaci bod. Je-li napf. tento systém tvofen tfemi stejnolehlostmi se stfedy ve tifech
nekolinedrnich bodech a s koeficienty 0.5, pak startovaci bod vytvoii Sierpifiského
trojuhelnik. Na pfipojeném obrazku si miZzeme prohlédnout mnoziny vytvotrené projektivnimi
systémy ur¢enymi maticemi
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000 02 =03 0 ~0.1 03 0 0.83 0.05 0
M,=[0020|; M,=/02 02 1| M,=| 03 02 04| M,=|-0.05 083 I
00 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1
resp.
0.195 —0.488 0.4431 0.462 0.414 0.2511
M, =(0.344 0443 02452|; M, =|-0.252 0.361 0.5692
0 0 1 0 0 1
~0.058 —0.07 0.5976 ~0.637 0 0.8562
M, =| 0453 —0.111 0.0969 |; M,=| 0 0.501 0.2513
0 0 1 o 0 1

V konkrétnich algoritmech ovSem neni mozné startovaci bod podrobovat vzdy vsem
transformacim, nebot pocet takto generovanych bodl by exponencialné narustal a zpisobil by
preteCeni sebevétsi paméti. Tento problém se vétSinou fesi tak, Ze v kazdém kroku je
generatorem nahodnych ¢isel vybrana vzdy jen jedna transformace, které¢ je bod podroben.
V kazdém kroku se tedy bod ocitne jakoby na kiizovatce, kde si vylosuje dalsi cestu. Proto je
tento algoritmus nazyvan metodou nahodné prochazky.

13. 6 Dynamické systémy

Dynamickym systémem rozumime systém, ktery je definovan pomoci konecného poctu
podminek, které popisuji zménu systému v ¢ase. Mnozina vSech moznych stavii systému tvofi
tzv. stavovy prostor, konkrétni stav systému v libovolném ¢asovém okamziku je op&t popsan
kone¢nou posloupnosti hodnot — stavovym vektorem. Jestlize podle danych podminek
nechame systém vyvijet se v Case, vznikéd ve stavovém prostoru bud’ kiivka (jetlize parametr
reptezentujici Cas je spojity), anebo mnoZina bodii reprezentujicich konkrétni stavy (je-li
Casovy parametr diskrétni). MnoZina stavi, ke kterym systém konverguje pro t— oo, se
nazyva atraktor. Dynamické systémy mohou byt stabilni, anebo nestabilni, a to podle toho,
jak reaguji na zménu vstupnich parametri. Atraktorem stabilniho systému je bud’ bod nebo
uzaviena kfivka, atraktorem nestabilniho systému jind mnozina.
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V tomto smyslu je dynamickym systémem napi. i metoda ndhodné prochazky zminovana
v zavéru predchozi kapitoly. Pocate€nim stavem je startovaci bod, pocatecnimi podminkami
jsou transformace, kterym ma byt vystaven. Kazdy itera¢ni krok ptedstavuje ¢asovy okamzik,
atraktorem je mnoZina sestrojend po ,,dostatecném poctu krokl“. Projektivni systémy jsou
zcela necitlivé pokud jde o startovaci bod — metodu nahodné prochazky miizeme startovat ze
zcela libovolného bodu, vysledkem je vzdy identicky atraktor (strom ¢i kapradina podle
Naptiiklad  Juliova mnoZina je
extrémng citlivd na zménu parametru
C, citlivost projektivnich systému
zavisi na tzv. podminénosti matic
projektivnich transformaci
(podminénost matic budeme studovat
v numerické matematice).

Pomoci dynamickych systéma lze
studovat jevy zdavislé na mnoha
parametrech, jejichz ptfesny vliv lze
obtizn¢ predvidat, napt. vodni viry,
turbulence apod. Na pfipojeném
obrazku si miZeme prohlédnout tzv.
Cliffordav  atraktor —  atraktor
dynamického systému popsané¢ho
soustavou rovnic

X=  sinl.5y+1.6-cosl.5x
y=0.9cosl.8y  —sinl.8X

13. 7 L-systémy

L-systémy byly navrzeny madarskym biologem Aristidem Lindenmayerem vr. 1968
(Lindenmayerovy systémy) jako formalni matematicky néstroj popisu rastu fas. Dnes jsou
vyuzivany predev§im k modelovani morfologie rostlin. Ve své nejjednodussi podobé je L-

systém formalné trojice mnozin L = (Z; S; P) , kde ¥ je mnozina piipustnych symbolt, S je
mnozina axiomtl, které definuji pocatecni stav systému a P je mnozina piepisovacich
pravidel, kterd umoznuji generovat dalsi stavy. Tyto stavy se posléze interpretuji pomoci tzv.
zelvi grafiky, kde Zelva reprezentuje kreslici zatizeni. Jeji stav je popsan polohou a orientaci.
1. Piiklad — Kochova kivka jako L-systém: Uvazujme L-systém L =(Z;S;P), v némz je

abeceda obsahuje tii znaky X ={F;+—}

axiomem je znak F,tedy S={F}

a piepisovacim pravidlem P={F ->F+F-—F +F}

(coz znaci, Ze znak F se vzdy prepisuje posloupnosti F+F ——F +F )
Mozné stavy tohoto L-systému tedy jsou:

F
F+F——-F+F

F F F F

F+F--F+F+F+F-—-F+F-—-F+F-—-F+F+F+F--F+F atd
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Graficka interpretace urcuje ,,cestu” pro kreslici zatizeni (Zelvu):
F - krok vpted; + oto€ se 0 60° v kladném smyslu; — oto€ se 0 60° v zdporném smyslu

Je-li tedy Zelva v poc¢atku soutadné soustavy a orientovana ve sméru osy X, je

prvni mozny stav A

druhy mozny stav J\jAZ_/L

tteti mozny stav

atd.

2. Priklad — Sierpiniského trojuhelnik jako L-systém: Vhodnym L-systémem Ize rovnéz
,uplést® Sierpiniského trojuhelnik, tak, jak jsme slibili v pt. 11 kpt. 2. 4. Pfiddme jeden znak a
jedno piepisovaci pravidlo:

abeceda: 2 ={F;G;+;-}
axiom: S={F}
pirepisovaci pravidla: P={F>G-F-G;G—>F+G+F}

Interpretace je stejna jako v ptfedchozim piikladé: F;G - krok vpied, + oto¢ se o 60°
v kladném smyslu; — oto¢ se o 60° v zdporném smyslu. Na nésledujicim obrazku vidime
nc¢které mozné stavy (krok kazdého nasledujiciho stavu je ztechnickych divodid vzdy
zkracen):

Jak bylo feceno v tvodu této kapitoly, jsou L-systémy vyuzivany predevsim k modelovani
morfologie rostlin. K tomu je tfeba umoznit L-systému vétveni, a to pomoci zavorek.

3. Priklad — modelovani morfologie rostlin: Abeceda, axiom i grafickd interpretace jsou
stejné, jako v predchozim ptipadé. Leva zdvorka znamena uloZeni stavu Zelvy do zasobniku,
prava pak vyzvednuti stavu ze zasobnimku. Modely se lisi pfepisovacimi pravidly a thlem « ,
o ktery se ota¢i (uvedeno u jednotlivych vystuptl):
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S~

F>GHF)G(-F)+F  F5>G—((F)+F)+G(+GF)-F F —G(+F)(-F)GF
G -GG G GG G —>GG
a=20° a=22,5° a=26°

13. 8 Nahodné fraktaly

V ptedchozich kapitolach jsme se zabyvali tzv. deterministickymi fraktaly — tedy fraktaly,
které jsou pln¢ urceny nékolika relativné jednoduchymi pocate¢nimi podminkami, kde nebylo
misto pro ndhodu. Tyto fraktaly maji z hlediska popisu pfirodnich Gtvart jednu zasadni vadu -
jsou totiz prili§ pravidelné. Pii popisu piirodnich utvari je tfeba pracovat i s ndhodou -
dostaneme utvary, které mnohem lépe odpovidaji redlnym objektim.

1. Zakladni princip: S ndhodnymi procesy lze pracovat vpodstaté dvojim zptisobem:

a) Pomoci generatoru nihodnych C¢isel ,rozmazavat® soufadnice bodd, které urcuje
deterministicky algoritmus. Aby vysledek nebyl Gpln¢ chaoticky, je tfeba vhodné volit jednak
typ generatoru (nejCastéji se pouzivd generator snormdlnim rozlozenim, se kterym se
seznadmite ve statistice) a také rozpéti (u rovnomérného rozlozeni) resp. rozptyl (u
normalniho). Tyto parametry se museji zmenSovat umérné urovni rekurze. Na pfipojeném
obrazku si mizeme prohlédnout takto upraveny Kochiv ostrov, Sierpinského trojuhelnik a
jednu z rostlin generovanou L-systémem.

b) Pouzivat algoritmy nahodné jiz ze své podstaty. Ve 20. letech minulého stoleti modeloval
Norbert Wiener Browniv pohyb tzv. metodou presouvani stifedniho bodu (Midpoint
Displacement Method - MDM). V jednorozmérném piipadé je princip metody nasledujici:
zvolme useCku AB, najdéme jeji stfed a jeho Yy - ovou soutfadnici zméiime o ndhodné ¢islo.
Na vzniklé dvé tsecky aplikujme tentyz postup, atd., teoreticky do nekonecna. Vznikla kiivka
je prikladem grafu funkce, kterd je na daném intervalu spojitd, ale nema nikde derivaci.
V praktickych situacich algoritmus opét ukonéime tehdy, jestlize se rozdil X - ovych
soufadnic sousednich bodid dostane pod rozliSovaci schopnost vystupniho zafizeni.
Vysledkem je kiivka, kterd ne ndhodou pfipomina profil ¢i horizont redlné krajiny
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2. Hurstiiv exponent: Jak jsme konstatovali v pfedchozim odstavci, pii generovani
nahodnych fraktal je tieba velmi peclivé volit rozpéti resp. rozptyl generatoru ndhodnych
¢isel. Tyto parametry ovliviiuji Clenitost vysledného fraktalu, a tim i jeho fraktalni dimenzi.
Pti generovani fraktall metodou pfesouvani stfedniho bodu Ize pomoci vhodné voleného
rozptylu gaussovského generdtoru vygenerovat fraktal s pfedem danou fraktdlni dimenzi.
Pouzijeme-li totiz generator, jehoz rozptyl v n -té iteraci je dan vztahem

—2.(n+1)-H
2 :O_g'z (n+)

kde o, je pocatecni rozptyl, pak fraktalni dimenze fraktalu vygenerovaného metodou MDM

je D=2-H. Cislo He <0;1> je tzv. Hurstiv expronent — ¢im je jeho hodnota mensi, tim

v

vétsi je dimenze vygenerované kiivky a tim je tedy fraktal ¢lenit&jsi. Na pfipojeném obrazku
je nékolik kiivek s riznymi hodnotami H .

3. MDM ve 2D: VysSe popsany algoritmus pro usecku je mozné rozsifit na obdélnik. V tomto
pfipadé vytvafime ndhodné funkci dvou proménnych — napf. model terénu. V tom
nejjednodussim piipadé definujeme funkéni hodnoty ve vrcholech obdélnika, poté jsou
pocitany a ndhodné piesouvany dalS$i body. Moznosti, jak je postupné prochézet, je vic.
Nejcastéji se najdou a posunou sttedy obvodovych usecek aktudlné zpracovavaného
obdélnika a pomoci nich se nahodné piesune jeho stied. Podobné jako v jednorozmérném
piipad¢ je mozno ovliviiovat fraktalni dimenzi volbou Hurstova koeficientu.
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H=0,75 D=125

H=0,5 D=15

H=0,25 D=175

Popsané¢ rekurzivni déleni Ctverce je
mozné vyuzit jak pro vytvareni
prostorovych  modelll  terénu  (viz
pfipojeny obrazek), tak ipro tvorbu
vystupll, kterym se v pocitatové grafice
fika plasma. Ta se pouzivd pro
modelovani nejriznéjSich  objektd —
oblac¢nosti, barevnych odstin pady apod.
Na pfipojeném obrazku si mulZeme
prohlédnout obrazek kapradiny, k jehoz
~ vygenerovani bylo pouzito nékolik vySe

s popsanach technik. Pudni profil byl
vytvofen metodou MDM v 1D. Barva
pudy a obloha je plasma vytvorena
metodou MDM ve 2D. Listy jsou
projektivni IFS vytvotené dle odst. 6 kpt.
13. 3, konecné kotfenovy systém je L-
systém dle kpt. 13. 4.
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