Kinematika — rektifikace oblouku (Sobotkova a Kocharnského),
prosta cykloida, prosta epicykloida, Gpatnice paraboly.

Vypocty trajektorii bodt pfi slozenych pohybech.

Priklad 1: Je dana kruznice ks polomérem 30 a na ni je vyznaceny oblouk AB. Sobotkovou
rektifikaci urCete délku oblouku AB.

Navod: Sobotkova rektifikaci Ize pouZit pro kruhové oblouky se stfedovym uhlem mensim nez 60°.

Na nasledujicim obrazku je zadana kruznice a vyznacen oblouk AB.

Od krajniho bodu A daného oblouku naneseme 3x polomér r=30 na polopfimku 7 jdouci bodem A
a stfedem kruznice S. Ziskany bod C spojime s bodem B a oblouk promitneme na te¢nu £v bodé A
ke kruznici 4.

Usecka AD zvyraznéna Zlutou barvou mé priblizné délku oblouku AB.
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Priklad 2 (str. 121/10): Cykloidalni pohyb je dan hybnou polodii #a pevnou polodii p.
h je kruznice x*+y?=15 a p je pfimka y=-15. Sestrojte &ast trajektorie bodu A[0,-15] a jejim
obecném bodé sestrojte tecnu.

Navod: Zadani vypada nasledovné.

Sledujeme trajektorii bodu A pfi odvalovani kruznice A po pfimce p.
Postup konstrukce:

1. Rozdélime kruznici A na 8 (pfipadné i vice) dilli a oznacime ziskané body postupné 1, ...,7.
Podstatné je, abychom nasledné mohli pouzit napriklad Sobotkovu rektifikaci oblouku, ktera
je dostatecné presna pro Uhly do 60°.

Upozorneni: 'V dalsich obrazcich je spatné uvedeno znaceni, Misto bodu S si nechte
oznaceno Oy jako stred hybné polodie a bod A je soucasné bodem S, tj. okamZitym stredem

otaceni.

2. Sobotkovou rektifikaci preneseme délku oblouku A1 na pfimku p a ziskame Usecku AS1,
ktera ma priblizné délku oblouku A1l.



3. Na pfimku p vyznacime body S1, S2, ..., pro které plati |[A1|=]AS1|=|S1S2|=...
Body S1, S2, ... jsou okamzité stfedy otaceni.
K vyneseni bodli pouzijeme ptikaz Transformace/Pole/Pravouhlé

Soubor l_:lpra'l.j,r Pohled EKfivka Plocha Téleso Sit Kota Transformace MNastroje Analyza Render Mapovéda

- Prikaz ey —
@“’ provytvofenipole )  Ohjektem bude bod A, ktery vybereme a vybér ukonéime ENTER

Zadame 9 objektl ve sméru osy X, 1 ve sméru osy y a 1 ve sméru osy z.

i referencni bod:
Druhym referencnim bodem bude bod S1

Druhy referencni bod:




Ziskané body oznac¢ime S2, ..., S8.

4. Na primku jdouci stfedem S rovnobézné s pevnou polodii p naneseme odpovidajici pozice
stfedd O1, ..., 08 hybné polodie A.

5. Provedeme odvaleni kruznice A tak, aby se bodem 1 dotkla pfimky p v bodé S1. Pozici
bodu A1 ur¢ime jako prlsecik odvalené kruznice a rovnobézky s pfimkou p jdouci bodem 1.

Postupné odvalujeme kruznici A do dalSich poloh a ziskame body A2, ..., A8.




6. Drive, nez vytahneme krivku prochazejici body Al, .., A8 (tedy hledanou cykloidu),
sestrojime v obecném bodé te¢nu k této kfivce, kterd zpresni pribéh funkce v okoli tohoto
bodu.

e Vybereme si obecny bod, napf. bod A3.

e Sestrojime normalu n3 jako spojnici bodu A3 a okamzitého stfedu otaceni, tj.
bodu S3.

e Tecdna t3 je kolma na normalu n3

7. Body A, A1, ..., A8 prolozime kfivkou pomoci

JEer29o

o b B Kfivka: interpolovat body
° | @ Kfivka: pomoci manipulatort

Vysledkem je prosta cykloida



Priklad 3 (str. 122/12): Je dan epicykloidalni pohyb hybnou polodii / (stred 04[0,0], polomér
rn=15) a pevnou polodii , (stfed Op[0,30], r,=15). Sestrojte trajektorii bodu A[0,15] a jejim
obecném bodé tecnu.

Navod: Zadani vypada nasledovné

Sledujeme trajektorii bodu A (ten je pevné spjat s kruznici /) pfi odvalovani kruznice A po
kruznici p.



Postup konstrukce:

1. Rozdélime kruznici /4 na 8 (pfipadné i vice) dild a oznacime ziskané body postupné 1, ...,7.

2. Vzhledem k tomu, Ze pevna i hybna polodie maji stejné poloméry, tak pro ziskani
okamzitych stfedl otaceni S1, ..., S7 staci rozdélit na stejny pocet dill i pevnou polodii
a neni potreba ziskavat pribliznou délku oblouku rektifikaci.

3. Stiedy 01, ..., 07 hybné polodie v jednotlivych pozicich odvaleni budou lezet na soustfedné
kruznici s pevnou polodii a polomérem 30. Body 01, ...07 na tuto kruznici rozmistime
napriklad pomoci Transformace/Pole/Kruhové takto.

 Pfikaz:

. rte objekty pro vytvoieni pole:
"""'-5_

Objektem bude bod (stred Oh)




‘Poi PAE . ) _
hel nebo prvni referencni @mmxrok x| 360
F— — — - — — -

4. QOdvalime hybnou polodii p tak, aby se bod 1 dotknul bodu S1 a sledujeme pohyb bodu A,
ktery je s kruznici p pevné spjaty. Ziskdme bod A1l.




5. Podobné ziskame body A2, ..., A7.

6. Drive, nez body prolozime kfivku (pljde o epicykloidu), sestrojime v nékolika obecnych
bodech tecny. Pljde o kolmice k pfislusSnym normalam, kde normaly jsou spojnice
okamzitych stfed( otaceni a bodd, ve kterych je konstruujeme. Velkou roli bude hrat tecna

t0 v bodé A, ktera je na obrazku zvyraznéna.



7. Body proloZime kfivkou pomoci tohoto pfikazu

Jdgers9o

| :5 B Kfvka: interpolovat body
B Kfivka: pomoci manipulaton

!

kde zvolime prikazovou volbu Pocatecni tecna a dal se fidime pokyny v prikazovém
radku.

“Potatek k)mpen =3 L.Iﬂ].r—cno.rt:l F'ncatecnf‘l’ecna' |

A 7 rakd .

Doporucuji nechat vykresllt jen polovinu hledane eplcykI0|dy a pred kI|knut|m na bod A4
zvolit pfikazovou volbu Koncova tecna (a pak zadat bod A4 a smét tecny).
Pravou Cast epicykloidy ziskame pomoci Transformace/Zrcadlit.



Priklad 4 (str. 121/8): Sestrojte Upatnici paraboly & (dano ohnisko F[30,0], vrchol
V[15,0]) pro pdl P[15,0] V obecném bodé Upatnice sestrojte jeji tecnu.

Navod: Navod najdete na strané 118.



Kinematika - vypocty
Pojmy:

1. Pohyb bodu v roviné: Podivejme se nejdiive na pohyb objektu, ktery fyzikové oznacuji
jako hmotny bod — tedy objektu zanedbatelnych rozméru. Pohyb probiha v case, ktery lze
modelovat realnym éislem 7 € (fl;fz> . Pro kazdy casovy okamzik musi byt k dispozici piima

shodnost, ktera umozni ze znalosti pocatecni polohy X =(x;:x,:1)e _E’ ziskat aktualni

polohu X'=(x':x":1)e E * . Pohybem 7 tedy bude mnozina zobrazeni

x' S () [ x
'y |= a0 [0 L0 ] X tedy X'T:M(f)'xr tE(!l;fg) (D
1 0 0 1 1

kde prvky matice M(f) jsou spojité funkce a pro kazde re(fl;f2> je detM(z‘)zl. Tuto

matici nazyvame matici pohybu.

Priklad 1: Urcete rovnice kfivky, po které se bude pohybovat bod A=[20,0], jestlize je pohyb

cost —sinz 0
zadan matici M(H)= sins cos; 0| @

0 0 1

fe(O;Z;‘r).

Reseni: Zapideme projektivni souradnice bodu A, tedy A=(20,0,1), kde jednicka na posledni
pozici informuje o tom, Ze jde o bod vlastni.

Vypocteme souradnice bodl X'=(x1’, Xx2’,1), které vzniknou transformaci bodu A matici M(t).

x'l' cost —sinz 0)(og) [20cos?
x'y, |=|sinz cost 0| 0|=|20sm7 |; E‘E(O;2.?E'>
1 0 0 111 1

Kdyz tento maticovy zapis prevedeme na parametrické rovnice

x1'=20 cos t
x)’=20sint, kde r<(0:27) ,

vidime, Ze jde o rovnice kruznice s polomérem 20.

‘A=[20,0]




Priklad 2: Urcete rovnice trajektorie bodu A=[0,0], ktery vykonava pohyb slozeny z-otoceni-a @
z posunuti. Posunuti je dano vektorem v=(¢/2,0) a otaceni je dano stredem otaceni v pocatku a
Uhlem ¢ kde t je z intervalu <0, 4n>.

Reseni: Zapiéeme projektivni soufadnice bodu A a vektoru v.
A=[0,0]=(0,0,1), v=(¢&/2,0,0).

10 %z
Matice posunuti je =144

oo 1

cos(t) -sin(z) 0
Matice otacenije  R=| sin(f) cos(s) 0

0 0 1
cos(d) —sin() % cos(d) ¢
Matice slozeného pohybu je M=R-T, tedy  #=| 4 sy cosps) Losine
) ) o sin(d)
0 0 1

Sledujeme-li pohyb bodu A=(0,0,1), pak dostavame rovnici trajektorie tohoto bodu ve tvaru

XT=M-AT= % cos() ¢ % sin(t) + 1

, kde t je z intervalu <0, 4rn>.
PrepiSeme-li maticovy zapis do parametrickych rovnic, ziskame

X1'=t/2- cos t
x2'=t/2- sin t, kde t je z intervalu <0, 4rn>.
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nejprve z posunutí a následně pak otočení


Priklad 3: Urcete rovnice trajektorie bodu A=[0,0], jehoz pohyb je sloZzenim rotace okolo pocatku
o Uhel ¢ kde ¢ je z intervalu <0, 4n> a pohybu daného matici T. @

Reseni: Zapiéeme projektivni soufadnice bodu A=[0,0]=(0,0,1).
cos(t) -sin(z) 0

Matice otoCenije  R=| sin(7) cos(f) 0
0 0 1

1 0 rcos(t)
Matice druhého zadaného pohybu je  I'=| 0 1 zsin(z)
00 1

cos(t) —sin(f) :cns[:]z — ﬂn[:jzr

Matice slozeného pohybu je M=R-T, tedy A=

sin(7) cos(z)  2sin(r) tcos(z)
0 0 1

Sledujeme-li pohyb bodu A=(0,0,1), pak dostavame rovnici trajektorie tohoto bodu ve tvaru
X=M-A"= :cns(:j: — sin[::l:: 2sin(t) tcos(z) 1 , kde tje z intervalu <0, 4rn>.
PrepiSeme-li maticovy zapis do parametrickych rovnic, ziskame

X;'=t cos t>-t sin t?
xx'=2t sintcos t, kdetje zintervalu <0, 4rn>.

Po vykresleni ziskame jasnéjsi predstavu o této krivce, jde opét o spiralu, ktera ovSsem v daném
intervalu ma vice obloukd, protoze v matici T “je ukryty” nejen posuv, ale i otaceni “navic”.

g
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Transformace jsou dány v tomto pořadí: nejprve posunutí a poté otočení.


Priklad 4: Urcete rovnice drahy bodu A, ktery vykonava pohyb slozeny z posunuti a rotace tak, ze
vznika:

a) prosta cykloida, @
b) prodlouzena cykloida.

Reseni:

y Analyticka konstrukce: Hybnou polodii (kruznici) a pevnou
polodi1 (piimku) zvolime tak, aby slozeni translace a rotace
bylo co nejjednodussi. Tedy

2 2

h=x+y"=r"=(rcost;rsint;l)

p=y=—r,bod § vpocatku (viz obrazek). Valivy pohyb se
sklada zrotace o tthel — a posunuti o vektor v=(r7:0:0)

" 5} p (nebot” delka prislusneho oblouku je #»-1).
v=(rt;0,0)

Jeho matice je tedy

1 0 rt) (cos(—t) —sin(-7) 0 cost sinf rt
M=T R, ,=|01 0 ||sin(—7) cos(—7) 0|=|—sinz cosz 0
oo1){ O 0 1 0 0 1

ad a) Prosta cykloida:

Spojime-li tedy s valici se kruznici bod 4 =(0:—a:1). obdrzime jeho drahu ve tvaru

a''\ [ cost sint rt) [ 0 , .
T r , a' =—asmt+rt
A" =M-A" = |a', |=| —smt cost O || —a|=>
_ a', =—acost
1 -0 0 1 1 -

ad b) Prodlouzena cykloida:

Spojime-li s valici se kruznici bod, ktery lezi vné kruznice (zvolme napr. bod B=(0,-b,1), kde b>r),
pak jde o rovnice prodlouzené cykloidy.
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Poznamenejme, že cykloida vznikne složením otočení, které je následováno posunutím.


Na nasledujicim obrazku je zobrazena prosta cykloida pro a=r=2, prodlouzena cykloida pro a=3 a
zkracena pro a=1.
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a=3, a>r
2 B

a=r=2
| e =

a=1, a<r
0




