1 Implicitni funkce

Implicitni funkce nejsou funkce ve smyslu definice, ze funkce bodu z defini¢niho
oboru & pfifadi pravé jednu hodnotu z oboru hodnot 7. Presnéjsi termin je funkce

zadand implicitné. Rovnice F(z1,...,x,) = 0 totiz uruje mnoZinu .# v prostoru
R™. Tato mnozina se muze skladat z jedné nebo nékolika tzv. vétvi, tj. souvislych
mnozin, které jsou grafem néjaké ,skuteéné* funkce napt. z,, = f(z1,...,2Tn_1).

Budou nés zajimat body mnoziny .%, v okoli kterych je mnozina .% grafem néjaké
vétve. Protoze téchto bodtl je vétsinou nekone¢né mnoho, spise se budeme zajimat o
body .Z, v okoli kterych mnozina .% neni grafem zadné funkce. Ke zjisténi ,,priabéhu®
mnoziny % pomiuze také zjisténi bodi, kde funkce-vétev ma derivaci nulovou, a dale,
jak je v tomto bodé funkce ,prohnutd”, zda je konvexni nebo konkavni.

1.1 Implicitni funkce v roviné

Rovnice F(z,y) = 0 uréuje mnozinu
F = {[x,y] e R*| F(x,y) = 0}. (1)

Tato mnozina nemusi byt jenom kfivkou jako v piipadé F(z,y) =2*> +y* —4 =0
je to kruznice, ale také kusem plochy, napt. pro F(x,y) = v/22y?> — xy = 0 mnoZina
Z je cely prvni a tfeti kvadrant véetné souradnych os x a y, nebo jeden bod [0, 0]
pro F(z,y) = 2? + y?> = 0, nebo pro F(z,y) = 2? + y*> + 1 = 0 mnozina prazdna.

DEFINICE 1.1 Funkci y = ¢(x) na intervalu I = (a, §) nazveme vétvi implicitni
funkce F(z,y) = 0, jestlize funkce p(z) je spojita na I a plati

F(z, f(x))=0 Vzel. (2)

Navic se ¢asto predpoklada, ze v okoli U kazdého bodu grafu (z, f(z)), € I nejsou
jiné body mnoziny %, tj. pro kazdé x € [ existuji § > 0 a A > 0 takova, Ze
FO (0 — 6,0 +6) % (f(@) — A, f(2) +A) = {[x, f(2)] € R | 2 € T},

Otéazku, kterymi body prochézi vétev implicitni funkce fesi nasledujici véta.

VETA 1.2 Necht funkce F(x,y) je spojitd a ma spojité parcidlni derivace v oblasti
2, mnoZina F je neprizdnd a bod [xg,yo| € F. Jestlize

Fy(wo, yo) # 0, (3)

potom bodem prochdzi vétev implicitni funkce, tj. existuje 6 > 0 a spojitd funkce
f(z) definovand na okoli (xg — §,x9 + §) takovd, Ze

F(z, f(x))=0  Vz €& (xog—0,x0+9).

Co se déje v bodech, kde F)(xo,yo) = 07 Pokud soucasné F(z¢, o) # 0, kiivka
v tomto bodé mé teénu x = o, tj. rovnobé&znou s osou y. Jestlize také F.(zo,y9) = 0,
tj. obé parcialni derivace jsou nulové, nelze rozhodnout: v tomto bodé se mohou kiizit
dvé vétve, muze to byt izolovany bod, bodem mtize také prochazet vétev, napriklad
bodem [0, 0] implicitni funkce F(z,y) = x® — y> = 0 prochézi vétev y = .



Derivace vétve y = f(x) implicitni funkce F(z,y) =0

Podminka (3) plyne z defini¢ni rovnosti F(z, f(x)) = 0. Tuto rovnost derivujme
podle proménné x. Protoze F' zavisi na = také prostiednictvim druhé proménné y
slozené s f(z) dostavame rovnost:

Fi(x, f(2)) + Fy(z, f()) - f'(x) = 0. (4)
Pokud derivace F)(z, f(r)) neni nulové, z posledni rovnosti lze vyjadrit derivaci
_Fi(z, f(x))
Fy(x, f(z))
Odsud je také vidét smysl podminky (3): pokud F je nenulova v bodé [z, f(70)],
diky spojitosti je nenulova i v okoli tohoto bodu a lze ji vydélit ve vzorci (5).

Dalsim derivovanim rovnosti (4) podle z, v druhém ¢lenu derivujeme soucin dvou
funkci, dostavame

ElL+F - f'+ (F.+Fy,-f) [ +F, f"=0,

kde pro prehlednost jsme vynechali argument (x, f(z)) u derivaci funkce F' a argu-
ment (z) u derivaci funkce f. Upravou dostavame rovnost

FlL 4+2F - f'+F - (f)?+F,- f"=0, (6)
z které lze vyjadrit vztah pro druhou derivaci
CFL 2 f 4+ FL ()
£y

f'(x) = (5)

fl/ —

(7)

a dale dosazenim za [’ z (5)
_E&(ﬂ?+2E@J@J@+F&(FY‘

f” = (Fé)?’ s

(8)

Dalgim derivovanim rovnosti (6) podle z po tpravé dostaneme
Rl A8, 4 B, (P4 i (1) 4 2Ly [ 42 Fly - 7 4 Fy 7 =,
z které uz lze snadno vyjadrit t¥eti derivaci "
F"oqy3pm . f/ +3F™ _(f/)z iy

f/// _ T xzz ) Yy Y9y

Fy

(PP 20 f"+2Fg [ f"

Derivace vétve x = ¢g(y) implicitni funkce F(z,y) =0

Zaménou proménnych mizeme studovat vétve x = g(y) s nezdvislou proménnou
y na ose y. Podminka F/(z,y) # 0 a F(x,y) = 0 zarudi, Ze bodem [z,y] prochazi
vétev x = g(y). Tato vétev je spojita funkce splijici F'(¢(y),y) = 0. Derivovanim
této rovnice dostavame

Fi(9(y),y) - 9'(y) + Fy(9(),y) = 0, 9)
odkud lze za podminky F # 0 spocitat derivaci vétve x = g(y):
F/
9 =7 (10)

Dalsim derivovanim (9) dostdvame rovnost, z které lze vyjadiit druhou derivaci

P2 F
U Jal (11)




Standardni postup pri vySetfovani implicitni funkce
Pii vysetfovani pribéhu funkce zjistime nékolik druhtt bodd mnoziny .%:
(a) body, ve kterych je te¢na rovnobézna s osou x
(b) body, ve kterych je tecna rovnobézna s osou y.
(c) pfipadné dalsi vyjimecéné body.
Predpokladéame, ze funkce F'(x,y) ma spojité parcidlni derivace. Body, ve kterych
parcialni derivace neexistuji, je nutné vysetfit zv1ast.

Spocitdme parcidlni derivace Fy, F\,, F, a F .
(a) Refenim soustavy rovnic
Fy(v,y) =0,  F(z,y)=0 (12)

dostaneme body [7;,y;]. Pokud parcidlni derivace F,(x;,y;) # 0, mnozina .# ma v
bodé tecnu rovnobéznou s osou x. V téchto bodech diky f'(x) = 0 se vzorec (7)
zjednodusi na tvar

(@, y)

Fy(z,y)
Znaménko f” v bodé [x;,y;] proto urci, jak je kiivka prohnuté, pokud je kladna,
vétev v tomto bodé je konvexni a pokud je zaporna, vétev je konkavni. Pokud je
druhé derivace f” nulova, nutno spocitat tieti derivaci f”.

fi(z) = (13)

(b) Resenim soustavy rovnic
Fi(x,y) =0,  F(z,y)=0 (14)

dostaneme body [z;,y;], kterymi podle Véty 1.2 neprochézi zadné vétev. Pokud
soucasné F!(x;,y;) # 0, mnozina .# ma v tomto bodé teénu rovnobéznou s osou y.
Analogicky predchozimu pripadu vyraz

9"(y) = —% (15)

déva druhou derivaci vétve x = g(y) a uréuje tak prohnuti k¥ivky .# v tomto bodé:

pokud je hodnota kladna, kiivka je prohnutd vpravo, pokud je zaporna, kiivka je
prohnuta vlevo.

(c¢) V bodech .Z#, kde jsou obé parcialnich derivace nulové (pokud existuji), tj.
Fy(z,y) =0,  Fy(z,y)=0 a F(z,y) =0 (16)

se muze dit cokoliv: mohou se tam vétve kiizit, mize to byt izolovany bod, miize to
byt i bod vétve. V téchto bodech nutno vyuzit vyssi derivace a chovani derivaci v
okoli téchto bodi, coz je uz mimo ramec tohoto textu.

Spocitané body s teCnami a ,,prohnutim* zakreslime do grafu. Potom ¢asto uz tyto
body lze ,spojit* a mnozinu .% nacrtnout. VyuZijeme pritom skutecnosti, Zze mimo
tyto body krivka nemiize mit te¢nu rovnobéznou s osou x ani s osou y. Dilezitym
poznatkem je také skuteCnost, zda mmnozina .# je nebo neni omezena. V pripadé
neomezené mnoziny .% pomiize také vypocet asymptoty.

Priklady

V nésledujicich piikladech uré¢ime postupné body ptedchozich typu (a), (b) a pfi-
padné (c), zakreslime je do grafu a naértneme mnozinu.
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PRIKLAD 1.3 Vysetrete implicitni funkci F(x,y) = 2* + 9y* — 36 = 0.

Regeni: TFunkce F(x,y) ma vsechny parcialni derivace spojité. Spocitame prvni
parcialni derivace

Fl(z,y) =2z, F(x,y)=18y, FI =2, F =18.

(a) Resfme rovnice (12). Z 2z = 0 plyne z = 0 a tudiz 9y* = 36, odkud y = +2,
tedy body [0,2] a [0, —2], ve kterych je tecna rovnobéina s osou x. Dosazenim do
(13) vychazi f"(x) = —2/18y, v bodé [0, 2] je kiivka konkavni a v [0, —2] konvexni.

(b) Resime rovnice (14). Z 18y = 0 plyne y = 0 a 2> = 36 davd x = £6, tedy
body [6,0] a [—6,0], ve kterych je tecna rovnobéiné s osou y. Dosazenim do (15)
vychazi ¢"(y) = —18/2x, v bodé [—6, 0] je kiivka prohnuta vpravo a v [6, 0] vlevo.

Body typu (c) zde nejsou. Z rovnice F(z,y) = 0 plyne, Ze mnozina .% je omezena:

2?4y <a2? +9y% =36 — [z, y]| = Va2 +y% < 6.
Vykreslime-li tyto hodnoty do grafu, snadno je spojime do elipsy:
Y Y
( ; X x

PRIKLAD 1.4 Vysetrete implicitni funkci F(x,y) = 2> +xy+y? + 2 —y—11=0.
Resend: Spocitame parcialni derivace
Fl(x,y)=2c+y+1, Flr,y)=2+2y—1, F,=2, F,=2.

(a) Resime rovnice (12). Z 2z +y + 1 = 0 plyne y = —2z — 1. Dosazenim do
F(z,y) = 0 dostavdme 3z% + 6z — 9 = 0, odkud mame x = —1 + 2. Dopo¢itanim
soufadnice y dostavame dva body [—3, 5] a [1, —3], ve kterych je tetna rovnobézna s
osou z. Dosazenim do (13) vychazi f"(z) = —2/(z+ 2y —1). V bodé [—3, 5] je tedy
kiivka konkavni a v [1, —3] konvexni.

(b) Resime rovnice (14). Z x + 2y — 1 = 0 plyne x = 1 — 2y. Dosazenim do
F(x,y) = 0 dostdvame rovnici 3y? — 6y — 9 = 0 s kofeny y = 1 & 2. Dopocitanim
x-soufadnic dostavame body [—5, 3] a [3, —1], ve kterych je tecna rovnobézna s osou
y. Dosazenim do (15) vychazi ¢"(y) = —2/(2z + y + 1), v bodé [-5, 3] je kiivka
prohnuté vpravo a v [3, —1] vlevo.

Body typu (c) zde nejsou. Z rovnice F'(z,y) = 0 plyne, Ze mnozina .% je omezena:

%[(x+1)2+(y_1)2} S%[($+1)2+($+y)2+(y—1)2} ~11.

Vykreslime-li tyto hodnoty do grafu, snadno je spojime do elipsy:

by

—— Yy




PRIKLAD 1.5 Vysetrete implicitni funkci F(x,y) = 2* — 3oy + 2y> + 1 = 0.
Reseni: Spoéitame parcialni derivace
/ _ / _ [/ "o
Fi(v,y) =2v -3y, F(r,y)=-3z+4y, F =2, F, =4.

rxr

Dal uz pocitejte sami. V tomto pfipadé je mnoZina .% neomezend, je to hyperbola.

PRIKLAD 1.6 Vysetrete implicitni funkci F(x,y) = (2® + y*)? — 22 + y* = 0.

PRIKLAD 1.7 Vysetrete implicitni funkci F(z,y

ot oyt — 222 —29% = 0.

)
)
PRIKLAD 1.8 Vysetrete implicitni funkci F(z,vy)
PRIKLAD 1.9 Vysetrete implicitni funkci F(x,y) = 2* +y* —22% — 29> + .5 = 0.

PRIKLAD 1.10 Vysetrete implicitni funkci F(z,y) = 2* +y* — 222 - 292 +1=0.

1.2 Dvojrozmérné implicitni funkce v prostoru - plochy
Rovnice F(z,y,z) = 0 opét uréuje mnozinu v R?
F={[r,y,2] € R’| F(z,y,2) = 0}. (17)

Opét predpoklddame, Ze tato mnozina je neprazdné a funkce F'(z,y, z) je diferenco-
vatelnd. Potom mtzeme definovat vétev funkce jako ¢ast mnoziny .#, ktera je grafem
néjaké spojité funkce f(x,y):

DEFINICE 1.11 Funkci z = f(y,2) na oblasti U C R? nazveme vétvi implicitni
funkce F(x,y,z) =0, jestlize f je spojita na U a plati

F(z,y, f(z,y)) =0 V(z,y) €U (18)
Ne kazdym bodem (zg, o, z0) implicitni funkce .# v8ak prochazi néjaka vétev.

VETA 1.12 Necht (z9, Yo, 20) € F a funkce F' mad spojité derivace v okoli [z, Yo, 2o].
Jestlize F.(xo, Yo, 20) # 0, potom bodem (xq, yo, 20) prochdzi vétev z = f(x,y).

Body (pokud existuji), kterymi neprochéazi vétev, tvori obvykle jednorozmérnou
mnozinu, tj. kiivku. Podobné jako v rovinném pripadé spocitame derivace vétve.
Derivovanim rovnosti (18) podle z a podle y dostavame rovnice

FL4+Flfi=0, F +F.f =0 (19)
odkud v pripadé F! # 0 lze vyjadiit parcialni derivace vétve

F(z,y,2) Ey(v,y,2)

! _ -
o) = ~Fia ) Filey.2)

Syl y) = (20)

Vyhleddme stacionarni body vétve, tj. body, ve kterych je gradient Vi = (0,0) a
tecna rovina je kolma na osu z. Tyto body jsou feSenim soustavy rovnic

Fl(x,y,z) =0, F(z,y,2) =0, F(z,y,z) =0. (21)

V téchto bodech lze také urcit ,,prohnuti“ plochy pomoci druhjch parcidlnich deri-
vaci vétve f(x,y). Dalsimi derivovanim rovnic (19) dostavame rovnice, z nichz lze
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odvodit vzorce pro druhé parcidlni derivace vétve f(x,y). Ve stacionarnich bodech
diky F, =0 a F, = 0 jsou se vzorce zjednodusi na
Ey
F!’

1
f// . ny
x

"
- _ f// . Fyy
Y Fz,' ) Y

v = T o (22)

frw =

odkud lze urcit, zda je zde minimu, maximum nebo sedlovy bod.

Podobné lze vySetiovat staciondrni body a ,prohnuti* vétve typu y = g(z, 2)
definované rovnici F(z,g(z,z),z) = 0 a také vétve typu z = h(y, z) definované
rovnici F(h(y, 2),y,z) = 0.

PRIKLAD 1.13 VysSetfete vétve z = ¢(x,y) implicitni funkce

1 1
F(x,y,z)z§x2+zy2+22—120.

Reseni: Implicitni funkce je elipsoid se stfedem v poc¢atku a poloosami délky 3, 2 a
1. Podminka F! = 0 dava z = 0 odkud po dosazeni do F(z,y, z) = 0 vidime, Ze body,
kterymi neprochdzi vétev z = f(z,y), tvorl elipsu %ZL’Q + %yQ =1a z = 0. Dalsim
vypocltem zjistime, Ze stacionarnimi body vétve je bod [0, 0, 1], kde je maximum a
bod [0,0, —1], kde je minimum. Analogicky mtzeme zjistit staciondrni body vétvi
y=g(x,2)ax=hy,z)

1.3 Jednorozmérné implicitni funkce v prostoru - krivky
V tomto pripadé implicitni funkce .7 je urcena dvémi rovnicemi:

F(z,y,2) =0, G(z,y,2) = 0. (23)

Vétev v tomto pripadé definujeme jako spojitou vektorovou funkce se souradnicemi
y = f(x),z = g(x) pro x € (a,b) spliujici

F(z, f(z),9(x)) =0, Gz, f(z),g(x)) = 0. (24)
Derivovanim téchto rovnosti podle x dostavame rovnice
E,+F,f'+F¢d=0 G, +G, f+G,¢=0, (25)

které predstavuji soustavu dvou linedrnich rovnic pro neznamé f’, ¢’. Pokud matice

soustavy ( - )
e (26)
G a

je regularni, soustava ma feseni, které lze pomoci inverzni matice vyjadrit ve tvaru

' ' 1\ L '
(v)--(a &) (&) @

V tomto pripadé plati tvrzeni:

VETA 1.14 Necht funkce F,G maji spojité parcidlni derivace a v bodé [xg, yo, 2] €
F je matice (26) je requldrni. Potom timto bodem prochdzi vétev typuy = f(x),z =
g(x). Jeji derivace je ddana vztahem (27).

Analogicky lze definovat vétve typu = = h(y),z = k(y) a také typu = = p(z),
y = q(z). Podminkou existence vétve prochazejici danym bodem [xg, 3o, 20] je regu-
larnost prislusné matice parcialnich derivaci v tomto bodé.



