12. Kfivkové integraly Studijni text, 9. cervna 2009

12. Krivkové integraly

Definice 12.1. Jednoduchou po ¢astech hladkou kfivkou v prostoru R" rozumime mnoZinu bodu

[1, ..., 2], které jsou ddny parametrickymi rovnicemi
z1 = p1(t),

e 28 (12.1)

Tn = pn(t), tE€ (a,b),

kde
a) funkce @1 (%), ..., n(t) jsou spojité na (a,b) a maji zde i po ¢astech spojité derivace,
b) funkce ¥1(t),. .., n(t) nejsou pro zadné ¢ € (a,b) zaroven rovny nule,
¢) pro zadnou dvojici t1,ts € (a,b) neplati zdroven 1 (t1) = @1(t2), ..., en(t1) = @n(t2).

a) b) c) d)

Obr. 12.1: Piiklady kiivek a) jednoduché oteviend hladké, b) jednoduchd uzaviend po éastech hladka,
¢) neni jednoduché, d) jednoduché hladkd uzaviend

Poznamka 12.2.
1. Podminka c¢) v Definici 12.1 vyjadiuje, Ze kfivka sama sebe neprotina.

2. V piipadé, Ze plati ¢;(a) = ¢;(b) pro vsechna i = 1,2,...,n, pak se jednd o kiivku uzavrenou, viz
napiiklad situace na Obrazku 12.1 d).

Definice 12.3. Necht je dana jednoduché kone¢nd po éastech hladkd kiivka I' (éti Gama), kterd je dana
parametrickymi rovnicemi (12.1). Pak kiivku I 1ze orientovat dvéma zpusoby:

e Bod A(t;) je pred bodem B(t2), kdyZ a jen kdyz t; < ts. Pak fekneme, ze kiivka I' je orientovana
souhlasné se svym parametrickym vyjadrenim.

e Bod A(t;) je pred bodem B(t2), kdyZ a jen kdyz to < t;. Pak fekneme, ze kiivka I' je orientovana
nesouhlasné se svym parametrickym vyjadrenim.
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Nésledujici pasidz bude vénovana kfivkovému integralu prvniho druhu. Pro tento integral se uziva
nékolik ekvivalentnich pojmenovani, ktera velmi vystizné vyjadiuji jeho hlavni vlastnosti. Pouziva se oznaceni
neorientovany kiivkovy integral, nebo téz kiivkovy integral skalarniho pole.

Definice 12.4. (Kfivkovy integral skalarniho pole) Necht T je jednoduchd hladké kiivka o paramet-
rickych rovnicich (12.1). Necht f(z1,...,z,) je spojitd funkce v néjaké oblasti Q C R™, v niz lezi kiivka T,
tj. uvazujeme prislusné skaldrni pole. Pak integral prvniho druhu zavedeme nasledovné:

a) Pro jednoduchou hladkou kiivku I' v R™, kterd je vyjadfena parametrickymi rovnicemi (12.1) plati

b
/f(acl,...,xn)ds = /f(npl(t),...,(pn(t))\/(gél(t))2 +---+ (<,0'n(t))2 dt. (12.2)

b) Pro jednoduchou hladkou kiivku I' v Q C R?, kterou lze explicitné vyjadiit ve tvaru y = g(z), = € (o, 3)

plati
/f(x,y)ds= /ﬁf(x’g(x)) 1+ (g’(w))@
r a

\/

dwl T,

Obr.12.2: ds = \/(dz1)? + (da2)? = \/(¢1(t))2 + (Ha(t))” dt

Poznamka 12.5.
1. Integral prvniho druhu nezévisi na orientaci kiivky a jednd se o integrél ze skaldrni funkee f(z1,...,2,).

2. Myslenka piechodu od kfivkového integralu k integralu uréitému ve vztahu (12.2) je ndzorné naznacena
na Obrazku 12.2.

Véta 12.6. Aplikace kiivkového integralu 1. druhu. Necht I' je jednoduchéa hladkéd kiivka. Pak
ktivkovy integral 1. druhu mtzeme aplikovat nasledovné:

o L(T') = [ 1ds, kde L(I") je délkou k¥ivky I';
r

e P(I') = [ f(z,y)ds, kde P(I') je plosnym obsahem vélcové plochy nad rovinnou kiivkou I' shora ukon-
i
¢enym plochou z = f(x,y);

e m(I') = [ p(z,y)ds, kde m(T") je hmotnosti rovinné kiivky I' s linearni (délkovou) hustotou pu(z,y).
v
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Priklad 12.7. Vypoctéte fr xyds, kde kiivka I' je obvod obdélnika vymezeného piimkami z = 0, y = 0,
x =4, y =2, viz Obrazek 12.3.

Yy
'3
Iy Iy
T
0 T,

Obr. 12.3: K prikladu 12.7

Reseni: Kfivka I je po ¢astech hladks a lze ji zapsat jako sjednoceni hladkjch kiivek. Potom I' =T'; UTy U
I'; UTy, kde parametrické vyjadieni jednotlivych useku je nasledujici:
Fll (pl(t)zl‘:t,
wo(t) =y =0, t€(0,4) aplatids= \/(¢1(t))2 + (cp'z(t))2 dt = 12 + 02dt = 1dt;
FQ LT = 4,
y=t, t€(0,2) aplatids=+02+ 12dt = 1d¢;

Fg: J::t,
y=2, te€(0,4) aplatids=1d¢;
F4I rz=0

y=t, t€(0,2) aplatids=1d¢.
Pak hledany integral vypocteme nasledovné:

/a:yds:/ xyds—l—/ xyds—i—/ myds—|—/ zyds.
T Fl Fg Fs F4

Protoze [. wyds = [ xyds =0, dostaneme

2 4
/xyds :/ ryds +/ xyds :/ 4tdt+/ 2tdt = [2t2]§ + [tﬂé = 24.
r I T 0 0

Déle se zabyvejme kiivkovym integralem druhého druhu. Opét se pouziva ekvivalentni znaceni
orientovany krivkovy integral nebo kiivkovy integral vektorového pole, které vystihuje zakladni
vlastnosti tohoho integralu.
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Definice 12.8. (Krivkovy integral vektorového pole) Mé&jme vektorovou funkei

F(zy,...,2,) = (fl(arl, ces X))y ey (@1, ,xn)) se spojitymi slozkami f1(21,...,Zn), - fr(@1,. .., Tn)
v néjaké oblasti Q C R"™, v niz lezi kiivka I, tj. uvazujme ptislusné vektorové pole. Pak kiivkovy integral
druhého druhu zavedeme nasledovné:

a) Pro jednoduchou hladkou orientovanou kiivku I' v R™, kterd je vyjaddfena parametrickymi rovnicemi
(12.1) plati

/ﬁ(xl,...,xn)dgz/fldxl+~-~—|—fndxn=
I I

b (12.3)
::I:/(fl(gol(t),...,wn(t)),...,fn(gol(t),...,gon(t))>-(gbl(t),...,gbn(t))dt,

a

vektor vektor

pricemz znaménko + piSeme pfi souhlasné, znaménko — pri nesouhlasné orientaci kiivky I' s danym
parametrickym vyjadienim.

b) Pro jednoduchou hladkou orientovanou kiivku I' v R?, kterou lze explicitné vyjadtit ve tvaru y = g(x)
plati

B
/ﬁ(m,y)dé’z /fl(x,y)dm—i-fg(x,y)dy = :I:/ (f1 (x,g(z)),fg (x,g(m))> . (1,g'(m))dx

r «

a «, 0 jsou z-ové souradnice prumétu kiivky I' na osu z.

dz, T,

Obr.12.4: d5 = (da1,das) = (1(t), pa(t)) dt

Poznamka 12.9.

1. Integral druhého druhu zévisi na orientaci kfivky a jedna se o integrél z vektorové funkce F(zq, . .., 2,) =

(fl(xla'"7mn)7-"7fn(a71)'-'axn))'

2. Myslenka pfechodu od kfivkového integrélu k integralu uréitému ve vztahu (12.3) je ndzorné naznacena
na Obrazku 12.4.

Véta 12.10. Aplikace krivkového integralu 2. druhu. Necht T je jednoduché hladké kiivka. Pak plati
A(T) = [ Fd§, kde A(T) je prace, kterou vykona sila F' po orientované kiivce I
Iy
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Nyni zavedeme nékteré pojmy, které vyuzijeme pfi formulaci Greenovy véty, kterd je hojné vyuzivana pri
vypoctech v technické praxi i v dikazovych technikach a kterd vyjadiuje vztah mezi kiivkovym integralem
2. druhu po uzaviené kiivce I' a dvojnym integralem pres oblast €, jejiz hranici kfivka I' tvori.

Definice 12.11. (Oblast typu A) Necht €2 je omezena (nikoliv nutné jednoduse souvisld) oblast v R2.
Tvori-li jeji hranici kone¢ny pocet jednoduchych konec¢nych po ¢astech hladkych uzavienych krivek, budeme
fikat, Ze oblast ) je typu A.

Véta 12.12. Greenova véta.

Necht Q je uzaviena oblast typu A s hranici I' kladné orientovanou vzhledem k € (tzn. oblast Q zlistava
po levé strané, probihdme-li kiivku I' v kladném smyslu), viz Obrazek 12.5. Déle necht funkce f;(z,v),
fola,y), %2 (x,y), %2 (x,y) jsou spojité v oblasti Q. Pak plati

By ) B
/fl(x,y)d:c + fa(z, y)dy = // (%J;Q — %2) dzdy.
r Q

Obr. 12.5: Ke Greenové vété

Definice 12.13. Necht I' € Q je orientovand kiivka s po¢ateénim bodem A a koncovym bodem B. Jestlize
hodnota integralu

I:/fl(x,y)dx+f2(a:,y)dy (12.4)
r

zavisi jen na volbé bodu A, B, a nikoliv na tom, kterou kfivku I' z oblasti 2 spojujici tyto body zvolime,
fikame, Ze integral I nezavisi v oblasti {2 na integrac¢ni cesté.

Vé&ta 12.14. Necht funkee fi(z,y), f2(2,y), 22 (z,y), %(w, y) jsou spojité v jednoduse souvislé oblasti 2.

’ Dy
Pak platnost rovnice
of1

Do =Ly, Vzuen

je nutnou a postacujici podminkou, aby integral (12.4) nezavisel v oblasti {2 na integra¢ni cesté. Navic pak
vyraz
fl(w7 y)dl’ + fQ(CE, y)dy

je v  totalnim diferencidlem néjaké funkce F'(z,y). Hodnota integralu (12.4) je pak déna rozdilem F(x2, y2)—
F(x1,y1), kde [z1,y1] je pocateéni a [z3,y2] koncovy bod kiivky T.
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