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1. Zaklady matematiky

1A. VYROKOVA LOGIKA

Logika se v CeStiné bézné pouziva ve smyslu mysSlenkova cesta, kterd vede k urcitym zavérum. Logika patii k
zakladim matematiky. Jako védni obor Matematicka logika vznikla v 19. stoleti. Jejim zakladatelem byl anglicky
matematik G. Boole (1815-1864). Boole prosadil algebraické pojeti logiky a zavedl logické spojky. K dalsim
tvurcim booleovské logiky patfil J. Venn (1834-1923). Rozsifenim této tzv. vyrokové logiky je predikdtova
logika, ktera se zabyva dokazovanim matematickych tvrzeni. Jeji vznik je spjat s némeckym matematikem
G. Fregem (1848-1925). Frege zavedl v logice pojem kvantifikdtoru. Jednim z nejvyznamnéjsich logika vsech
dob byl brnénsky roddk Kurt Gédel (1906-1978), jehoz véta o tplnosti predikatové logiky prvniho fadu a véty
o neuplnosti axiomatickych formalnich systému s aritmetikou vyrazné ovlivnily vyvoj matematiky.

Vyroky Zakladnim pojmem logiky je vyrok. Intuitivné ho lze definovat jako:

Definice 1.1. Vyrok je tvrzeni, o némz ma smysl tici, zda je pravdivé nebo nepravdivé.
Bud A vyrok. Je-li A pravdivy, zapisujeme tuto skuteénost symbolicky p(A) = 1, je-li A nepravdivy, piseme
p(A) = 0. Symboly 0,1 se nazyvaji pravdivostni hodnoty.

Vyrok je tedy oznamovaci véta, i kdyz nejsme schopni rozhodnout, zda je pravdiva. Tézaci ani rozkazovaci
véta neni vyrok.

Priklad 1.2. Rozhodnéte o pravdivosti nasledujicich vyroku:

2 .
(a) A:= ,Plati ﬁ =2« (b) B := ,Cislo 51 je prvocislo.“

Reseni: (a) Ziejmé p(A) = 1, nebot 2 2v2 = 2v2 =2, (b) Zfejmé p(B) = 0, nebot 51 = 3-17.
V2 oV2v2 2
Spojovani vyroku Jednotlivé vyroky lze spojovat ve slozené vyroky pomoci logickych spojek (funktoru).
Predmeétem studia vyrokové logiky je studium z&dvislosti pravdivostni hodnoty slozeného vyroku na zpusobu
spojeni a na pravdivostnich hodnotach jednotlivych vyroki.

Vyrok se nazyva elementarni, nebo téz atomarni, neobsahuje-li logické spojky. Napiiklad vyroky A, B jsou
atomarni. Rozhodovani o pravdivosti atomarniho vyroku ptislusi odpovidajici védecké discipliné, ktera zkouma
shodu jeho obsahu s objektivni realitou.

Definice 1.3. (Logické spojky) Bud A vyrok. Negaci vyroku A nazveme vyrok A’, ktery ma opaénou
pravdivostni hodnotu, tj. A’ je nepravdivy, pokud vyrok A je pravdivy a A’ je pravdivy pokud A je nepravdivy.
Negace se casto znaé¢i také non A nebo —A. Definici negace lze také zapsat tabulkou:

(1.1)

Pro spojovani dvou vyroku pouzivame logické spojky, zejména: konjunkce A, disjunkce V, implikace
= a ekvivalence <. Tyto spojky definujeme tabulkou pravdivostnich hodnot vypsanim vsech existujicich
kombinaci. Bud'te A, B vyroky, pravdivost vyroki spojenych témito spojkami je ddna tabulkou

p(4) | p(B) | p(AAB) | p(AV B) | p(A= B) | p(A & B)

1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0 (1.2)
0 1 0 1 1 0
0| o 0 0 1 1

V nasledujici tabulce uvedeme nazev spojky, jeji oznaceni, slovni vyjadieni a odpovidajici logicky vyznam.

nézev spojky | oznaceni | slovni vyjddfent | logicky vyznam
konjunkce ANB | A asoucasné B soucasné plati Ai B
disjunkce AV B | Anebo B plati aspon jeden z A, B
implikace A= B | jestlize A, pak B z A plyne B

ekvivalence A< B | A prévé tehdy, kdyz B | A a B jsou ekvivalentni
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1. Zaklady matematiky 1A. Vyrokova logika

Pii vyhodnocovéni pravdivostni hodnoty slozeného vyroku se zachovavd ndsledujici poiradi operaci: /, A, V, =, <.
Pokud chceme toto pofadi zménit, pridame zavorky.

Specialné pro implikaci se uziva nésledujici terminologie. V implikaci A = B se vyrok A nazyvé predpoklad
nebo premisa a B zavér implikace. Slovné lze implikaci A = B vyjadiit také: A je postacujici podminkou
pro B nebo B je nutnou podminkou pro A. Implikace B’ = A’ se nazyvd obménou implikace nebo
obménénou implikaci a je ekvivalentni puvodni implikaci A = B. Pozor, implikace B = A se nazyva
obracena implikace, ale neni ekvivalentni implikaci A = B.

Pro 1iplnost uvedme jesté spojkou alternativa V, kterd m4d vyznam ,bud A, nebo B“ a je pravdivd pokud
je pravdivy praveé jeden z vyroku A a B. Teoreticky vyznam mé Shefferav symbol |, ktery je pravdivy jenom,
kdyz oba vyroky A a B jsou nepravdivé.

Poznamky: Viech moznych logickych spojek, které spojuji dva vyroky A, B je 16. Rikdme, 7e systém spojek
je uplny, kdyz staéi k definovani vSech 16-ti spojek, tj. pomoci zavorek a spojek 1ze popsat libovolnou logickou
situaci. Systém logickych spojek /, A, V, =, < je tiplny.

Lze dokézat, ze k vytvotreni uplného systému staci vzit pouze dvé spojky: negaci a jednu ze spojek A, V,=.
Dokonce lze dokazat, ze vsechny logické spojky lze popsat pomoci jediné spojky: Shefferova symbolu.

Analogicky existuji logické spojky spojujici tii vyroky A, B, C. VSeobecné je zndma napiiklad spojka ,if A
then B else C*“ pouzivana v programovani.

Piiklad: Urcete pravdivostnf hodnotu vyroku: ((2-3=6)V (3-4=11)) = (2 < 1).

Reseni: Jednd se o slozeny vyrok, ktery je tvofen tfemi atomérnimi vyroky A, B,C, kde A je ,2-3 = 6%,
Bije ,3-4 =11 a C je ,2 < 1. Uréime jejich pravdivostni hodnoty. Ziejmé p(A) = 1, p(B) = 0 a p(C) = 0.
Odtud plyne p(((2 3=6)V(3-4=11)) = (2< 1)) =p((1Vv0)=0) =p(l = 0)=0. Slozeny vyrok je tedy
nepravdivy.

Vyrokové formy, proménné a kvantifikatory

Matematické objekty s jednoznaéné stanovenym vyznamem, napi. 0, 1, 7, v/2 nazyvame konstanty. Ob-
jekty, které nemaji jednoznacéné stanoveny vyznam, napf. x, y, z, nazyvame promeénné.

Definice 1.4. Vyrokova forma je tvrzeni obsahujici proménné, z néhoz se po dosazeni konstant za proménné
stane vyrok. Vyrokovou formu A s proménnou z muzeme zapsat A(x)

Piiklad: Tvrzeni A := 3z je sudé¥, je vyrokova forma. Zvolime-li z = 1, pak p(4,z = 1) = 0, zatimco pro
x =2 je p(A,x = 2) = 1. Pii zdpisu vyrokové formy A(z) := ,3x je sudé“ lze psat p(A(1)) =0, p(A(2)) = 1.

7 vyrokové formy lze utvorit vyrok tim, ze vSechny proménné ve formé vazeme omezujicimi podminkami, které
jednoznac¢né specifikujici hodnoty vsech proménnych. Tyto podminky se nazyvaji kvantifikatory.

Definice 1.5. V matematice se nejcastéji pouzivaji nasledujici dva kvantifikatory:

1. obecny kvantifikator, ktery se oznacuje V a ¢te se ,,pro kazdé* a

2. existenc¢ni kvantifikator 3, ktery ma vyznam ,.existuje aspon jeden.
Tyto kvantifikdtory dopliiuji proménnou a mnozinu, napifklad ,Va € X plati A(z)“ nebo ,Jx € X, Ze plati
A(x)“, kde X je mnozina a A(z) vyrokova forma s proménnou x.

Vyrokové formy mohou mit vice proménnych, které lze ruzné kvantifikovat, pficemz zéalezi na poradi. Kvan-
tifikaci vSech proménnych dostavame vyrok. Pokud je mnozina ziejmé z kontextu, lze ji vynechat.

Priklad 1.6. Zjistéte pravdivost nasledujicich vyrokiu:

A= VxeR : 22> 0“ - slovné ,,Pro kazdé redlné éislo = plati 22 > 0“ (neplati pro x = 0)
B:= ,3n€Z : n?=2“—slovné ,Existuje celé &islo n, pro které plati n? = 2 (neplati)
C:=Va,beR : (a+b)?=a?+2ab+b>“ (plati)

D:= JdecRVzeR : e-x=a“ (plati,e=1)

E:=\VreR3IgeR : 24+q=0“ (plat, g = —x)

F:= 3¢geRVzeR : x+q=0“ (zdménou poradi kvantifikdtori vyrok neplati).
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1. Zaklady matematiky 1A. Vyrokova logika

Kvantifikatoru existuje nekoneé¢né mnoho. Piikladem dalsiho kvantifikdtoru je kvantifikdtor 3! s vyznamem
existuje pravé jeden. Podobné existuji kvantifikdtory pravé dva, pravé tii, atd. Nejbéznéji pouzivané kvan-
tifikatory vyuzivaji slovnich spojeni aspon, pravé a nejvyse.

Negace vyroku s kvantifikatory

Pii negaci vyroku se kvantifikdtor V mén{ na 3, kvantifikdtor 3 na V (mnozina se pfitom nemeéni) a
nasledujici vyrokova forma se neguje:

Véta 1.7. (Negace vyroku s kvantifikdtory) Bud A(z) vyrokova forma s proménnou x € X, potom

(a) negaci vyroku ,Va € X plati A(x)“ jevyrok ,Jxe€ X zeplati A(x)“,

(b) negaci vyroku 3z € X, zZe plati A(zx)“ jevyrok ,Vze X plati A(z)“,

kde A(x)’ je negace formy A(z). Stejné pravidlo plati i pro vyroky s vice kvantifikdtory.

Piiklad: Negaci vyroku ,Vsichni studenti skupiny udélali zkousku z Matematiky.“ dostaneme vyrok
,Existuje (alesponi jeden) student skupiny, ktery zkousku z Matematiky neudélal.“
Podobné negaci{ vyroku se dvéma kvantifikdtory: ,Existuje (alespon jeden) student skupiny, ktery udélal
vsechny zkousky“ dostavame vyrok ,Kazdy student skupiny alespon jednu zkousku neudélal“, pficemz vzdy
plati vyrok a negace vyroku neplati, nebo obréicené.

Priiklad 1.8. Negujte vyroky A, B,C, D, E, F z predchoziho piikladu!

Reseni:
(a) A= FreR : 22 <0“ - (plati, x = 0)
(b) B := Vn€Z : n?+#2“— (plati)
() C":= Fa,beR : (a+0b)?+#a%+2ab+b* (neplati)
(d) D':= VeeRIzeR : e-x#z“ (neplati, napr. e =1)
(e) F':==, 3z eRVqgeR : z+q#0“ (neplati); a zménou pofadi kvantifikdtoru:
(f) F/:= VgeRIzeR : z+q#0“ (plati).
Tautologie

Dulezitym problémem je také rovnost vyroki, zda fikaji totéz, uvedme piiklad:

Piiklad 1.9. Sérka a Iva cekaji na svoje kamarady Petra, Honzu a Jirku. Sarka tvrdi: Piijde-li Petr a Honza,
prijde i Jirka. Iva fika: Ja si myslim, ze kdyz ptijde Petr a nepfijde Jirka, nepfijde ani Honza. Na to povida
Sarka: To ale #ikas totéz co ja. Rozhodnéte, zda obé skutecné fikaji totéz.

Reseni: Nejprve provedeme vhodné oznaceni atomarnich vyroki. Symbolem A oznacéme vyrok ,Petr piijde“,
symbolem B oznatme vyrok ,Honza ptijde“ a déle C' ozna¢me vyrok ,Jirka pfijde“. V provedeném oznaceni
maji vypovédi Sarky a Ivy tvar: X := (AAB) = C aY := (AAC') = B'. Aby Sérka a Iva fikaly totéz musi
byt X < Y tautologie. Sestavime tabulku pravdivostnich hodnot.

A|B|C|AANB|AANC' | X |Y | X &Y
1711 1 0 111 1
17110 1 1 010 1
1101 0 0 1|1 1
110710 0 1 111 1
0|11 0 0 111 1
01110 0 0 111 1
0101 0 0 111 1
0010 0 0 1|1 1

7 tabulky hodnot vyplyvé, ze X < Y, coz znamen4, ze Sérka a Iva fikaji skutecné totéz.
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1. Zaklady matematiky 1A. Vyrokova logika

Definice 1.10. Vyrokova forma, jejiz proménnymi jsou vyroky, se nazyva tautologie, pokud po dosazeni
libovolné kombinace pravdivostnich hodnot vyroku za proménné dostavame pravdivy vyrok.

Naopak, vyrokova forma, ktera je nepravdivy bez ohledu na pravdivost jeho ¢ésti se nazyva kontradikce.
V ostatnich pripadech se forma nazyva splnitelna.

Slozené vyroky A, B se nazyvaji logicky ekvivalentni, coz zapisujeme A = B, kdyz ve vsech pfipadech
plati A < B; tj. je to tautologie.

Priklad: Formy A A B a B A A jsou logicky ekvivalentni, plati AN B =B A A aforma (AAB) < (BAA) je
tautologie. Dalsi dulezité tautologie uvadi nasledujici véta:

Véta 1.11. Nasledujici vyrokové formy jsou tautologie:
(a) (A= B) < (B'= A4').
(b) (A=B)A(B=C0C)) = (A= Q).

() (A& B) < (A= B)A(B=A)).

Poznamky: Uvedené tautologie maji zdsadni vyznam. Tvoii zdklad teorie dukazu.

Tvrzeni a fikd, ze dukaz implikace je ekvivalentni dukazu jeji obmény.

Vlastnost b se nazyvé tranzitivita implikace. Matematickou indukei muzeme tvrzeni b rozsitit na libovolny
kone¢ny pocet vyrokovych proménnych Aq,..., A,, coz lze vyjadiit tautologii

[(Al = AQ) VANIPAN (An—l = An)] = (A1 = An)

Cast ¢ fika, ze dukaz ekvivalentnosti dvou tvrzeni dokdzeme dikazem implikace a obrdcené implikace.

Pro negace slozenych vyroku plati nasledujici pravidla:

Véta 1.12. Plati nasledujici vztahy pro negace slozenych vyroku:

(a) (A')Y =A — (zdkon vylouceni tietiho).
(b) (AANB) =A"V B,
(c) (AvB) =A'ANDB,
(d (A=B)=AAF,
) (

() (A BY =(AVB)A(A'VE).

Nékteré vlastnosti operaci maji svuj nézev:

Definice 1.13. Bud'te dany symboly o, *. Pak nasledujici zdkony nazyvame:

(a) aob = boa — komutativni zdkon.
(b) ao(boc) = (aob)oc — asociativni zdkon.
(¢) ao(bxc) = (aob)*(aoc) — distributivni zdkon.

I logické spojky splnuji vyse uvedené zdkony:

Véta 1.14. Pro logické spojky A,V plati komutativni, asociativni a distributivni zakony:
(a) AANB = BAA, AV B = BVA,
(b) AN(BAC) =(AANB)AC, Av(BVvVC) = (AVB)VC,
(¢c) AN(BVC) = (ANB)V(ANC), AV (BAC) = (AVB)A(AV(O).
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1B. DUKAZY V MATEMATICE

Matematickd tvrzeni maji ¢asto tvar implikaci, nebo ekvivalenci. Ve vété tvaru A = B se A nazyva predpoklad
a B tvrzeni véty nebo zavér. Existuji tii zdkladni moznosti dikazu implikace: piimy, nepiimy a sporem.
V krétkosti si nyni vysvétlime, jaky je logicky zdklad téchto dikazu a v ¢em spocivaji.

Pozndmka. 1.15. Pii dukazu tvrzeni v matematice muzeme postupovat tfemi zpusoby:

Piimy diakaz. Chceme-li dokédzat implikaci A = B piimym dukazem, pak se pokusime zkonstruovat tzv.
fetézec implikaci A = A1, 41 = A,,..., A, = B. Podle Véty 1.11, ¢asti (b) odtud plyne A = B. Zapis
retézce implikaci je zvykem zapisovat v kratSim tvaru

A= A1 = A= ...= A, = B.

Neprimy dukaz. Pii nepfimém dukazu vyuzijeme platnost tautologie (a) z Véty 1.11. Implikaci B’ = A’
potom dokazujeme piimym dukazem.

Dikaz sporem. Vychdzime z predpokladu, ze implikace neplati, tj. p(AA B’) = 1 a konstruujeme fetézec
implikaci A A B' = A1, A = As,..., A, = S, az dojdeme k vyroku S, ktery logicky popiréd puvodnf
predpoklad, nebo néjaky evidentné pravdivy vyrok. Spor je situace, kdy néjaky vyrok a jeho negace maji byt
soucasné pravdivé. Proto predpoklad, ze implikace neplati je nepravdivy, a proto implikace plati.

Uvedené dikazové postupy budeme nyni demonstrovat na piikladu.

Priiklad 1.16. Dokazte pifimo, nepiimo i sporem, ze Vx € N:x > 2 = 6z + 3 > 13.

Reseni:
(a) Primy dikaz. Jednotlivé kroky dukazu vyzaduji elementarni znalosti o vlastnostech nerovnosti.

r>2 = 6x>12 = 6z+1>1241 = 6z+4+1>13 = 6z+4+3>13.

Uvedeny fetézec implikaci tvoii dukaz tvrzeni.

(b) Nepfimy dukaz. Sestrojime obménu puvodni implikace
VeeN: 6x+3<13 = x<2.

Toto tvrzeni je logicky ekvivalentni puvodnimu tvrzeni. Obménu dokazeme piimym diukazem
10
6r+3<13 = 6xr<10 = 62<10 = xgg = <2

(c) Dikaz sporem. Predpoklddejme, ze dokazované tvrzeni neplati. Pak je ale pravdiva jeho negace. Negace
implikace ma tvar
dreN:z2>2 A 6z+3<13.

7 tohoto pfedpokladu nyni plyne, ze existuje z € N takové, ze

10
z>2 N b6r+3<13 = <2 A6x<10 = J;EQ/\xSF,

coz je spor, nebot zddné z € N vlastnost z > 2 A z < 1—60 nemd. Predpoklad, z néhoz se fetézec implikaci
odvijel, je tedy nepravdivy. To ale znamena, ze je pravdiva jeho negace. Tato negace je vSak ekvivalentni ptivodni
implikaci.

Specidlnim, ale v matematice ¢asto pouzivanym dikazem je dukaz pomoci principu matematické indukce.
Matematickd indukce je véta, kterd umoznuje provadét dukazy tvrzeni tykajicich se mnoziny pfirozenych
¢isel N ={1,2,3,...}. Dukaz matematické indukce provedeme sporem.

Véta 1.17. (Matematicka indukce) Bud' V(n) vyrokovd forma proménné n € N.

(p(V(1)) — 1) A (Vk eEN:p(V(k) =1 = p(V(k+1)) = 1) SVneN:p(V(n)=1.  (13)
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1. Zaklady matematiky 1B. Dikazy v matematice

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Predpokladejme, ze existuje ¢islo k € N, takové, ze p(V(k)) = 0. Odtud
plyne, Ze mnozina M = {k;p(V(k)) = 0} je neprdzdnd a symbolem m ozna¢me jeji nejmensi prvek. Protoze
p(V(l)) =1jem > 1 a protoze m — 1 ¢ M plati p(V(m — 1)) = 1. Z indukéniho predpokladu ale plyne
p(V(m)) =1, coz je spor.

Pozndmka. 1.18. Dikaz tvrzeni ,Vn € N : p(V(n)) = 1* pomoci matematické indukce se sklada ze tif cdsti:

(a) Dokazeme, ze je p(V (1)) = 1.
(Pozn. Obecnéji plati, ze dokézeme platnost formule pro nejmensi piipustné n a nejcastéji je to prave
¢islo 1.)

(b) Dokézeme, ze plati implikace Vk € N: p(V(k)) =1=p(V(k+1)) = 1.

(¢) Odvoldme se na Vétu 1.17 o matematické indukei, podle které je nyni tvrzeni V(n) pravdivé pro
kazdé prirozené cislo n.

Postup vysvétlime na ptikladu:

Piiklad 1.19. Rekneme, ze a déli b a piseme alb, kdyz existuje ¢islo ¢ tak, ze b = ac. Pomoc{ matematické
indukce dokazte nasledujici tvrzeni ,\Vk € N : 7|62F — 8¢.

Dukaz. Tvrzeni dokdZeme ve tfech krocich:

(a) Nejprve dokdzeme, Ze tvrzen{ je pravdivé pro k = 1. Vyrok V(1) m4 tvar 7|62 — 8 = 28. Plat{ ale 28 = 4- 7.
Tedy tvrzeni pro k = 1 plati.

(b) Piedpoklddejme nyni, Ze tvrzen{ je pravdivé pro libovolné pevné zvolené éislo &k a dokazme, Ze plati rovnéz
pro k 4 1. Oznac¢me V(k + 1) = 7/62*+1) — 8. Je tieba dokézat, ze

Vk e N: 7|62 —8 = 7/62+1) _ g
Cislo 62(F+1) — 8 7 vyroku V(k + 1), jehoz délitelnost ¢islem 7 méme dokdzat, upravime na tvar
62D g — ¢2k+2 _ 8 = 2. 6%F — 8 =36 - 6%F — 8 = (6% —8) + 35 6°~.
Prvni élen souétu (62F —8) +35-6%* je délitelny ¢islem 7 podle indukéniho predpokladu, délitelnost druhého

¢lene je zfejm4, nebot 7|35. Protoze jsou &slem 7 délitelné oba éleny je jim délitelny i jejich soucet a to
bylo tifeba dokazat.

(¢) Podle Véty 1.17 o matematické indukei je tvrzeni pravdivé pro kazdé prirozené ¢islo n.
Deduktivni tvahou nazyvame takovou tvahu, pfi niz z obecného tvrzeni vyvozujeme zvlastni, individudlni.

Podstata dedukce je tedy v tom, ze zvlastni pripad zahrnuje pod obecny princip. Matematické tvahy jsou
prevazné deduktivni.
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1C. ZAKLADNI MNOZINOVE POJMY

Vedle logiky zdkladnim kamenem matematiky je teorie mnozin. Za jejiho zakladatele je povazovan némecky
matematik G. Cantor (1845-1918). Zékladni problematikou, kterou se teorie mnozin zabyvala, byly otdzky
tykajici se vlastnosti nekonecna, zejména srovnavani ruznych velikosti nekone¢na. Ukazalo se v8ak, ze v teorii
mnozin lze modelovat i jiné matematické teorie a to tak, ze se kazdému matematickému objektu pfifadi urcité
mnozina, kterd ho reprezentuje. V tomto smyslu se teorie mnozin stala zdkladem celé matematiky.

S jistou nadsézkou lze fici, Ze se teorie mnozin narodila 7. 12. 1873. Toho dne totiz G. Cantor nalezl odpovéd
na otdzku, zda lze vSechna redlnd ¢isla z néjakého intervalu (a,b) spocitat v tom smyslu, ze je lze bijektivné
zobrazit na mnozinu vSech pftirozenych ¢isel. Ke svému prekvapeni zjistil, ze takové zobrazeni neexistuje.

Otézku, zda ma smysl porovnavat nekonecné systémy podle velikosti, si polozil napiiklad jiz v roce 1638
jeden z géniu té doby, Galileo Galilei. Ten vypsal fadu ¢isel 1,2,3,4,... a jejich druhych mocnin 1,4,9, 16, ...
a uvédomil si, ze mezi témito mnozinami existuje bijekce. To by vSak znamenalo, zZe jsou uvedené systémy cisel
stejné velké. Tento zavér se mu jevil naprosto absurdni. Popiral totiz jeden ze zékladnich Eukleidovych logickych
axiomu, ktery #ika, ze celek je vzdy vétsi nez jeho ¢ast. Galilei proto dospél k zavéru, ze pro nekonecné systémy
nemd otdzka o jejich velikosti zadny smysl. Na konci svého zivota sepsal B. Bolzano (1781-1848) matematicko-
filozofické dilo Paradoxy nekoneéna. Vyslo posmrtné v roce 1851. V tomto dile dospél na préh teorie mnozin. Na
prelomu 19. a 20. stolet{ se objevily v teorii mnozin antinomie (rozpory mezi zékony), které si vynutily novou
metodiku vystavby matematickych teorii. Nejobvyklejsi metodou se stala axiomaticka vystavba.

Definice 1.20. (intuitivnif)
(a) Mnozina je souhrn libovolnych ruznych (navzdjem rozlisitelnych) objektu.

(b) Jednotlivé objekty nazveme prvky mmnoziny a shrnovani v jeden celek oznac¢ime pomoci slozenych
zavorek. V mnozinovych zavorkach nezalezi na poradi, v jakém prvky zapiSeme. Nezalezi ani na tom,
kolikrat prvek v mnoziné zapiseme. Pro pfehlednost budeme zapisovat kazdy prvek pouze jednou.

Mnoziny zpravidla oznacujeme velkymi pismeny a jejich prvky malymi pismeny.
Zépis a € A znamend, Ze objekt a je prvkem mnoziny A.

(c)
)

(e) Negace vyroku a € A piSeme a ¢ A.

(f) Rekneme, ze mnoziny A, B jsou si rovny, kdyz maji tytéz prvky. Pak piseme A = B.
)

Rekneme, Ze mnozina A je podmnozinou mnoziny B, kdyz kazdy prvek mnoziny A je prvkem mnoziny
B. Pak piseme A C B. Symbol C se nazyva znak inkluze nebo také znak podmnoziny.

(h) Mnozinu lze zadat vyétem prvku, tj. napsanim seznamu, napi. {1, 2,3} nebo pomoci charakteristické
vlastnosti, napi. {z e N : z < 3}.

(i) Symbolem () oznac¢ujeme mnozinu, kterd nemd zadny prvek. Nazyvame ji prazdna mnozina.

Vedle symbolu C se uziva i symbol O ve vyznamu A C B pravé kdyz B C A.

Nékdy se misto C piSe symbol C, aby se zduraznilo, ze inkluze pfipousti i moznost rovnosti mnozin a zatimco
symbol A C B mé vyznam tzv. vlastni inkluze, tj. kazdy prvek z A je i v B a existuje prvek z B, ktery neni v
A analogicky k nerovnostem a < b a a < b.

Zéakladni vlastnosti inkluze shrneme ve vété:

Véta 1.21. Pro libovolné mnoziny A, B, C' plati:
(a) 0 C A
(b) AcC A.

(c ACBABCC = AcCC — tranzitivita inkluze.

)
)
)
)

(d) ACBABCA & A=B.

Tvrzeni a a b jsou zfejméd a ¢ znamena tranzitivitu inkluze. Tvrzeni d ma zasadni vyznam pro dukazy
mnozinovych rovnosti. Checeme-li dokazat, ze A = B, tak postupujeme tak, ze dokdzeme, ze A C B a B C A.
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Odtud podle (d) jiz plyne, ze A = B.

Priklad: Rozhodnéte, které z vyroku jsou pravdivé:

e . Mnozina {#} nema zddny prvek* (Nenit pravdivy, mnoZina md prvek ().)
o {1,1} ={1}¢ (Plati, prvek mize byt zapsdn vickrdt.)

o {1} Cc{1}* (Plati.)

o {1,2} ={2,1} (Plati.)

Russeltiv paradox (1903). 1.22. Nasledujicf tivaha je typickym piikladem, ktery se objevil na poc¢dtku
20. stoleti v souvislosti se tieti krizi matematiky. Bud A libovolnd mnoZina. Pak nastane préavé jedna
z moznost{ bud A € A nebo A ¢ A.

Vsechny mnoziny rozdélime do dvou skupin X = {A;A € A}, Y = {B;B ¢ B}. Je ziejmé, 7e zadnd
mnozina nemuze patfit do X i Y soucasné a ze X,Y jsou také mnoziny. Uvazme nyni Y. Protoze Y je
mnozina, musi sama lezet v X nebo Y. Pfipustme nejprve Y € X. Pak ale podle definice X plati Y € Y, coz
je spor, nebot Y nemuze lezet v X i Y. Pripustme tedy, Ze Y € Y. Pak ale z definice Y plyne Y ¢ Y, coz je
rovnéz spor, protoze Y nemuze lezet a soucasné nelezet v Y. Vznikd nefeSitelnd situace na urovni intuitivni
teorie mnozin. Pojem mnoziny v intuitivnim smyslu se ukazal pfilis Siroky. Problém spocivé ve tvorbé mnozin:
nutno ji omezit jistymi pravidly.

Definice 1.23. Mezi mnozinami A, B definujeme nésledujici zakladni operace:

(a) Pranik ANB:={x : v € ANz € B}.
(

b) Sjednoceni AUB:={z : v € AVz € B}.

)
)
(c) Rozdil mnozin A\ B:={z : x € ANz ¢ B}.
(d) Pro mnoziny A, B doplnék (komplement) A v Z je rozdil Z \ A.

Casto se rozdil mnozin misto A\ B pise A — B.
Pokud je Z dand zdkladni mnozina misto Z \ A piSeme jenom A°€.

Véta 1.24. Pro mnozinové operace N, U plati komutativni asociativni a distributivni zédkon:
(a) ANB = BNA, AUB = BUA,

(b) An(BNC) =(AnB)NC, AU(BUC) = (AUB)UC,

(ANB)U(ANCQO), AU(BNC) = (AUB)N(AUCQC).

() An(BUC)

Definice 1.25. Mnozina viech podmnozin mnoziny A, tj. {X : X C A} se oznacuje exp(A) nebo 24.

Piiklad: Pro A = {a,b,c} je exp(A4) = {0,{a}, {b},{c}, {a,b},{a,c},{b,c},{a,b,c}}.
Obecné, je-li mnozina A koneénd a mé n prvku, potom exp(A) mé 2" prvku.

Kartézsky soucin Jak v teorii mnozin zavést kartézsky soucin mnozin? Usporddanou dvojici prvka a,b
definujeme jako mnozinu [a,b] := {{a}, {a,b}}. Pro libovolné mnoziny A, B pak kartézsky sou¢in mnozin A, B
je mnozina vsech usporddanych dvojic prvku z A a B, tj. A x B :={[a,b] :a € A N b€ B}.

V tomto pojeti pro kartézsky soucin neplati asociativni zdkon: A x (B x C) # (A x B) x C, protoze
uvedené mnoziny maji jiné prvky. Napiiklad pro A = {a}, B = {b},C = {c} je A x (B x C) = {[a,[b,(]]}
a (A x B) x C={][[a,b], ]}
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Proto pro praxi zavedeme dohodu, Ze vnitin{ zdvorky odbourdme. Pak muzeme psit A x B x C = {]a, b, |}
a asociativni zdkon bude platit i pro kartézsky soucin. Pojem uspofadané dvojice, trojice, atd. a kartézského
sou¢inu mnozin budeme uzivat intuitivné bez vnitinich zavorek:

Definice 1.26.

(a) Usporadana dvojice prvki a,b je dvojice prvki, kdy zélezi na pofadi, zapisujeme [a, b], tj. [a,b] a [b, a]
jsou ruzné dvojice. Obecné usporadana n-tice je soubor n prvku, ve kterém je urcéeno, ktery prvek je
prvni, druhy, ...n-ty, zapisujeme [aq, as, as, ..., ay]. Prvky v n-tici se mohou opakovat.

(b) Kartézsky soucin mnozin A a B je mnozina vsech uspofdadanych dvojic [a,b], kde a € A a b € B:
AxB=A{[a,b] : ac A AN be B}
(¢) Podobné zavedeme kartézsky souc¢in n mnozin A, As, ..., Ay:
Ay x Ag - x Ay i={lar,...,an) : a1 €A N azg € As A ... A an € An}.

Jestlize mnozina A; ma k; prvka, potom jejich kartézsky soucin ma ky ko, -, k,, prvku.

Misto A x A piseme A%, misto A x A x A x B x C x C mtzeme psit A% x B x C2.

V tomto pojeti uz kartézsky soucin je asociativni. Kartézsky soucin vSak neni komutativni, Ax B # Bx A.
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1D. ZAKLADNI{ CISELNE MNOZINY
Za zakladni ¢iselné mnoziny povazujeme Cisla prirozena N, ¢isla celd Z, ¢isla racionalni Q, ¢isla realnd R a
¢isla komplexni C, ktera lze sefadit pomoci inkluze NCZ C Q C R C C.

Piirozena ¢isla Vychazime z mnoziny pfirozenych ¢isel. Formalni matematickd definice pfirozenych ¢isel je
zalozena na tzv. Peanovych axiomech:

(a) Existuje ¢islo 1.

(b) Kazdé pfirozené ¢islo ¢ mé néslednika, oznaceného jako S(a).

(¢) Neexistuje prirozené ¢islo, jehoz néslednikem by byla 0.

(d) Ruzna prirozend ¢isla maji rizné nasledniky: pokud a # b, pak S(a) # S(b).

(e) Pokud néjakou vlastnost spliiuje jak ¢islo 0, tak i kazdé ¢islo, které je ndslednikem néjakého ¢isla, které

tuto vlastnost spliiuje, pak tuto vlastnost spliiuji vechna piirozend ¢isla. (Tento axiom zajistuje platnost
dukazu technikou matematické indukce.)

Pojem mnoziny piirozenych &isel v8ak neni jednotny, jsou uréité duvody piidat nulu k pfirozenym ¢islum,
obvykle se v§ak nula za prirozené ¢islo nepovazuje.

Definice 1.27. Nekonetnou mnozinu prirozenych ¢isel ozna¢ujeme N := {1,2,3,4,5,6,7,...},

jeji prvky oznacujeme obvykle pismeny m,n, i, j, k, 1ze uzit i jina pismena.

Mnozina N je uspoifadana: pro kazdé dvé rtznd éisla m,n plati bud m < n nebo n < m.

Operace séitani m + n i ndsobeni m - n (zkrdcené mn) je definovdna pro kazdé dveé piirozend ¢isla m, n.
Operace od¢itani m — n je definovana jen pokud m > n.

Operace déleni m : n je definovana, jen pokud n ,,déli* m, tj. existuje k € N, ze m = nk.

Neékdy se k pfirozenym ¢islum pridava i nula, pak piseme Ny := {0} UN = {0,1,2,3,...}.

Cela cisla Abychom mohli ¢isla odecitat bez omezeni, priddvame zdporna celd ¢isla a nulu:

Definice 1.28. Mnozinu celych cisel Z dostaneme pfidanim nuly a celych zapornych ¢isel:
Z:=1{1,2,3,...}u{o}u{-1,-2-3,...} ={0,1,-1,2,=2,3,-3,...}

jeji prvky opét oznacujeme obvykle pismeny m,n,, j, k. Mnozina Z je také usporadana.

Operace s¢itani m + n, nasobeni mn i od¢éitani m — n jsou definovana vSechny dvojice celych ¢isel.

Operace déleni m : n je definovana jen pro n # 0 a pokud n ,,déli“ m, tj. existuje k € N, ze m = nk.

Racionalni &isla Abychom odstranili omezeni na déleni, priddme zlomky. Dostdvame tak raciondlni ¢isla:

Definice 1.29. Mnozinu raciondlnich ¢isel oznac¢ujeme Q. Je to vlastné mnozina vsech zlomki, s nenu-
lovym jmenovatelem. Pro jednoznaénost vyjadreni pozadujeme, aby ve jmenovateli zlomku m/n bylo pfirozené
¢islo n > 0 a aby ¢isla m a n byla nesoudélnd: jejich nejvétsi spolecny délitel D(m,n) byl 1.

Q::{% :meZ AN neN A D(m,n):l}7

Racionalni ¢isla oznacujeme obvykle pismeny x,vy, z,p,q,7,a,b,c,d, . ... Mnozina Q je také usporadand.
Operace s¢itdni « + y, odéitdni  — y a nasobeni xy jsou definované pro kazdé dvé cela ¢isla z, y.

Operace déleni z : y je definovana, pokud y # 0.

Operace se zlomky Je to sice ucivo ze zakladni skoly, najdou se vS8ak studenti, ktefi tyto operace neovladaji.
Patii mezi né napiiklad ,stfiha¢i zlomku* ktefi pocitaji podle ,pravidel*:

b b
a+ _94_,’ (a+b)_1=a_1+b_1-

1 -1, -1
(a+bd)"" =a " +b ", crd - d

L1t
23

243

Dosazenim konkrétnich ¢isel za a, b, ¢, d snadno ovérite, ze vySe uvedena ,,pravidla‘ neplati.
) b ) ) y ’7p p
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Ptfipomenme ,spravna“ pravidla:

Véta 1.30. Pro racionalni realnd i komplexni ¢isla a, b, ¢, d plati nésledujici pravidla:
R o B
%E%:§:%~C—CZ:% prob#0 a c#0 a d#0.
Realna ¢éisla Odmocnina z vétsiny pfirozenych ¢isel 2,3,5,6,7, ... neni ¢islo pfirozené, ani racionélni, lezi vSak

na ¢iselné ose mezi racionalnimi ¢isly. Mnozinu redlnych ¢isel tak dostaneme z racionalnich ¢isel ,,vyplnénim*
dér mezi racionalnimi ¢isly pomocf tzv. iraciondlnich ¢isel, které nelze vyjadiit zlomkem . kde m € Z, n € N.

Jsou to napifklad odmocniny v/2,v/3,V/5, ..., a také &isla 7, e a dalsi.

Redlnd cisla vychézeji z geometrické predstavy bodu na piimce. Matematickd definice zavadi redlna ¢isla
pomoci tzv. Dedekindovych fezii. Uvedme hlavni myslenku. Rezem nazveme mnozinu raciondlnich éisel Q
yroziezanou” na podmnozinu A a jeji doplnek Q \ A tak, ze pro kazdé a € A a b€ Q\ A plati a < b. Mnozina
A je tak vzdy interval raciondlnich ¢isel od —oo. VSechny fezy lze rozdélit do tii druhu:

(a) A md maximélni prvek ¢ € Q — tj. A = (—00,¢) N Q,
(b) Q\ A m4 miniméln{ prvek ¢ € Q — potom A = (—o0,q) N Q,

(¢) A nemd maximalni prvek ani Q \ A nemd minimaln{ prvek.

Rezy prvniho druhu ztotoznime s raciondlnim éislem ¢, které je maximem A. Rezy druhého druhu nebudeme
uvazovat, protoze by urcovaly stejné racionalni ¢islo g. Rez, kde A nema nejvétsi prvek, ani Q\ A nemé nejmensf
prvek, definuje nové tzv. iracionaln{ éfslo r. Napifklad fez A := (—00,0) U{qg € Q : ¢® < 2} tak definuje
tzv. iracionalni &fslo v/2. Rezy prvniho a tfetfho druhu jsou uspoiddané podle inkluze, coz dévé usporadani
odpovidajicich redlnych cisel.

Vyjimecené fezy, kde A = ) a A = Q nepovazujeme za realnd ¢isla, prvni odpovidd symbolu —oo, druhy
symbolu oco. Dale nutno pomoci fezu definovat operace s¢itani, od¢itani, ndsobeni i déleni redlnych cisel.

Definice 1.31. Mnozinu realnych c¢isel oznacujeme symbolem R, jako u raciondlnich ¢isel jeji prvky
obvykle oznacujeme pismeny x,y, z,p,q,7,a,b,c,d, ...

Pro —oo < a < b < oo definujeme oteviené, uzaviené intervaly
(a,b):={x€eR : a<x<b} (a,b) :=={xeR : a<x<b},
a polouzaviené (polooteviené) intervaly (a,b) := {r € R:a < z < b} a (a,b) == {zr € R:a < z < b}.
V pripadé ,otevieného* konce pfipoustime a = —oco nebo b = co.
Podmnoziny se oznacuji Rt := (0, 00) a podobné Ry := (0,00), R™ := (—00,0) a Ry := (—0o0,0).
Mnozinu redlnych ¢isel rozsitenou o symboly —oo, 0o znaéime R* := R U {—o0, c0}.
Stejné jako u racionalnich ¢isel redlna cisla tvoif mnozinu uspofadanou. Operace séitani z 4y, odéitani x —y,
nasobeni xy a déleni z : y jsou definovany pro vSechny dvojice redlnych ¢isel, jen pii déleni y # 0.

Pro otevieny a uzavieny interval se uzivaji také hranaté zdvorky: ]a, b[ znamena (a, b) a [a,b] znamend (a, b).

Maximum, supremum, minimum a infimum
Omezend (ohrani¢end) podmnozina M mnoziny redlnych ¢isel R muze mit své maximum: je to nejveétsi prvek
m mnoziny M, tj.
m:=max(M) <= meM A VeeM plati z <m.

Otevieny interval (0,2) tak nemd maximum, protoZe pravd mez 2, kandiddt na maximum, uz neni v M a
nemuze byt proto maximum. Abychom tuto nepiijemnost odstranili, zavedeme pojem supremum, které je rovno
maximu, v pfipadé, ze maximum existuje. Je to nejmensi ,horni zdvora“, tj. ¢islo, které je vétsi nebo rovno nez
vSechna ¢&isla mnoziny M. Omezend podmnozina také nemusi mit své minimum, napiiklad opét interval (0, 2).
Podobnymi tivahami zobecnénim pojmu minimum dostaneme pojem infimum: je to nejvétsi ,,dolni zavora®, tj.
¢islo mensi nebo rovno nez vsechna ¢isla mnoziny M.
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Definice 1.32. Bud M neprizdnd omezend podmnozina mnoziny redlnych &sel R. Potom Fekneme:

(a

Cislo h je horni zévora mnoziny M, jestlize Vo € M plati « < h.

)
(b) Cislo s je supremum mnoziny M jestlize s je nejmensi horni zdvora, piseme s = sup M.
(c) Cislo d je dolni zdvora mnoziny M, jestlize Va € M plati = > d.
(d) Cislo ¢ je infimum mnoziny M, jestlize i je nejvétsi horni zavora, piseme i = inf M.
(e) Pokud mnozina M neni omezend (ohrani¢end) shora, polozime sup(M) = co.
(f) Pokud mnozina M neni omezend (ohranic¢end) zdola, polozime inf(M) = —oc.
)

(g) V pifpadé prdzdné mnoziny M = () polozime sup(M) = —co a inf(M) = oco.

Definice suprema a infima je slozitéjsi nez definice maxima a minima, pojmy supremum a infimum maji vSak
lepsi vlastnosti: vzdy existuji.

Véta 1.33. Uvazujme libovolné podmnoziny M, M;, Ms, ... mnoziny realnych cisel.

Kazda podmnozina M mnoziny realnych ¢isel R mé svoje supremum a infimum.
Pro kazdou neprazdnou M plati —oco < inf(M) < sup(M) < co.

Plati sup(M; U M3) = max(sup(M),sup(Mz)).

Plati inf(M; U Ms) = min(inf (M), inf (Ms)).

b

(c
(d

(a
(

NI NS N N

Komplexni éisla Podnétem pro rozsifeni redlnych ¢isel byla skuteénost, ze kvadratické rovnice a 22 +bx+c = 0
s realnymi koeficienty v piipadé zdporného diskriminantu D := b% —4ac < 0 nemaji v oboru redlnych ¢isel fegeni.
Rozsiteni spociva v tom, ze k redlné ¢asti pridame tzv. imagindrni ¢ast. Komplexni ¢isla tak nelze znazornit na
realné piimce, ale v tzv. komplexni roviné.

Definice 1.34. Komplexni ¢islo z = [z, y] 1ze reprezentovat usporddanou dvojici redlnych ¢isel x,y, kde x se
nazyva realna cast a y je imaginarni ¢ast. Zapisujeme ho ve tvaru z = = + iy, kde i oznacuje jednotku
imagindrni ¢4sti éasto nepiesné psané i = v/—1. Mnozinu komplexnich é&isel C lze ztotoznit s rovinou R2.
Komplexn{ éfslo a jeho slozky obvykle zapisujeme pismeny z = [z, y] = = + iy, také w = [u,v] = u + iv.
Komplexni ¢isla nelze ,rozumné“ usporadat, mnozina komplexnich ¢isel C netvoii usporddanou mnozinu.

Operace séitani a od¢itani jsou definovény po slozkdch: pro z; = [z, y;] = x; + iy; polozime
21+ 22 1= (1 + 22,41 + Y] = (T1 + 72) + i(y1 + o),

21 — 23 =[x — X2, Y1 — Y2] = (x1 — x2) + i(y1 — ¥2).

Z vlastnosti i-1=1-i=1ia i-1i= —1 lze odvodit pravidlo pro nasobeni:
1 - Z2 = [X1X2 — y1Y2,X1Y2 + X2y1] = (X1X2 — y1y2) + i(X1y2 + X2y1) -
Cislo Z := [z, —y] = = — iy se nazyva &islo komplexné sdruzené k ¢islu z = [z, y].
Operace ndsobeni je rozsifenim operace nésobeni redlnym ¢islem: pokud z; := [r, 0] je redlné ¢islo, potom
2122 = [1,0] - [2, 2] = [rz2, TY2].

Absolutni hodnota ,Vzdéalenost“ ¢isla od nuly nazyvame absolutni hodnotou.

Definice 1.35. Pro nezdporné &islo (celé, raciondln{ i redlné) éislo je absolutn{ hodnota |z| stejné éislo z. Pro
zéporné ¢islo z < 0 je |z| = —=, tj. ¢islo kladné. Plati vzorec |x| = V2, ktery pro komplexni ¢islo z = [z, y]

nutno doplnit na |z| = y/22 + y2, také plati |z| = vz - Z.

Véta 1.36. Operace s¢itani a ndsobeni na realnych i komplexnich ¢islech jsou asociativni, komutativni a jsou
spojeny distributivnim zdkonem. Pro absolutni hodnotu plati |zy| = |z| - |y| a |z + y| < |z| + |y
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1E. RELACE

Definice 1.37. Bud'te dvé neprézdné mnoZiny A a B, které nemusi byt rtzné. Bindrni relaci R mezi
mnozinami A, B nazveme libovolnou podmnozinou R kartézského soucinu A x B

RCAxB:={[a,b] : a€ A N be B}

Je-li A = B mluvime o bindrni relaci na mnoziné A.
Binarni relace R urcuje dvé vyznacné mnoziny:
Definiéni obor relace R: D(R):={a€ A3Ibe B:[a,b] € R}
Obor hodnot relace R: H(R):={be B3Jaec A:[a,b € R}

Piikladem binédrni relace je tzv. relaéni databdze, kterd strukturuje data ve formé tabulek. Naptiklad relace
R C A X B, kde A je mnozina zameéstnancu, B mnozina vozidel a relace R vyjadiuje, kdo s kterym vozidlem
ma pravo jezdit.

Bindrni relace R na mnoziné A mohou mit fadu vyznamnych vlastnosti. Nejdulezitéjsi z nich popiseme
v nésledujici definici:

Definice 1.38. Bud R bindrni relace na mnoziné A. Nazveme ji
(a) reflexivni, pokud Va € A : [a,a] € R,

symetrickd, pokud Va,b € A: [a,b] € R = [b,a] € R,

tranzitivni, pokud Va,b,c € A: [a,b] € RA[b,c] € R = [a,c] € R,

ekvivalence, pokud je reflexivni, symetrickd a tranzitivni.

)
(c) antisymetrickd, pokud Va,b € A: [a,b] € RA[b,a] € R = a =0,
(d)

)

Piiklad: Na mnozindch N, Z, Q, R mame pfirozenou relaci R neostré nerovnosti ,<* definovanou [z,y] € R
jestlize x < y. Tato relace je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni. Neostra nerovnost ,<“ je tranzitivni, neni
symetricka ani reflexivni.

Piiklad: Mezi koneénymi mnozinami N muzeme zavést relaci R poctu prvku: [A, B] € R pokud mnoziny A a
B maji stejny pocet prvki. Tato relace je reflexivni, symetricka a tranzitivni, je proto ekvivalenci.

Definice 1.39. Bud R C A x B. Relaci R~! nazveme relaci inverzni k relaci R, pokud je podmnozinou
B x A aplati [b,a] € R™! pravé kdyz [a,b] € R.

Piiklad: Relace ,,>“ je inverzni k relaci ,<“ a ,>* je inverzni k relaci ,,<*. Je-li relace R na mnoziné A
symetrickd, R™! = R.

Pojem binarni relace lze zobecnit na relaci mezi vice mnozinami:

Definice 1.40. n-arni relaci rozumime libovolnou podmnozinu kartézského soucinu A; x As x --- A,
kde Ay, Ao, ..., A, jsou neprazdné ne nutné ruzné mnoziny.
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1F. ZOBRAZENI

Zobrazeni je zékladnim pojmem v matematice. Po formalni strance je to relace F, ve které pro kazdé a € A
existuje nejvyse jedno b € B, ze [a,b] € F. Jazykem matematiky to zapisujeme ndsledovné:

Definice 1.41. Zobrazenim z mnoziny A do mnoziny B nazveme relaci F, kterd spliuje
Vae AVbe B : ([a,b1] € F A [a,bsl € F = b =by).

Misto F C A x B uzivdme zdpisu f: A — B a misto [a,b] € F piseme b = f(a), nebo a — f(a).
Prvek a se pfitom nazyva vzor prvku b v zobrazeni f a b fikdme obraz prvku a v zobrazeni f.
Funkeci obvykle rozumime zobrazeni, kde mnozina B je ¢iselna.

Pojem definiéni obor a obor hodnot relace pfeneseme na zobrazeni:

Definice 1.42. Vsechna a € A, pro které existuje b € B takové, ze f(a) = b, tj. [a,b] € F, tvoi{ mnozinu,
které fikdme definiéni obor zobrazeni f a znacime D(f).

Vsechna b € B, pro které existuje a € A takové, ze f(a) =, tj. [a,b] € F, tvoii mnozinu, které iikdme obor
hodnot zobrazeni f a znacime ji H(f).

Definice 1.43. (Skladani zobrazeni) Bud'te A, B,C mnoziny a f : A — B a g : B — C zobrazeni. Pokud
H(f) C D(g) existuje slozené zobrazeni go f : A — C definované vztahem (g o f)(z) = g(f(x)), Va € D(f).

Dulezitymi vlastnostmi zobrazeni jsou nasledujici pojmy:

Definice 1.44. Zobrazeni f : A — B (definované na celém A, tj. D(f) = A) nazveme

(a) prosté neboli injektivni nebo injekce jestlize kazdy obraz ma jenom jeden vzor, tj.

Vaj,ap € AaVbe B plati b= f(a1), b= f(az) = a1 = as.

(b) mna neboli surjektivni nebo surjekce jestlize obor hodnot funkce je celd mnozina B, tj. H(f) = B.

(¢) vzajemné jednoznaéné neboli bijektivni nebo bijekce jestlize je injektivni i surjektivni.
Rikame, ze f je bijekce mnozin A a B.

Sklddani zobrazeni (pokud je definované) je asociativni: (fog)oh = fo(goh).
Kazd4 binarni relace R C A x B mé svoji inverzni relaci R~! C B x A. Pro bijektivni zobrazeni f : A — B
stejnym zpusobem definujeme inverzni zobrazeni f~!: B — A.

Definice 1.45. Bud f : A — B vzéjemné jednoznaéné zobrazeni mezi mnoZinami A a B Potom zobrazen{
f~! nazveme zobrazenim inverznim k zobrazeni f jestlize piislusn4 relace F~! je inverzni k relaci F, tj.

YVac A VbeB : f71b)=a < f(a) =b.

Pokud zobrazen{ f definované na Df C B je prosté, lze definovat inverzni zobrazeni f~! na D(f~1) = H(f)
s oborem hodnot H(f~1) = D(f).

Poznamky:

(a) Skladani zobrazeni (pokud je definované) je asociativni: (f o g) o h = fo(goh), neni vsak komutativni,
g o f nemusi byt vubec definované.

(b) Zvlastnim piipadem zobrazeni je identické zobrazeni Ip; na mnoziné M. Je to zobrazeni z M do M,
které ,nic nedéla®, tj. D(Ins) = H(Ip) =M aly(x) =2, Vo € M.

(c) Identické zobrazeni je bijektivni z M na M, m4 inverzni zobrazeni, které je stejné, tj. (In;)~! = L.
Pusobi jako neutrdlni prvek: pro f: A — B plati f =140 f = folg.
(d) Inverzni zobrazeni mizeme definovat vztahem f~'o f=Iga fo f 1 =1Ip.

Dalsi tvahy budeme provadét pro nasledujici ¢iselné mnoziny: mnozinu prirozenych ¢isel N, mnozinu
celych é&isel Z, mnozinu racionalnich ¢isel Q a mnozinu realnych cisel R.
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1G. MOHUTNOST MNOZIN

Kterd ze dvou mnozin ma vic prvku? V piipadé koneénych mnozin staci porovnat pocty prvki obou mnozin.
V piipadé nekoneénych mnozin se mnoziny porovnavaji pomoci bijektivniho zobrazeni:

Priklad: V piipadé bijekce kazdému prvku mnoziny A odpovidé pravé jeden prvek mnoziny B; jsou-li mnoziny
A a B konetné, maji nutné stejny pocet prvki; jsou-li nekoneéné a existuje-li mezi nimi bijekce, muzeme také
fici, ze maji ,stejné“ prvkn, presnéji fikdme, ze maji stejnou mohutnost.

Povsimnéme si nékterych mnozin, které maji stejnou mohutnost jako mnozina pfirozenych ¢isel N, tedy
jejich prvky lze prirozenymi ¢isly oindexovat. Pfitom jedna muze byt vlastni podmnozinou druhé a presto m&
stejnou mohutnost. Je to je napiiklad mnozina vsech kladnych sudych éisel {2,4,6,8,10,...}, kdy bijekel je
zobrazeni a — 2a.

Také mnozinu vsech celych ¢isel Z lze oindexovat pfirozenymi ¢&isly, pokud ji sefadime do posloupnosti
{0,-1,1,-2,2,-3,3,—4,4,—-5,5,... }.

Prekvapivé vsak je, ze stejnou mohutnost mé i mnozina vsech racionalnich ¢isel Q, coz lze dokédzat nasledovné:
racionalni ¢islo zapiSeme ve tvaru %, kde p je celé, g piirozené a p, g jsou nesoudélnd. Cislo 0 zapiseme jako %)
Kazdému ¢&islu 2 nynf prifadime tzv. vgsku r = |p| + q.

Protoze pocet raciondlnich ¢isel s konkrétni vyskou je konecny, jejich oindexovani definujeme tak, Zze nejdiive
vypiseme vSechna ¢isla s vyskou r = 1, pak s vyskou r = 2, r = 3, r = 4, atd. Timto zpusobem dostaneme
posloupnost, kterd obsahuje vSechna racionalni éisla:

0 11 2112 3113 43211284 =5 5 =6
17 1’17 1727’2’1 173’31

Definice 1.46. Nekone¢né mnoziny se stejnou mohutnosti jako N se nazyvaji spocetné. Mnoziny kone¢né
a spocetné se dohromady oznacuji terminem nejvyse spocetné.

Mnoziny, které maji nekoneéné mnoho prvku, ale bijekce s pfirozenymi &isly neexistuje nazyvame mnoziny
nespocetné.

Piiklad: Dokazme nyni, ze mnozina vsech redlnych ¢isel R nenf spocetnd, tj. je nespocetnd. Staci ovsem, kdyz
dokdzeme, Ze je nespocetnd néjakd ¢dst mnoziny R, tedy napf. interval [0,1). Pfedpoklddejme opak, tzn. Ze
v8echna ¢isla z intervalu [0, 1) lze néjak usporddat do nekoneéné posloupnosti

a; = 0, a11a12013014 ... A1y -+ - -
ags = 0, a21a22023024 ...02p .« . .
as = 0, a31a32033034 ...A3p - - -

a4 = 0, 4142043044 « . .QA4p - - -

an =0,0,10,20,30n4 - - - Qppy - - -

kde a;; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} je k-t4 ¢islice v desetinném vyjddien{ ¢isla a;.

Sestrojme nyni ¢islo b = 0, b1babsby . .. by, . .. takto: je-li a;; = 1, klademe b; = 2, je-li a;; # 1, klademe b; = 1.
Cislo b takto sestrojené je riizné od viech ¢isel a; (od a; se lisi v prvnf ¢islici za desetinnou ¢arkou, od ag se lis
v druhé ¢islici za desetinnou ¢drkou, atd.). Protoze ale b € [0,1), mélo by byt ve vypsaném seznamu, tzn. mélo
by byt nékterym z ¢isel a;, coz je spor. Interval [0,1) a tudiZ i mnozina R jsou nespocetné mnoziny.
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1H. ALGEBRAICKE STRUKTURY

Pojem zobrazeni ndm umoziuje korektné (pokud nechceme akceptovat intuitivni definice jako matice je
ytabulka éisel usporddanych do fadku a sloupcu® a funkce je ,predpis®) zavést fadu dalsich pojmi:

Redlnd matice s m fadky a n sloupci je zobrazeni A: {1,...,m} x {1,...,n} = R.

Realna funkce realné proménné je zobrazeni f: R — R.

Také zédkladni pojem operace je definovan pomoci pojmu relace a zobrazeni:

Definice 1.47. Binirni operaci na mnoziné A nazveme zobrazeni f z A x A do A
f:AxA— A f o Jar,a2] = f(ar,a2) = a

pficemz misto f(a1,az) = a nebo [a1,as,a] € F piseme a; * as = a a symbol * lze nahradit %,0,e,....

V obecnéjsim pojeti n-arni operaci z A; X Ay X --- X Ay do A rozumime zobrazeni

fZA1XA2X-~-XAn—)An+1.

Casto A; = Ay =--- = A, = A,,+1, potom mluvime o n-arni operaci na mnoziné A.

Pozndmky: Operace muze mit n = 1,2,3,... tzv. argumenti. Pro n = 1 piikladem 1-arni operace zvané
unarni je opa¢nd hodnota —r redlného cisla r. Pro n = 2 se operace nazyvé binarni, piikladem je soucet dvou
cisel. Pro n = 3 se 3-arni operaci nazyva ternarni, atd. Také konstanty, napiiklad 0 a 1 lze povazovat za n = 0
nularni operaci.

Definice 1.48. Algebraickou strukturou rozumime mnozinu A spolu s néjakymi operacemi na ni.

Poznamky: Definice operace na mnoziné A zajistuje, Ze neomezené uziti operace nevede nikdy k ,,vyb&hnuti“
z mnoziny A, fikdme, ze struktura je tyto operace uzaviena.

VysSetrovanim obecnych vlastnosti algebraickych struktur se zabyva ¢ast matematiky zvand algebra. Zakladni
strukturou studovanou v algebie je grupa, uvedme jeji definici:

Definice 1.49. Algebraickd struktura s mnozinou G a bindrni operaci * se nazyva grupou, jestlize plati:
(G1) Pro vsechna a,b,c € G plati (axb)xc=ax* (bxc) (asociativita)

(G2) Existuje prvek e € G, ze pro kazdé a € G plati axe = exa =e (existence neutralniho prvku)

(G3) Pro kazdé a € G existuje b € G, ze plati a xb=b*a (existence opa¢ného prvku)

Poznamky:

(a) Existenci neutralniho prvku — vlastnost (G2) — lze povazovat za nuldrni operaci a existenci opa¢ného
prvku — (G3) — za undrn{ operaci.

(b) Prikladem grupy je mnozina celych ¢isel Z s operaci séitani: neutralnim prvkem je prvek 0, prvku
inverznim k prvku a je —a. Podobné mnoziny racionédlnich Q, redlnych R i komplexnich C ¢&isel s operaci
s¢itani jsou grupy. Protoze scitani ¢isel je komutativni, grupy jsou komutativni.

(c) Také mnozina nenulovych raciondlnich @ \ {0}, redlnych R\ {0} i C\ {0} komplexnich ¢isel s operaci
néasobeni jsou komutativni grupy. Neutralnim prvkem je ¢islo 1 a inverznim prvkem k ¢islu a je ¢islo
1

a"l =1,
a

(d) Mnozina vsech bijektivnich zobrazeni z M do M s operaci sklddani tvoif také grupu. Neutrdlnim prvkem
je identické zobrazeni I, inverznim prvkem je inverzni zobrazeni. Tato grupa vsak komutativni neni.

Jde o typicky postup matematické abstrakce: abstraktni popis algebraickych struktur pak muze byt vyuzit
v jednotlivych problémech. Napiiklad vlastnosti grupy lze uplatnit pro ¢iselné mnoziny Z, Q, R i C s operaci
séitani. Dulezité jsou i struktury s dvéma operacemi jakou je okruh, téleso.
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