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2. Linearni algebra

Teorie matic a determinantu pfedstavuje ivod do linedrni algebry. Nejrozsahlejsi aplikace maji matice a deter-
minanty pfi feSeni systému linedrnich rovnic. Pojem determinantu zavedl jiz v roce 1693 némecky matematik
W. G. Leibniz (1646-1716), ale jeho objev upadl v zapomenuti. V roce 1750 dospél znovu k pojmu determi-
nantu §vycarsky matematik G. Cramer (1704-1752). Veobecné se za¢alo v matematice pouzivat determinantu
az koncem 18. stoleti. Zaslouzili se o to zejména matematici A.-T. Vandermonde (1735-1796) a A. L. Cauchy
(1789-1857). Soucasné s teorii determinantu se rozvijela teorie matic, jejimz zakladatelem je anglicky mate-
matik A. Cayley (1821-1895). Na dalsim rozvoji teorie matic se podileli zejména G. Frobenius (1849-1917),
J. J. Sylvester (1814-1897) a K. Weierstrass (1815-1897).

2A. MATICE A MATICOVE OPERACE

Zacneme intuitivni definici matice:

Definice 2.1. Bud X neprdzdnd mnozina tzv. skalara a m, n pfirozend ¢isla. Matice A = (a;;) typu (m,n)
nad mnozinou X je schéma slozené z m krat n prvki mnoziny X zapsanych tabulky s m tadky a n sloupci.

Pfesnéji matice A typu (m,n) nad X je zobrazeni mnoziny {1,...,m} x {1,...,n} do mnoziny X.

Matici A typu (m,n) budeme zapisovat ve tvaru

a1 cee [e5T)
A =

am1 .- Amn

nebo jen krétce A = (a;;), kde a;; je prvek na i-tém tadku a j-tém sloupci.

Prvni index ¢ se pfitom nazyva radkovy index a druhy j sloupcovy index.

Mnozinu vSech matic typu (m,n) s prvky z mnoziny X budeme oznac¢ovat X™*™ napiiklad R™*™.
Mnozina skaldru X obvykle byvd mnozina ¢iselnd. V dalsim budeme predpoklddat, ze X je mnozina Cisel

realnych R nebo komplexnich C s operacemi s¢itani a ndsobeni, které splnuji obvyklé asociativni, komu-
tativni a distributivni zdkony. Nenulovym prvkem lze i délit.

Prvky matic mohou byt i komplikovanéjsi objekty, napiiklad algebraické vyrazy, nebo funkce.

Priklad: Matice A = ( ; (75 i ) je prikladem matice typu (2,3) nad mnozinou N. Plat{ naptiklad, ze

as3 = 4, protoze prvek aogz lezi ve druhém tadku a tfetim sloupci matice A.

Vyznacné matice Uvedme nékolik vyznacnych matic, nékteré maji své zavedené symboly:

Definice 2.2.
(a
(b

(c
(d

) Je-li m = n, matice se nazyva ¢tvercova, v obecném piipadé m # n obdélnikova.

) Mnozina vSech prvku a;; s ¢ = j se nazyva hlavni diagonala matice;

) Nulova matice 0 je matice, jejiz vSechny prvky jsou nuly.

) Jednotkova matice E je Ctvercovd matice, jejiz vSechny prvky na hlavni digondle jsou rovny jedné,
ostatni prvky jsou nuly.

(e) Matice A se nazyva trojuhelnikova, (presnéji horni trojihelnikova), pokud pod hlavni diagonélou
jsou samé nuly, pfesnéji pro kazdé dva indexy ¢ > j plati a;; = 0.

Analogicky dolni trojihelnikova matice ma samé nuly nad hlavni diagonalou, tj. a;; = 0 pro i < j.
(f) Dve matice A,B se rovnaji, pokud jsou stejného typu a maji stejné prvky, tj. pro libovolné indexy
1,7 plati a;; = b;;. Pak piSeme A = B.
(g) Matice typu (1,n) ma jenom jeden fadek a nazyvame ji fadkovy vektor. Matice typu (m, 1) m4 jenom
jeden sloupec a nazyvame ji sloupcovy vektor.
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2. Linearni algebra 2A. Matice a maticové operace

Piiklad: Uvedme po fadé piiklad matice jednotkové, nulové, horni a dolni trojtihelnikové:

o O =
O = O
_ o O
o O O
o O O
o O O

1
0
0

S = W
W = N
[N
S Ww o
w o o

Operace s maticemi
Na mnoziné matic lze definovat fadu operaci. Operace transponovani ma jenom jeden argument, je tedy
operaci unérni.

Definice 2.3. (Transponovani matice) Bud A = (a;;) matice typu (m,n).

Matice k nf transponovan4 je matice AT typu (n,m) s prvky (aji), tj. AT = (a;;).

Transponovani matici ,,preklopi“ ptes hlavni diagonalu, sloupce se méni na radky a radky na sloupce.

Poznamky:
Kazdou matici lze transponovat, z matice typu (m,n) se stane matice typu (n,m).
Sloupcovy vektor se transponovanim méni na fadkovy a obrécené.
Dalsfm transponovédnim dostaneme ptivodni matici: (A™T)T = A.

Priklad: Transponovdnim matice typu (2,3) dostavdme matici typu (3, 2), napiiklad

1 4
A<ig§>, AT=13 0
2 5

Definice 2.4. (Nasobeni matice ¢islem) Matici A typu (m,n) lze vynasobit ¢islem ¢ € X.
Vysledkem nésobku cA je matice B = (b;;) stejného typu (m,n), s prvky b;; = ca;;. Soucin je definovan i
v opacném pofadi: (a;j)c = (a;jc). Pokud nasobeni v X je komutativni, plati rovnost cA = Ac.

Poznamky: Matici cA se fika skalarni ndsobek matice A. Skaldrem c pritom nasobime kazdy prvek matice.
V piipadé ¢ = 1 se matice nezméni, pro ¢ = 0 dostavame matici nulovou.

Priiklad: Plati
9. 13 2 4\ (21 23 2-2 24\ (26 4 8
0143/ \2:0 21 2-4 23/ \0 238 6)"°

Definice 2.5. (S¢itani a odéitani matic) Matice A, B lze secist, jen kdyZ jsou stejného typu (m,n).
Souétem A + B matic A a B je matice C = (¢;;) stejného typu (m,n), kde ¢;; = a;; + bi;.

Matice, pokud jsou stejného typu, lze také odecitat. Rozdil D = A — B je definovan jako soucet matic,
kde druhou matici ndsobime éislem —1: D = A —B:= A + (—1) - B, tj. d;; = a;; — b;;.

Poznamky: Pokud matice nemaji stejny typ, nelze je s¢itat ani odéitat. Pri s¢itani nebo odéitani matic s¢itame
nebo odéitame vSechny odpovidajici prvky matic. Matice stejného typu lze s¢itat, odcitat a nésobit skalarem
stejné jako ¢isla (skaldry).

Priklad: Matici typu (2,3) muZeme secist jen s matici typu (2, 3), stejné pravidlo plati i pro rozdil:
1 3 2 n 5 2 4\ (145 3+2 2+4\ (6 5 6
0 1 4 25 3) \0+2 1+5 443 ) \ 2 6 7 )’

6 56\ (14 2\ (6-15-46-2)\_ (514
2 6 7 0 1/ \2-0 6-3 7-1 /)2 3 6 )

Nasobeni matic

w

Nésobeni matic je komplikovangjs$i nez soucet a ndsobek matic. Zalezi na poradi matic a typy matic museji
na sebe navazovat. Maticové ndsobeni nam pozdéji umozni jednoduchy zapis i feseni soustav linearnich rovnic.

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 2



2. Linearni algebra 2A. Matice a maticové operace

Definice 2.6. (Nasobeni matic). Bud matice A = (a;) typu (m,p) a matice B = (bx;) typu (p,n).
Potom souc¢inem A - B matic A a B je matice C = (¢;;) typu (m, n) s prvky

P
Cij ‘= Z aikbkj = Qi1 blj + ;9 bgj + -+ Qip bpj~ (21)
k=1

Stejné jako pii nasobeni &isel i pii ndsobeni matic se ¢asto symbol - vynechava a piSe se jenom AB.

Poznamky: Dvé matice A, B lze nésobit, jen kdyz typy matic na sebe navazuji v néasledujicim smyslu: pocet
sloupcli prvni matice se rovnd poctu fadkd druhé matice. Diivodem je definice sou¢inu matic: pro prvek c;;
nasobime odpovidajici prvky i-tého fadku (je jich p jako sloupci prvni matice) a prvka j-tého sloupce (téch je
jako pocet fadku druhé matice) a tyto souciny se¢teme. Proto pocet sloupctt prvni matice se musi rovnat poc¢tu
fadka druhé matice, symbolicky pro typy matic plati: (m,p) - (p,n) = (m,n).

Prvek lezici v i-tém fadku a j-tém sloupci vysledné matice tedy ziskame tak, ze prochdzime i-ty tadek
v matici A a jeho prvky postupné nasobime prvky lezicimi v j-tém sloupci matice B a souciny poscitame.

Operace nasobeni matic neni komutativni, tj. pofadi matic nelze ménit. Po pFehozen{ matic typu (m, p)
a (p,n) nemusi matice na sebe navazovat pokud m # n. A i kdyz m = n po zdméné porad{ dostdvame matici
jiného typu (p,p) v piipadé, kdy m # p. A ani kdyz m = p = n, tj. matice jsou ¢tvercové stejné velikosti, i
v tomto pfipadé jen vyjimeéné dostaneme stejnou matici.

Demonstrujme algoritmus nésoben{ matic podle vztahu (2.1) na piikladu:

1 3
Priklad: Urcete soucin A - B a sou¢in B - A, kde A = ( ; (1) ? ) a B= < 2 0 )
12

Resenti:
A-B— 1 0 3 ) é g _(1-14+0-2+3-1 1-34+0-0+3-2\ (4 9
T\ 211 1 9 T\ 2-14+1-2+1-1 2-3+1-0+1-2 ) \'5 8/
1 3 1 0 3 1-1+3-2 1-0+3-1 1-343-1 7 3 6
B-A= 2 0 ~(2 1 1>— 2-140-2 2-04+0-1 2-34+0-1 = 2 0 6
1 2 1-14+42-2 1-042-1 1-3+2-1 5 2 5

Piiklad ukazuje, ze ndsobeni matic neni komutativni: A - B # B - A. Vysledné matice maji i odlisné typy.

Vlastnosti operaci s maticemi shrneme v nasledujici vété:

Véta 2.7. Vlastnosti maticovych operaci. Pokud typy matic operaci umoznuji, operace s¢itani, nasobeni
i skalarniho nasobku matic spliuje asociativni zakon:

(A+B)+C=A+ (B+C), (A-B)-C=A-(B:C), (c-d)-A=c-(d-A).
Operace s¢itani matic i skaldrni ndsobku jsou komutativni (ndsobeni matic komutativni neni):
A+B=B+A, c-A=A-c, [A-B#B-A].
Operace s¢itdani je s obéma operacemi nasobeni spojena distributivnimi zakony:
A-B+C)=A-B+A-C (A+B)-C=A-C+B-C
c-(A+B)=c-A+c¢-B (c+d)-A=c-A+d-A
Jednotkova matice E mé podobnou vlastnost jako jednicka a nulova matice se chova jako nula:
A -E=E-A=A, A-0=0-A=0.

Pro transponovan{ sou¢tu a nasobku matic plati (A +B)T = AT+ BT a (c- A)T =c- AT,

Chovéni soué¢inu vzhledem k transponovani popisuje vztah (A - B)T = BT . AT,
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2. Linearni algebra 2B. Hodnost matice

2B. HODNOST MATICE

Velmi dulezitou charakteristikou matice je jeji hodnost. Je to pocet nezavislych fadka nebo sloupci. Nejprve
si ujasnéme pojem nezavislosti.

Nezavislost radka
Uvazujme matici ¢&isel z mnoziny ,skaldru“ X, obvykle je to mnozina realnych ¢isel X = R. Radky matice
jsou vektory stejné délky, které muzeme nésobit ¢islem a séitat po slozkdch jako matice typu (1,n):

Definice 2.8. Bud A = (a;;) matice typu (m,n) s prvky a;; € X.
Matice A se skladd z m tadku rq,rs, ..., 0y, délky n: r; = (a1, a2, .- ., Gip)-
Pro ¢y, c¢a,...,¢n € X linearni kombinaci fadkt nazveme vektor
c1ra +62r2+"'+cmrm = (Clall +"'+Cmam17 coog Cla1n+"'+cmamn)7
Pokud rddek r; muzeme vyjadrit jako linedrni kombinaci fadku ro,. .., r,, tj. existuji ¢isla co, ..., c,, Ze
ry = corg + - -+ + ¢y, fekneme, ze tadek ry je zavisly na fadcich ro, ... 1,,.

P#iklad: Radek r; = (—4,4,5,1) je zavisly na fadcich ro = (1,3,2,4), r3 = (2,0,1,2), ry = (0,-2,4,—1)
protoze pro ry = 2ry — 3r3 4 ry.

Daéle tekneme, ze tadky ri,ro,...,r, jsou linearné zavislé, pokud alespon jeden z nich je zavisly na
ostatnich fadcich, tj. 1ze ho vyjadfiit jako linedrni kombinace ostatnich fadku. Pokud zddny z nich neni zdvisly
na ostatnich, fekneme, ze fadky jsou linearné nezavislé. Matematicky to zapisujeme implikaci:

Definice 2.9. Ridky ri,rs,...,r,, matice A nazveme linedrné nezavislé, pokud jeding jejich linedrni
kombinace, kterd davéd nulovy vektor 0 = (0, ...,0), je kombinace nulov4, tj.
ciry +corg + -+ ¢y, =0 = ci=co=---=¢, =0.

Poznamky: Piesvédéme se, ze implikace definuje nezavislé fadky. Kdyby alespon jedno z c¢; bylo nenulové,
napiiklad ¢; # 0, potom z rovnosti ¢iry + cors + - - - + ¢ 1y, = 0 plyne

1
r; = ——(cora ++ + Cmlm),
C1
tj. r1 je vyjadien jako linedrni kombinace fadku rs,...,r,, a je tedy na nich zavisly. Jestlize jsou vzdy vSechny

¢; = 0, potom fadky r; jsou nezavislé.

Jak zjistime pocet nezavislych fadka? Pokud v matici zjistime fadek, ktery je zavisly na ostatnich, fadek
vyfradime. Pokud ve zbyvajicich fadcich najdeme dalsi zavisly, také odstranime. Takto postupujeme, dokud
nezustanou jenom fadky linedrné nezavislé, které urc¢uji hodnost matice:

Definice 2.10. Hodnost matice A je pocet jejich linedrné nezdvislych radku. Znacime ji h(A).
Presnéji, h(A) = p pokud v matici existuje p nezdvislych fadku, pticemz ostatni fadky jsou nich zévislé.

Hodnost nulové matice polozime h(0) = 0.

Poznamky:

Nulovy fadek je vzdy zavisly. Pokud jsou v matici dva stejné fadky, jeden je zavisly na druhém.

Hodnost matice je pocet nezdvislych fddku, proto hodnost matice A typu (m,n) je h(A) < m.

Radky jednotkové matice jsou nezavislé, proto jeji hodnost je rovna poctu jejich Fadku. Skutecné,
zadny fadek matice nelze vyjadrit pomoci ostatnich, protoze i-ty fadek ma na i-tém misté jednicku a ostatni
fadky tam maji nuly a jednicku nelze vyjadrit jako kombinaci nul.

Hodnost matice se také dobfe urcuje u schodovité matice:

Definice 2.11. Matici A nazveme schodovitou nebo stupnovitou, pokud kazdy dalsi nenulovy tadek
»zacind vice nulami* nez fadek predchozi.
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2. Linearni algebra 2B. Hodnost matice

Priklad: Napiiklad matice typu (5,7)

201 3 5 0 2
01 2 0 6 2 1
A= 0O o0 0 0 2 47
00 0 0 0 0 5
0 00 0 0 0 O
je schodovita, ma postupné ,schody® sitky 1, 3 a 2, posledni fadek je nulovy. Ma proto Ctyfi nezavislé radky,

jeji hodnost je proto h(A) = 4.

Jak urcit hodnost matice v praxi? Zjisfovat nezdvislost fadki neni véc snadna. Dobfe se to viak zjisfuje u
schodovité matice. Kazdy nenulovy fadek je nezavisly na fadcich nasledujicich. Skutecné, je-li a;; jeho prvni
nenulova slozka v j-tém fadku, vSechny dalsi fadky maji na j-tém misté nulu, a proto zadnou jejich linearni
kombinaci na j-tém misté a;; nedostaneme. Hodnost schodovité matice je pocet jejich nenulovych radki.

Pro zjisténi hodnosti matice matici ,upravime® na schodovity tvar. Pouzijeme ovSem jenom ty dpravy, které
neméni pocet nezavislych fadku a tim i hodnost matice:

Véta 2.12. Nasledujici tzv. elementarni fadkové tipravy neméni hodnost matice A:

zménime poradi radku,

k radku pricteme nasobek jiného radku nebo linedrni kombinaci jinych fadkiu,

vypustime nulovy fadek.

(a)

(b) tddek vyndsobime nenulovym ¢islem,
)
)

Poznamky:

Uvedme myslenku dikazu piedchozi véty. Pii Z4dné manipulaci s fadky (pfidani nenulového fddku nenf
dovoleno) se nemuze pocet nezavislych fadku zvysit, nevhodnou tipravou muzeme nezavisly rédek ztratit. Pokud
po dané tpravé fadku matice existuje iprava, kterou dostaneme matici puvodni, hodnost matice se nezménila.
Projdéme jednotlivé tpravy:

Pii zmeéné poradi fddku neni problém opac¢nou zménou potradi dostat puvodni matici. Pfi nasobeni fadku
nenulovym ¢islem ¢ stacéi fddek vyndsobit ¢islem 1/c. Jestlize k faddku pficteme linedrni kombinace jinych
radkl, odectenim stejné kombinace dostaneme puvodni matici. Podstatné vsak je, ze pricitana kombinace
neobsahuje puvodni fadek. A vypusténi nulového fadku neméni pocet nezavislych radku.

Véta 2.13. Kazdou matici lze koneénym poc¢tem elementarnich radkovych uprav prevést na schodovity tvar.

Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych radku.

Prvni tvrzeni dokazeme, kdyz nacrtneme postup, kterym z libovolné matice A = (a;;) dostaneme matici
schodovitou. Pokud v prvnim sloupci matice jsou nenulové prvky, vybereme prvni fadek, ktery ma na prvnim
misté nenulovy prvek a;; # 0, kterému se fika klicovy. Ke kazdému jinému k-tému radku, pro ktery je ag1 # 0,
pri¢teme —ayy/a;1-ndsobek i-tého fadu. Timto ziskdme matici, kterd ma v prvnim sloupci jediny nenulovy
prvek. Pfislusny fadek presuneme na prvni misto. Tim mame zaruceno, ze druhy fadek bude mit na zacatku
vice nul nez prvni. V dalsich krocich vzdy prvni fddky opiSeme a budeme pracovat jenom s fadky dalsimi.
Dodejme, ze pokud by prvni sloupec obsahoval samé nuly, pfejdeme hned ke sloupci druhému.

Vybereme tadek, ktery ma na druhém misté nenulovy prvek a vhodny nasobek tohoto fadku pficteme ke
viem Faddkum, které maji na druhém misté nenulovy prvek, aby v druhém sloupci (kromé prvniho fddku) byl
jenom jeden nenulovy prvek. Timto zpusobem upravime postupné vSechny sloupci, ¢imz ziskdme schodovitou
matici.

Uvedeny postup se nazyva Gaussova eliminace. Pokud pfi eliminaci ,,nulujeme® nejen prvky pod klicovym
prvkem, ale i nad klicovym prvkem, mluvime o Jordanové eliminaci.

Priklad 2.14. Urcete hodnost matice 1 1 9
A= 7 —6 5
0 1 2
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2. Linearni algebra 2B. Hodnost matice

Reseni: Matici pfevedeme elementarnimi fadkovymi tpravami do schodovitého tvaru.

1 -1 2 1 -1 2 1 -1 2
7T -6 5 |/-T1r1 ~ 0 1 -9 ~ 0 1 -9 = h(A)=3.
0 1 2 0 1 2/)/-1 0 0 11

Priklad 2.15. Urcete hodnost matice
1 3 -5 -1

B = 2 6 3 8
-2 —6 10 2

Reseni: Matici prevedeme elementdrnimi fadkovymi tpravami do schodovitého tvaru.
1 3 -5 -1 -5 -1

13
2 6 3 8| /-2 ~ 00 13 10 | =hnB)=2
-2 —6 10 2/ /+1-n 00 0 0

Sloupcové upravy

Transponovanim matice se nezavislé fadky méni na nezavislé sloupce. Lze dokazat, ze hodnost matice se
transponovanim neméni. V dusledku toho hodnost matice je rovna i poc¢tu nezavislych sloupcu, které lze upra-
vovat pomoci sloupcovych tprav analogickych ipravam fadkovym.

Véta 2.16. Bud A matice typu (m,n).

Potom pocet nezdvislych adki je roven poétu nezavislych sloupcti a plati h(AT) = h(A).
Hodnost matice A se rovna poctu nezavislych sloupcu.
Hodnost matice je mensi nebo rovna minimu po¢tu fddku a sloupci: h(A) < min(m,n).

Nésledujici tzv. elementarni sloupcové tipravy neméni hodnost matice:
zménime poradi sloupci,
sloupec vynasobime nenulovym ¢cislem,

ke sloupci pri¢teme linedrni kombinaci libovolnych jinych sloupct,

vypustime nulovy sloupec.
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2C. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

Soustavy linedrnich rovnic — zkracené SLR, se kterymi jste se setkali jiz na stfedni Skole, maji velky vyznam
v technické praxi, protoze fada inzenyrskych situaci vede na feseni SLR. Soustavy lze vyhodné zapsat a zkoumat
pomoci matic. Prvni otazkou, kterou se budeme zabyvat, je zda dané soustava feseni mé, pripadné, kolik téchto
feSeni je. Ukdzeme si také praktickou metodu, kterou lze SLR fesit.

Definice 2.17. Necht a;;,b; jsou redlnd ¢isla. Pak soustava

a1 T + ai2T2 4+ - 4+ AT, = b
az1x1 + axz: + - 4+ awmxT, = by

(2.2)
Am1 21 + Gm2Ty + - + GmnTn = bm

se nazyva soustava m linearnich rovnic o n neznamych.
Cislo a;; se nazyva koeficient v i-té rovnici u j-té neznamé.
Cislo b; se nazyvéa prava strana nebo absolutni ¢len i-té rovnice.

Maticovy zapis

Uvedenou soustavu lze zapsat pomoci matic a vektoru. Podivdme-li se na definici ndsobeni matic, zjistime,
Ze prvni rovnici lze zapsat jako maticovy soucin fadkového vektoru (a1, ais,...,a1,) a sloupcového vektoru
(z1,22,...,Zy), ktery se rovnd pravé strané b;. Stejnym zpusobem muzeme piepsat i ostatni rovnice. Protoze
vSechny vektory jsou stejné délky, souc¢iny maji stejny tvar a sloupcovy vektor je vzdy stejny, soustavu rovnic
(2.2) lze zapsat ve tvaru

ai1 a2 -+ Q1n € by
az1 G2 - G2n T2 bo

: =1 7 |. (2.3)
Am1 Am2 Tt Amn Tn bm

Definice 2.18. Koeficienty a;; uvedené soustavy rovnic tvoif matici A typu (m,n) zvanou matici soustavy.

Koeficienty b; tvoii sloupcovy vektor pravych stran b typu (m,1) a nezndmé z, sloupcovy vektor
neznamych x typu (n,1):

aiil a2 - A1n b1 Z1
a21 a2 -+ G2n bo X2

A= . . , b= . , R . : (2.4)
aAml Am2 - Omn bm Tn

Soustavu linedrnich rovnic (2.2) tak lze zapsat v maticovém tvaru
A -x=b.

Rozsifenou matici soustavy nazyvame matici A rozsitenou o vektor b oddéleny svislou ¢arou:

a1 a2 v a | b
azi  aze - Az | ba
Ab= ) ) ) (2.5)
Am1 Qm2 - Qmp | bm
Poznamka. V piikladu maji nezndmé jména (x1,xs,...,2,). V praxi vSak se nezndmé mohou ,jmenovat*

jinak: naptiklad (z,v, z), nebo (s,t,u,v,w) nebo (a,b,c,d) a pod.
Poznamky: (Rovnost a rovnice) Vyjasnéme si jesté tyto pojmy:

Rovnost, napifklad 2+ 3 = 5, v/9 = 3, cos(r) = 1, je vyrok, ktery plati nebo neplati. Casto se zapisuje ve
tvaru vyrokové formy s proménnymi, pficemz se kvantifikatory vynechévaji, predpokldda se, ze vyrok plati pro
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2. Linearni algebra 2C. Soustavy linearnich rovnic

véechny pifpustné hodnoty: jsou to napiiklad tzv. vzorce jako a? — b?> = (a — b)(a + b), ktery plati pro kazdé
a,b € R, nebo vzorec log(z y) = log(z) + log(y), ktery plat{ pro kazda kladnd realna &isla x,y € RT.

Naproti tomu rovnice neni vyrok. Napiiklad o kvadratické rovnici 2242 2—15 = 0 nem4 smysl uvazovat, zda
je pravdiva nebo nepravdiva. Je to vyrokova forma a predstavuje tikol najit vSechna ,feSeni*, tj. hodnoty
proménné z, pro které se z vyrokové formy stava pravdivy vyrok. Tyto hodnoty se nazyvaji feSeni, v nasem
piipadé jsou to dveé ¢isla 3 a —5.

Rovnice se tedy sklada s vyrokové formy s proménnymi a mnozinou, ve které mame hledat feseni. U kvad-
ratické rovnice axz? + bz + ¢ = 0 to mohou byt redlnd ¢isla R nebo komplexni éisla C a nasim tkolem je vzdy
najit mnozinu vSech feSeni. Pouzivame ptitom dpravy, pii kterych se mnozina feSeni nemeéni.

Jesté upfesnéme pojem feSeni soustavy linedrnich rovnic:

Definice 2.19. (ReSeni soustavy linedrnich rovnic) Uvazujme soustavu linedrnich rovnic (2.2).

Sloupcovy vektor x = (x1,72,...,2,)" nazveme FeSenim soustavy (2.2), pokud po dosazeni hodnot
X1,Z2, ..., T, do rovuic (2.2) za proménné x1,Zs, . .., x, dostaneme ve vSech rovnicich (2.2) rovnosti. Mnozina
véech Fesenf je proto podmnozina mnoziny R"*! vSech sloupcovych vektorii x spliiujicich (2.2).

ReSeni soustav linearnich rovnic

Jak se fes{ SLR? Pomoci ekvivalentnich dprav, pii kterych se mnozina feSeni (sloupcovych vektoru x)
neméni, soustavu rovnic upravime na tvar s rovnicemi typu x; = b}, z kterych lze zjistit hodnoty feSeni.

Které tpravy jsou ekvivalentni? Rovnici lze nésobit ¢islem a k rovnici lze pfic¢ist ndsobky jinych rovnic.
Podivame-li se na odpovidajici rozsitenou soustavu rovnic, vidime, ze

zméné poradi rovnic odpovidd zména poradi radku rozsirené matice,

(a)
(b) nésobeni rovnice nenulovym éislem odpovidd ndsobeni fddku rozsifené matice timto ¢islem,
) pricteni ndsobku rovnice k jiné rovnici odpovidé pricteni stejného ndsobku odpovidajictho radku,

rovnici se samymi nulami lze vynechat stejné jako vynechat nulovy fadek.

Ekvivalentnim tdpravam soustavy rovnic tak odpovidaji elementarni tadkové ipravy matic, které jsme vyuzili
pfi zjistovani hodnosti matic. Vysledky shrneme v nésledujici vété:

Véta 2.20. Soustavu Ax = b tj. soustavu m linedrnich rovnic o n neznamych lze vzajemné jednoznacné
reprezentovat rozsifenou matici A|b.

Ekvivalentnim tpravam SLR vzajemné jednoznacéné odpovidaji elementarni fadkové upravy rozsirené matice.

Kazdou SLR lze ekvivalentnimi iipravami prevést na soustavu se schodovitou rozsitenou matici.

oy

Podle tvaru rozsitené matice ve schodovitém tvaru muzeme uz zjistit zda soustava mé feseni. Pokud posledni
nenulovy fadek ma tvar (0,0,...,0[b), kde b # 0, faddek reprezentuje rovnici 01 +- - - + 0 x,, = b, kterou nemuze
splnit zadna n-tice ¢isel (21, ..., z,). Z pFedpokladu, Ze soustava m4 fesen, jsme dosli ke sporu, soustava proto
feSeni nemad. Protoze rozsifend matice ma o jeden nenulovy fadek vic nez matice soustavy, hodnost soustavy
h(A) je mensi, nez hodnost rozsifené matice h(A|b).

V opa¢ném piipade, tj. kdyz h(A) = h(A|b), soustava feSeni mé. Pokud je nezdvislych rovnic stejné jako
neznamych, schodovita matice A ma vSechny ,schody* sitky jedna.

Posledn{ (nenulovy) fddek mé tvar a},, =, = b}, odkud diky a}, # 0 muzeme spocitat z,, = b,/al,,.

V piedposledni rovnici a;, 4 ,,_1 Tn—1 + a1 , Tn = bj,_; piibyla jedna nezndma x,, ;. Protoze hodnotu x,,
uz zndme a ay,_; ,_1 # 0, je jednoznacné ur¢ena hodnota nezname 1.

Protoze kazdy ,schod® schodovité matice ma sitku 1, je vzdy dalsi neznama urcena jednoznacné. V tomto
ptipadé tedy soustava ma pravé jedno feSeni.

V piipadé, ze ,schod* matice A ma §itku 2, v rovnici pfibyly dvé nezndmé. Jedné neznamé muzeme piitadit
libovolnou hodnotu, tzv. parametr, druhd nezndmé je urcena rovnici. Reseni bude obsahovat parametr. Pro
libovolnou hodnotu parametru dostavame feseni. Proto soustava bude mit nekoneéné mnoho feSeni. Pii ,,schodu®
sitky k TeSeni pribude k& — 1 parametru.

Poznamky:
Popsand metoda se nazyva Gaussova eliminace. Pokud pfi upravé ,nulujeme® nejen prvky pod klicovym
prvkem, ale i nad nim, mluvime o Jordanové eliminaci.
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2. Linearni algebra 2C. Soustavy linearnich rovnic

Dospéli jsme tak k velmi dulezité vété, kterd vypovidd o feSeni soustavy linedrnich rovnic pomoci hodnosti
matic soustavy, aniz bychom pocitali jejich TeSeni:

Véta 2.21. (Frobeniova) Uvazujme soustavu m linedrnich rovnic (2.2) o n nezndmych zapsanou v maticovém
tvaru A - x = b s matici soustavy A a rozsifenou matici A |b. Potom plati

(a) Jestlize h(A) < h(A|b), soustava nema Feseni.
(b) Jestlize h(A) = h(A|b) = n, soustava ma praveé jedno reSeni.

(c) Jestlize h(A) = h(A|b) < n, soustava ma pravé nekoneéné mnoho feSeni, které vsechny lze
zapsat pomoci n — h(A) parametru.

Poznamky: Frobeniova véta je jednoduchym a elegantnim kritériem feSitelnosti soustav linearnich rovnic.
V piipadé, kdy feseni je nekoneéné mnoho, ¢asto vSechna feseni lze zapsat ruznymi zpusoby.

Uvédomme si, Zze muze nastat pravé jeden z téchto tii pripadu:

(a) soustava nemé zadné teden{ (tzn. je nefesitelnd),

(b) soustava m4 jediné feSeni,

(¢) soustava mé nekoneéné mnoho feseni.

Priklady
P1i odvozovani predchozi véty jsme ukazali, jak 1ze danou rozsifenou matici pfevést na matici schodovitou.
Tlustrujme Gaussovu metodu feSeni soustavy lineadrnich rovnic na nékolika typickych piikladech:

Piiklad 2.22. Reste soustavu linedrnich rovnic

r1 + 2z — xr3 —+ Ty = 1
—2xr7 — 339 + 223 — 3x4 = 2
r, 4+ T2 — x3 + 224 = -1
T2 + 2x4 = 3

Reseni: Napiseme rozsifenou matici soustavy a pomoci elementérnich fadkovych tprav ji prevedeme na scho-
dovity tvar. Pokud je jeden fadek ndsobkem druhého, jeden z nich vypustime.

1 2 -1 1| 1 1
-2 -3 2 -3| 2 0
1 1 -1 2|-1]/-r; |0 -1 0 1|-2|/+nr
0 1 0 2| 3 0 1 0 2| 3)/-r

o O O =
(=R )
OO O -
WO = =
[ NCRRTSGE

I kdyz posledni matice jesté neni upravena na schodovity tvar, vidime, Ze dand soustava neméa FeSeni, nebot
ve tretim Ffddku posledni matice jsou vSechny koeficienty u neznamych nulové, kdezto absolutni ¢len neni nula.

vy

Hodnost rozsitené matice je 4, ale hodnost matice soustavy je jenom 3, protoze mé jeden nulovy fadek.

Priklad 2.23. Reste soustavu linedrnich rovnic
xr, — 21’2 + r3 = —1
X1 + x3 = 1
2x1 — bxy + 4z = 0
2.731 — 3],‘2 = —4
Resenti:
1 -2 1| -1 1 -2 1] -1 1 -2 1] -1
1 0 1| 1 |/-r 0 2 0| 2 0 2 0] 2 (l)_i(l)_i
2 =5 4| 0 [/-2r 0 -1 2| 2 [/+3ir 0 0 2| 3 o o0 2| 3
2 -3 0|-4/)/-2n 0 1 —2|-2)/—1ir 0 0 —-2|-3

Posledni fadek dava rovnici 2z3 = 3, odkud z3 = % Ptredposledni fadek dava piimo z2 = 1. A kone¢né prvni fddek dava

rovnici 1 = —14 2z2 —x3. Po dosazen{ za x2 a x3 dostaneme x; = —%. Dané soustava ma tedy jediné feseni: (—%, 1, %)
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2. Linearni algebra 2C. Soustavy linearnich rovnic

Piiklad 2.24. Reste soustavu linedrnich rovnic

TG — 2z + r3 + T4 = 2
r1 — 2x9 — T3 + Ty = -2
rT — 2332 + 3$3 + x4 = 6
Refeni: ., | || , 1 -2 1 1] 2
1 -2 -1 1|-2)/-r1x ~ [0 0 -2 0|-4 ~<(1)_§1(1)§).
1 -2 31| 6/ /—r 0o 0 2 0| 4

Dostali jsme soustavu 2 (nezavislych) rovnic pro 4 nezndmé. Rozdil 4 — 2 = 2 d4va dvé volné neznamé, které
budou parametry. Mohou to byt kterékoliv dvé z nezndmych x1, x2, x4, nikoliv vSak nezndmad x3. Zvolime-li za
volné nezndmé napft. neznamé xs, x4, pak lehce vypocteme, ze x3 = 2, ©1 = 2x9 — 4.

Polozime-li zo = t, x4 = s, pak dand soustava ma nekoneéné mnoho feseni ve tvaru (2t — s,t,2,s), kde t, s
jsou parametry, tj. libovolna ¢isla.

Poznamky:

M34-li soustava linearnich rovnic nekoneé¢né mnoho feseni, pak ze schodovitého tvaru rozsitené matice plyne,
kolik soustava bude mit volnych nezndmych, tj. pomoci kolika parametru lze vyjadrit obecné feSeni. Neni
vsak urceno, které nezndmé mame zvolit za parametry. Pii ,schodu” sitky 2 ze dvojice neznamych muzeme
zvolit kteroukoliv. Vyjadieni obecného feSeni proto neni jednoznacné, zélezi na tom, které neznamé zvolime za
parametry.

Homogenni soustavy linearnich rovnic
Specialnim piipadem soustav linearnich rovnic jsou soustavy s nulami na pravé strané:

Definice 2.25. Necht a;; jsou redlnd ¢isla. Pak soustava

a1z + ai2z2 + - 4+ apzn, = 0
an1r1 + axxr: + - + agpr, = 0

(2.6)
Am1T1 + QpaTy + - + GmnTp = 0

se nazyva homogenni soustava m linedrnich rovnic o n neznamych.

Protoze rozsifend matice soustavy (2.6), vznikla z matice A pfiddnim sloupce sklddajiciho se ze samych nul,
je ztejmeé h(A) = h(A|b), a tedy podle Frobeniovy véty soustava ma vzdy feSeni:

Véta 2.26. Kazdd homogenni soustava linedrnich rovnic (2.6) mé feseni. Je jim vzdy tzv. nulové Feseni
x=0=(0,0,...,0)T.

Homogenni soustava linedrnich rovnic (2.6) mé bud jediné nulové feSeni, nebo mé nekoneéné mnoho feseni
které lze zapsat s jednim nebo vice parametry. Pocet parametru fesenf je n — h(A).

Piiklad 2.27. Reste homogenni soustavu linedrnich rovnic

r1 + 229 + 23 + x4 = 0
ro — I3 + gy = 0
1 + 3z + 2z = 0.
Reseni:
1 2 1 1]0 1 2 1 11]0
01 -1 110 ~ 0 1 =1 110 ~<(1)3_} }8)
13 02/0/)/-n 01 -1 1]0

Polozime-li x3 = ¢, x4 = s, pak dand soustava mé nekonetné mnoho feseni ve tvaru (=3t +s,t — s,t, s), kde
t, s jsou libovolna ¢isla.
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2D. DETERMINANTY

Ctvercové matice s ,,rovnymi“ svislymi zdvorkami, jaké uzivame pro absolutni hodnotu, nazyvime determi-
nanty. Je to vlastné funkce, ktera ¢tvercové matici priradi skalar, tj. ¢islo. Determinanty byly dokonce pouzivany
difve nez matice v Ciné v 3. stolet{ pf.n.l. k feseni soustav linedrnich rovnic. Eliminaci lze zjistit, Ze soustava
dvou linearnich rovnic Ax = b, tj.

a11 1 + a2 T2 = by
az1T1 + a2 Ta = bo

ma feSeni, pravé kdyz kombinace a1y ase — aj2as; # 0. Tato kombinace se nazyva determinant. I jednotliva
feseni lze vyjadiit pomoci determinanti, jak si ukdzeme pozdéji. Reseni soustavy tif linedrnich rovnic vede na
podobné vyrazy — determinanty matic typu (3, 3). Této metodé feseni SLR se iikd Cramerovo pravidlo.

Obecn4 definice determinantu z matice libovolné velikosti n neni jednoducha. Nez k ni pfistoupime, ukazeme
si, jak se pocitaji determinanty stupné n < 3.

Definice 2.28. Determinant ze ¢tvercové matice A zapisujeme |A| nebo det(A) nebo prosté det A.

Determinanty stupné 1,2, 3 pocitdme podle vzorcu:
n=1 Determinant matice A = (a11) je ¢islo det(A) = a11,

n=2 Determinant po¢itime pomoci tzv. kirizového pravidla

a11  ai2

det(A) = o1

= 011022 — 12021, (2.7)

n=3 Determinant po¢itame pomoci, tzv. Sarrusova pravidla

ail ai2 ais
det(A)=| a21 @22 a23 |=a11a22a33 + 412023031 + a13a21a32 — (A13022031 + 12021033 + G11023032) . (2.8)
a31 as2 as33

Poznamky:

V piipadé n = 2 je determinant podle kiizového pravidla roven sou¢inu prvku na hlavni diagondle ,,\“
minus sou¢in prvku na vedlejsi diagonale ., /.

V piipadé n = 3 determinant poc¢itame podle pravidla pojmenovaného podle francouzského matematika
P. F. Sarruse (1798-1858). Vzorec (2.8) se dobfe pamatuje, kdyz pod matici s tddky rq,re, rs pripiSeme jesté
dva tadky r1, ro a seCteme souciny prvku na tiech hlavnich ¢ervenych \, diagonaldch a odecteme soucet soucinu
na tfech vedlejsich modrych  diagondlach. Stejny vysledek dostaneme, kdyz matici se sloupci se sloupci
S1, S92, 83 rozsitime o dva sloupce s1, 82 a s¢itdme souCiny prvku na diagonaldch jako v predchozim pripadé:

a1 a2 a13
a21 QA22 (23
asz; a3z ass
a11 a2 013
Gaz1 G222 (23

ay; Q2 Qi3 | a1 a2
Q21 Q22 Q23 | A21 A22
a31 azz2 assz | 31 Aas2

Pozor, v pripadé n = 4 nelze uzit pravidlo ,analogické“ Sarrusovu pravidlu, dostali bychom chybny
vysledek, protoze ,diagondly“ hlavni i vedlejsi jsou jenom étyfi a scitancu je 24.

Matematicka definice determinantu stupné n

Definice je zaloZena na pojmu permutace, tj. ,poradi“ ¢isel {1,2,...,n}:
Definice 2.29. Bud n pfirozené &islo. Permutaci (pofadim) p = (p1,p2,...,Pn) Nazveme usporadanou
n-tici ¢isel p; € N, := {1,2,...,n}, pficemz kazdé ¢islo se v permutaci p vyskytuje pravé jednou. Je to tedy

bijekce N,, na sebe. Mnozinu vSech permutaci n ¢isel ozna¢ime symbolem P(n):

P(n):={p:N, = N, : p— bijekce}.

Z kombinatoriky je zndmo, ze mnozina P(n) ma |P(n)|=n!:=n-(n—1)---2-1 prvka.
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Inverzi v permutaci p = (p1,p2, . ..,Pn) rozumime dvojici (p;, p;), pro kterou plati ¢ < j a p; > p;. Pokud je
pocet inverzi v permutaci sudy, mluvime o sudé permutaci, pokud je lichy, mluvime o liché permutaci.
Znaménko permutace je sgn(p) := (—1)Poget inverzi i 5o (p) = 1 pro sudé permutace a sgn(p) := —1
pro permutace liché.

Piiklad: Permutace (1,2,3,4,5) je permutace sudd a sgn(p) = 1, protoze nemé zadnou inverzi. Naproti tomu
permutace (1,4,3,2,5) je lichd, protoze obsahuje 3 inverze: (4, 3), (4,2) a (3,2) a sgn(p) = —1.

Poznamka: Misto poc¢tu inverzi muzeme k zjiSténi znaménka permutace pouzit pocet vymén dvou Clenu
permutace, pomoci které vedou k identické permutaci. Napiiklad u permutace (1,4, 3,2,5) staci jedind vyména
4 s 2, kterd vede na identickou permutaci (1,2, 3,4, 5), permutace je proto lich4.

Nyni muzeme pfistoupit k definici determinantu libovolného stupné:

Definice 2.30. Determinant ¢tvercové matice A = (a;;) typu (n,n) je roven souctu

det(A) = Z sgn(p) - G1p, - G2py - Anp, - (2.9)
PEP(n)

Poznamky:
Definice davé stejné hodnoty pro n < 3. Skutecné, pro n = 2 jsou jen dvé permutace: suda (1,2) a lichd
(2,1), proto

a1l a2
a21 a22

det(A) =

= Z sgn(p)alplagm = sgn(l, 2)&11&22 + sgn(2, 1)&12&21 = 11022 — A12021.
PEP(2)
V piipadé n = 3 v P(3) mdme 6 permutaci: t¥i sudé (1,2,3), (2,3,1), (3,1,2) a tfi liché (1, 3,2), (2,1, 3),
(3,2,1) a tudiz 6 s¢itanci. Snadno lze ovérit, ze dostdvame vzorec (2.8) .

V piipadé n = 4 uz méame soucet 4! = 24 soucinu 4 &isel. Pomoci rozvoje podle zvoleného rddku (nebo
sloupce) determinant stupné n lze prevést na soucet n subdeterminantu stupné n — 1.

Definice 2.31. Bud A &tvercova matice stupné n.
Matici, kterd vznikne z matice A vynechdnim i-tého faddku a j-tého sloupce oznacime A;.

Determinant det(A;;) nazveme subdeterminant nebo téz minor determinantu ptuvodn{ matice A.

Véta 2.32. Laplaceova véta. Determinant stupné n > 2 lze rozepsat pomoci rozvoje podle i-tého radku
na soucet n subdeterminantu stupné n — 1:

det(A) = z:(—l)“"c air det(Agy) = (1) az; det(Asr) + - + (=1)""ay, det(Ayy), (2.10)
k=1

nebo pomoci rozvoje podle j-tého sloupce opét na soucet n subdeterminantu stupné n — 1

det(A) = Z(—l)k+j Qe det(Akj) = (—1)1+ja1j det(Alj) SFoco=F (—1)"+janj det(Anj). (211)
k=1

Idea dukazu. Odvodime vzorec pro rozvoj podle 1-tého sloupce. Mnozinu vsech permutaci P(n) rozdélime na
n skupin permutaci. Prvni skupinu tvofi permutace s p; = 1. Vynechame-li z téchto permutaci prvni slozku

p1 = 1, dostaneme mnozinu (n—1)! permutaci na mnoziné (2,3, ..., n), kterou ozna¢me Pj(n—1). V souctu (2.9)
kazdy sc¢itanec této skupiny za¢ind ¢islem aj;. Znaménko permutace (1, po, ps,...,pn) je stejné jako znaménko
permutace (p2,ps,---,Pn). Soucet ¢lenu s témito permutacemi je

Z sgn(p) - a1p, * Azp, ** * Anp, = Q11 Z sgn(p’) - agp, - - - Anp, = a11det(Aqy).
pPEP(n),p1=1 p’eP{(n—1)

Dostavédme tak prvni ¢len rozvoje (2.11)s j=1ak = 1.
Druhy ¢len s j = 1 a kK = 2 dostaneme z druhé skupiny permutaci s p; = 2, zméni se vSak znaménko
permutace: sgn(2, pa, P3, - .-, Pn) = —Sg(P2, P3, - - ., Pn). Takto postupujeme déle s p; = 3,...,n.
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2. Linearni algebra 2D. Determinanty

Piiklad 2.33. Rozvinte nésledujici determinant (a) podle druhého Fddku a (b) podle tfetiho sloupce:
1 3 2 6
2 1 5 3
5 2 3 1
4 1 0 4
Reseni: (a) Rozvoj podle druhého fadku déva:
; i ; g 3 2 6 1 2 6 1 3 6 1 3 2
5231*2231+1453175521+34523
41 0 4 1 0 4 4 0 4 4 1 4 4 1 0
(b) Rozvoj podle tietiho sloupce je vyhodny, protoze diky ass = 0 posledni ¢len vypadne:
é :15 g g 2 1 3 1 3 6 1 3 6 1 3 6
5231:2521—5521+3213—0213
41 0 4 4 1 4 4 1 4 4 1 4 5 2 1

Poznamky:

Pomoci rozvoje determinantu stupné 4 jsme dostali soucet ¢tyt determinantu t¥etiho stupné, které lze pocitat
pomoci Sarrusova pravidla, nebo kazdy znovu rozvést na soucet 3 determinantt druhého stupné. Ovsem, v obou
ptipadech po dopocitani determinant vyjde stejné.

Timto zpusobem lze postupné kazdy determinant stupné n prevést na soucet n subdeterminantt stupné n—1,
kazdy z nich na n — 1 (tj. celkem n(n — 1)) subdeterminantu stupné n — 2, az se dostaneme na n - (n—1)---4
subdeterminantu tfettho stupné, které lze poc¢itat pomoci Sarrusova pravidla jako soucet 6 clent. Celkem tedy
s¢itdme n! ¢lent, tj. stejné jako pfi pocitani podle definice: pocet permutaci P(n) je n!

Pro velké n, napiiklad n = 50 je 50! = 3-104. Kdybychom uméli seéist bilion s¢itanct za vtefinu, trvalo by
to fadove 1036 let, tj. mnohem déle nez existuje vesmir.

Hodnota determinantu pii radkovych tpravach
Pro vypocet ,velkych®“ determinanti nutno vyuzit jinou metodu. Studujme proto, jak se méni determinant
pii elementarnich fadkovych dpravach matice.

Véta 2.34. Pii elementarnich fddkovych dpravdch matice A hodnota determinantu det(A)
(a) zméni znaménko pii vyméné dvou fadkay,

(b) se vynésobi ¢islem ¢ pokud jeden tddek vyndsobime éislem c,

(¢) se nezméni, pokud k danému Fddku pficteme ndsobek jiného rddku.

Ditkaz. Bud A é&tvercova matice stupné n, oznaéme jeji fadky ry,...,r,. Pro Usporu mista fadky budeme
psat za sebou misto pod sebou: A = (ry,...,r,)7T.
Ze vztahu (2.9) v Definici 2.30 je okamzité vidét, ze vyndsobenim i-tého rfddku ¢islem ¢ v kazdém séitanci
se a;p, nahradi c- a;p,, a proto se celkovd hodnota determinantu vyndsobi ¢islem c:
det(ry,...,cry,...,r,)T =c-det(ry,...,ry..., 1) 7T
Vymeénou dvou fadka se v souc¢tu (2.9) zmeéni{ znaménko kazdé permutace a proto hodnota determinantu
zméni znaménko, naptiklad

T T
det(ry,...,ri,...,r5,...,ry)" = —det(ry,...,rj,...,Ti,...,Iy)

Dusledkem piredchozi vlastnosti je skute¢nost, ze matice s dvéma stejnymi Ffadky dava determinant nulovy.
Skutec¢né, vyménou téchto radkt se mé zménit znaménko determinantu, a pritom se matice nezménila. Rovnost

¢ = —c plati jen kdyz ¢ = 0. Proto hodnota determinanty je nulova:
r=r;=r; (i#j) = det(ry,...,r,...,r,...,r,)" = —det(ry,...,r,...,r,...,1,) T =0.
Pricteme-li k i-tému fadku néasobek ¢ nasobek k-tého fadku dostaneme dva determinanty:
det(ry,...,ri+cri,...,rk,...,r) " =det(ry,...,r5, ... 1, ... 1) Fedet(ry,... T, Ty, T,) T

prvni je pivodni determinant a druhy determinant je nulovy, protoze mé dva stejné fadky.
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2. Linearni algebra 2D. Determinanty

Poznamky:

Determinant je nulovy, pokud obsahuje nulovy fadek, nebo ma dva stejné fadky, nebo jeden tadek je
nasobkem druhého. Protoze navic transponovanim matice se hodnota determinantu neméni, lze determinant
upravovat také pomoci elementarnich sloupcovych operaci:

Véta 2.35. Transponovanim matice se hodnota determinantu neméni: det(A") = det(A).

Pii elementédrnich sloupcovych tpravich matice A hodnota determinantu det(A)
(a) zmeéni znaménko pii zdméné dvou sloupet,
(b) se vynésobi ¢islem ¢ pokud jeden sloupec vyndsobime ¢islem c,
(c) se nezméni, pokud k danému sloupci pficteme nasobek jiného sloupce.

Vypocet determinantu
V piipadé horni trojihelnikové matice A = (a;;) je determinant roven soucinu prvku na diagonale:

det(A) = Q11 +A22 " Apn-

Skuteéné, protoze v poslednim Fddku je jediny nenulovy prvek a,,, permutace davajici nenulovy souéin
musi kon¢it prvkem p,, = n. V pfedposlednim fadku mimo ¢lenu v poslednim sloupci, je jediny nenulovy prvek
Gp—1,n—1, Proto jedind permutace, kterd ddva nenulovy soucin, je p,,—1 = n— 1. Tak postupné zjistime, Ze jedina
permutace, kterd ddvd nenulovy soucin, je permutace identickd p = (1,2,...,n).

Stejné tvrzeni plati i pro dolni trojihelnikovou matici. Protoze kazdou matici 1ze upravit na trojihelnikovou
matici dostavame nasledujici navod k vypoctu determinantu:

Véta 2.36. Matici A = (a;;) vhodnymi fddkovymi nebo sloupcovymi dpravami upravime na horni
trojuhelnikovou matici A* s prvky aj;,as,,...,a;, na diagondle, pficemz

— pii kazdé tdprave typu (a) (vyméné dvou fadku nebo sloupci) zménime znaménko a

— pii kazdém upravé (b) (ndsobeni fddku nebo sloupce ¢; # 0) hodnotu determinantu nasobime 1/¢;.

Potom .
det(A) = (-1)"—aj, a3, ...a"
et(A) = (-1) c1...cqa11a22 Ann s

kde m je pocet zdmeén dvojic fddku nebo sloupcu a ¢; jsou konstanty z tprav typu (b).

Piiklad 2.37. Vypoctéte determinant matice A ndsledujicimi metodami: (a) pomoci Sarrusova pravidla,
(b) pfevodem na trojuhelnikovou matici, (¢) rozvojem podle druhého fadku, kde

2 -3 8
A= 4 6 -7
-5 4 -9

Reseni:
(a) Podle Sarrusova pravidla je

det(A) =1[2-6-(=9) + (=3)(=7)(=5) +8-4-4] — [8-6 - (=5) + (—=3)4(-9) +2(-7)4] =
— (—108 — 105 + 128) — (—240 + 108 — 56) = —85 + 188 = 103.

(b) Pfevodem na trojihelnikovou matici pomoci fadkovych tprav:

2 -3 8 2 -3 8 2 -3 8 1
det(A)=| 4 6 —7|/—2r1=|0 12 —23 =0 12 —23|=_—(2-12-103) = 103.
5 4 -9 |/+3 |0 -I 11|/+&m |0 o | 2
(c) Podle Laplaceovy véty 2.32 plati
2 -3 8
det(A)=| 4 6 -7 |=(—4)| > Blye| 2 Bliq 2 B
s 4 o 4 -9 -5 -9 -5 4

= (—4)(27 — 32) + 6(—18 + 40) + 7(8 — 15) = 20 + 132 — 49 = 103.
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Poznamky: Srovnanim metod pouzitych v predchozim piipadé vychédzi Sarrusovo pravidlo jako nejrychlejsi.
V piipadé determinanti z velkych matic vsak vyjde metoda pfevodu na trojihelnikovou matici jako jedind
mozn4: pii prevodu matice stupné n na trojihelnikovou potfebujeme fddové n3 operaci. Pii n = 50 to vychdzi
na 125000 = 1.25 - 10°, coz je proti 50! = 3 - 10%% podstatné méns.

Reseni soustav linearnich rovnic pomoci determinanti

Determinanty lze vyuzit i pii feSeni soustav linedrnich rovnic ve specidlnim piipadé, kdy je matice soustavy
A Ctvercova, tj. rovnic je stejny pocet jako nezndmych, a determinant z matice A je nenulovy, tj. |A| # 0.
K urceni feseni nam poslouzi nasledujici tzv. Cramerovo pravidlo:

Véta 2.38. (Cramerovo pravidlo) Necht je ddna soustava n linedrnich rovnic o n nezndmych A -x = b, jejiz

matice soustavy A mam nenulovy determinant det(A) # 0. Potom soustava ma jediné feSeni (x1,xa, ..., Zy),
pricemz
S N [ T
1= 2 = , 000 S 5
A’ A " A

kde matice A; vznikla z matice A nahrazenim j-tého sloupce s; sloupcem pravych stran b, tj.

|A1|=|b,SQ,Sg,...,Sn|, |A2|:|sl,b,53,...,sn|, ooy |A1|=|51752753,...,b|.

Poznamky:

Cramerovo pravidlo mé spiSe teoreticky vyznam, protoze pro ,,vétsi“ n je vypocet determinantu numericky
znacné narocny. Na druhou stranu vsak metoda dava vzorec pro piimy vypocet jednotlivych nezndamych, coz
muze byt nékdy vyhodné. Napiiklad v piipadé n = 2 a |A| # 0 feSen{ soustavy A - x = b je ddno vzorci

by a2 ain b
- by age b1 ags — aia bo " az bz ai1 by —brag
1 = = 5 2 = = .
a1l ai12 a11 G22 — @12 A22 a1l ai2 a11 Q22 — G12 A22
ag1 29 @21 Q22
Priiklad 2.39. Cramerovym pravidlem urcete feseni soustavy
221 — 3z + x3 = 0
T, + 2 g — X3 = 3
2x1 + To + x3 = 12

Reseni: Spocitame nejprve determinant matice soustavy, ktery urci, zda soustava ma feseni. Pomoci Sarrusova
pravidla dostavame

2 -3 1
Al=|1 2 —1|=2-2-14(=3)-(=1)-241-1-1-1-2:2—(=3)-1-1-2-(=1)-1=12 #0,
2 1 1

a proto matice A je regularni, tj. feSeni existuje a je jediné.
Spoctéme si determinanty matic, ve kterych sloupec pravych stran postupné nahrazuje sloupec koeficienti:

0 -3 1
Ajl=| 3 2 —1]=0-214+(=3)-(-1)-12+41-3-1—1-2-12—(=3)-3-1—0-(=1)-1= 24,
12 1 1
2 0 1 2 -3 0
|A2l=|1 3 -1 |=36, |Asl=]1 2 3 |=60.
2 12 2 1 12
Po Cramerova pravidla tedy
oo 1Al 24 oy A2l 36 oo A3l _ 60
Al 12 7 TA] 12 7 PTA] 12

Soustava mé pravé jedno feseni x = (2,3,5)7.
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2E. CTVERCOVE MATICE

Ctvercové matice stejného stupné n maji zvlastni postaveni mezi maticemi: lze je jako &isla nejen navzajem
sCitat, ale i nasobit bez omezeni. U ¢isel ¢islo 1 hraje roli neutrdlniho prvku: pro kazdé ¢islo z € X plati
21 =1z = z. U &vercovych matic stejnou roli hraje jednotkové matice E: pro kazdou matici A € R™*™ plati

A-E=E-A=A.

Inverzni operaci k operaci nasobeni ¢isel je déleni ¢isel, délit vSsak muzeme jen ¢islem nenulovym. Pro kazdé
nenulové &islo a existuje ¢islo b zvané prevracend hodnota takové, ze ab = ba = 1. Znacime ho % nebo a~ L. Je
to vlastné feSenim rovnice ab = 1.

U ¢tvercovych matic analogicky zavedeme tzv. inverzni matici:

Definice 2.40. Bud A ctvercova matice typu (n,n). Ctvercovd matice B typu (n,n) se nazjvé matici
inverzni k matici A, jestlize

A-B=B-A=E. (2.12)

Matici inverzni k matici A znaéime A~ !

Na prvni pohled neni z uvedené definice ziejmé, zda matice B inverzni k A existuje vzdy, zda je urcena
jednozna¢né a jak tuto matici vypocitat. K formulaci odpovédi ndm pomize teorie determinantu.

Véta 2.41. Bud'te A, B matice stejného stupné. Potom plati:

det(A - B) = det(A) - det(B).

Protoze determinant jednotkové matice E je roven 1, z podminky (2.12) det(A - B) = det(E) = 1 plyne, ze
jak det(A) # 0, tak det(B) # 0. Ukdze se, ze je to i podminka postacujici. Tyto matice nazveme regularni:

Definice 2.42. Matici A nazveme reguldrni jestlize det(A) # 0.

Tuto dulezitou vlastnost 1ze definovat i pomoci dalsich podminek:

Véta 2.43. Bud A = (a;;) stupné n. Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:
(a) Matice A je regularni, tj. det(A) # 0.
(b) Matice A m4 nejvétsi moznou hodnost h(A) = n.
(c) Matice A m4 nezavislé radky.
)

(d) Matice A m4 nezavislé sloupce.

Co znamena podminka A - B = E? Ozna¢me b; j-ty sloupec matice B a e; j-ty sloupec jednotkové matice
FE majici jednicku na j-tém misté, ostatni nuly. Potom rovnost A -B = E pfedstavuje n soustav rovnic pro
jednotlivé nezndmé b; s pravymi stranami e;:

A-b1:e1, A~b2:e2, ,A~bn:en.

Matice soustavy ve v8ech pfipadech je matice A, a proto podle Frobeniovy véty pokud hodnost matice A je
maximalni, tj. h(A) = n, kazd4 soustava ma praveé jedno feseni b, které tvoii inverzni matici B = A~ Dospéli
jsme tak k vété:

Véta 2.44. Ke kazdé regularni matici A existuje pravé jedna matici inverzni A=1.

Pfedchozi ivaha také davéd zpusob vypoctu inverzni matice. Protoze v8echny soustavy maji stejnou matici
soustavy, zapiSeme je do jedné soustavy s n vektory pravych stran e; a n vektory nezndmych b;:

A (by,...,b,) =(e1,...,e,) tj. maticove A-B=E.
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Vypocet potom probihd tak, ze rozsifenou matici (A|E) typu (n, n+n) pfevedeme postupné radkovymi tpravami
(tzv. Jordanovou eliminac{) na tvar, kdy vlevo na misté matice A vznikne matice jednotkové. Pfitom vpravo
na misté matice E vznikne matice inverzni B, schématicky

(A|JE) ~ fadkové tpravy ~ (E|B)= (E[A™1).

Piiklad 2.45. Vypoététe inverzni matici A~! k matici

2 1 1
A=(1 1 2 (2.13)
120

2 1 1|1 0 0Y\/—2r; 0 -3 1|1 0 -2\ /—3r
(AIE)=( 11 2j0 10 |/-r35 ~[0 -1 2|0 1 -1 ~
1 2 0]0 0 1 1 2 0{0 0 1//42r
0 0 -5[1 -3 1 0 0 -5 1 -3 1 L oo 3§ -2 -3
2 2 1 3 2 1 _3
voooafo 2t yndn (oo o] -2k ool §
Druhé matice je hledand inverzni matice:
4 _2 _1
5 5 5
-1 _ 2 1 3
AT=| 5 -5 -5
_1 3 _1
5 5 5

Adjungovana matice

Definice 2.46. Bud A = (a;;) ¢tvercovd matice stupné n.
Oznaé¢me A,;; matici vzniklou z matice A vynechdnim i-tého fddku a j-tého sloupce. Algebraickym

dopliikem prvku a;; nazveme ¢islo o
dij = (=1)""7 det(Ay;),

kde matice A;; vznikla z matice A vynechdnim i-tého fadku a j-tého sloupce.

Transponovanou matici algebraickych dopliku nazveme adjungovanou matici k matici A a oznacime:

A" = (dy)".

7 definice je vidét, ze ke kazdé matici lze sestavit matici adjungovanou. Z nasledujici vlastnosti je vidét, ze
adjungovana matice ma podobnou vlastnost jako matice inverzni a lze ji vyuzit k vypoctu inverzni matice:

Véta 2.47. Bud A ¢tvercova matice. Potom existuje matice adjungovana A* a plati
A -A"=A" A=det(A) -E. (2.14)
odkud v piipadé, ze det(A) # 0, dostdvame vztah pro vypocet inverzni matice:

1
-1 _ A*
det(A)

(2.15)

Dukaz. Naznac¢me dukaz rovnosti (2.14), kterd je podstatou vypoctu inverzni matice. Méjme matici A = (a;;).
Prvky adjungované matice A* oznac¢me a;;. Algebraicky doplnék prvku a;; znacime di; = (—1)"+7 det(A;), kde
A;j je matice A bez i-tého fadku a j-tého sloupce. Proto plati af; = di; = (—1)""7 det(A;).
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Uvazujme soucin B := A - A*. Prvek b;; soucinu B je

bij = (A-A");; = Z ik ag; = Zaik dji = Zaik(fl)”k det (Ajg) .
k=1 k=1 k=1

V piipadé j = i podle Laplaceovy véty 2.32 je b;; rovno rozvoji determinantu matice A podle ¢ = j-tého fadku
(2.10), tj. pro i = j mdme b;; = det(A). V piipadé j # ¢ je to rozvoj determinantu matice, ve kterém je misto
fadku r; fadek r;, protoze matice A j; maji vynechany j-ty fddek, misto ného maji fadek i-ty. Jde tedy o rozvoj
determinantu s dvéma stejnymi fadky, determinant je proto nulovy. Dostavame tak b;; = 0 pro j # 4. Matice
B je tedy jednotkova. Druhou rovnost A* - A = E lze dokazat rozvojem determinantu podle sloupce.

Piiklad 2.48. Vypoéctéte adjungovanou matici A* a inverzni matici A=! k matici z Piikladu 2.45

2 1 1
A= 11 2
1 2 0

Reseni: Adjungovanou matici podle (2.14) dostaneme transponovanim matice algebraickych dopliku:

1 2 1 2 1 1]\"
2 0] |10 1 2 -
) - - - 4 2 1 4 2 1
A= -y, Col -1 s - 2 -1 3] = 2 -1 -3
1 -3 1 1 -3 1
11 2 1 2 1
1 2 12 11

Pted vypoctem matice inverzni nejprve spo¢itdme determinant matice A. Libovolna metoda vypoctu dava
det(A) = —5. Matice A je tedy reguldrni a podle Véty 2.44 existuje k matici A matice inverzni. Pomoci (2.15)
dostavame

4 2 1

) Lt 2 5 ~5 3

Al = AT = 2 -1 -3 | =| -2 1 3
5 5 5

det(A) —5 1 -3 1 13 _1

5 5 5

Dospéli jsme k matici stejné jako pti vypoctu fadkovymi tpravami v Piikladu 2.44.

Poznamky: Kterou metodou budeme pocitat inverzni matice z ,,velké* matice? K vypoc¢tu adjungované matice
stupné n potiebujeme spocitat n? determinant stupné n — 1. Vzhledem k néro¢nosti vypoétu determinantii
velké matice, inverzni matice k velké matici lze pocitat jediné pomoci fadkovych tprav matice (A|E).

Maticové rovnice

Podobné jako ¢iselné rovnice napt. a - * = b mame i maticové rovnice A - X = B, za pfedpokladu ze matice
maji takové typy, ze dané operace a rovnosti jsou definované — maji ,smysl“. Pfi feSeni téchto rovnic opét
budeme vyuzivat ipravy, které neméni mnozinu vSech feSeni rovnice:

Véta 2.49. Ekvivalentni upravy maticovych rovnic Za predpokladu, Zze pro dané typy matic prislusné
operace s¢itani, nasobeni i relace rovnosti jsou definované pii nasledujicich upravach se mnozina vsech feseni
maticové rovnice nemeéni:

(a) Pri¢tenim stejné matice k obéma strandm rovnice.
(b) Nésobenim obou stran rovnice stejnym nenulovym ¢islem.
(¢) Nésobenim obou stran rovnice stejnou reguldrni matici zleva.

(d) Nésobenim obou stran rovnice stejnou reguldrni matici zprava.

Pozor, ndsobeni neni komutativni, nelze ménit poradi matic v souéinu!

Pti teSeni lze vyuzivat také vlastnosti inverzni matice:
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Véta 2.50. Pro regularni matice A, B plati:

(A=A, (A-B'=Bl.Al, (AT =@

Piiklad 2.51. Soustava linedrnich rovnic. Pomoci inverzni matice lze vyjadrit i feSeni soustavy n
linearnich rovnic pro n neznamych

A -x=bhb.

Reseni: Za predpokladu, ze matice soustavy A je reguldrni, existuje matice inverzni A~!. Vynasobenim obou
stran rovnice zleva maticif A=! dostdvame

A A x=A1D
Protoze A~ - A -x = E - x = x dostdvdme vysledek

x=A"1 b

Piiklad 2.52. Reste rovnice s nezndmou matici X:

(a) AX =B,
(b) XA =B,
(c) AXB+C =D,
)

(d) A-1XBT =C.

Za jakych ptedpokladi pro matice feSeniexistuje?

Reseni: Predpoklddéme, ze matice jsou typu (n,n). Pokud matice A je reguldrni, existuje inverzni matice A~
(a) Prvnf rovnici vynasobime matici A~! zleva a dostdvame X = A~! B.
(b) Druhou rovnici ndsobime matici A~! zprava a dostavame X = B AL

(c) Pokud navic B je reguldrni, po odecteni matice C tfeti rovnici ndsobime inverzni matici A~! zleva a
inverzni matici B~! zprava. Dostdvdme tak feseni X = A~}(D — C)B~ L.

(d) Pokud navic B je reguldrni, ¢tvrtou rovnici ndsobime matici A zleva a matici (B™)~! zprava. Dostdvame
tak feseni X = A C(BT)"!.
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