2M - Dvojny integral - aplikace UM FSI VUT v Brng, 31. bfezna 2016
Aplikace dvojného integralu (kde o(z,y) je plosnd hustota):
a) S(M) = ffM 1dzdy . ..obsah rovinného obrazce M.
b) m(M) = ffM o(z,y)dzdy ...hmotnost rovinného obrazce M.
) P(M) = [[,, /T4 (F2)?+ (f})?dedy ...plosny obsah &4sti plochy z = f(x,y) nad obrazcem M.
d) Sz (M) = f f Iy yo(z,y)dzdy ...staticky moment rovinného obrazce M vzhledem k ose z.
Sy(M) = ffM zo(z,y)dzdy ...staticky moment rovinného obrazce M vzhledem k ose y.
e) T(M) = [‘fi’((ﬁ[)), 57;’:((]{\/1/[))} ... tézisté rovinného obrazce M
f) (M) = ffM y?o(x,y)dzdy ... moment setrvacnosti rovinného obrazce M vzhledem k ose x.
I,(M) = ffM x20(x,y)dzdy ... moment setrvacnosti rovinného obrazce M vzhledem k ose y.
I.(M) = ffM (2% + y?)o(x,y)dzdy ... moment setrvacnosti rovinného obrazce M vzhledem k pocatku.
g) V(M) = ffM f(z,y)dzdy ...objem kolmého vélce nad rovinnym obrazcem M, ktery je shora omezeny plochou z = f(z,y).
1. a) Dvojnym integrdlem vypoéctéte obsah rovinné oblasti M, dané nerovnostmi 22 + 32 > 1, 22 +y% <
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<2y, y>u. [§+T}
b) Spoctéte si obsah vhodné édsti kruhu béznym vzorcem a porovnejte jej s vasim vysledkem. Vyslovte
zaver, zda si myslite, ze mate vypocet spravneé.
2. Spoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami y = x, y = v/3z, 22 + y? = 4, 2% + y? = 8z.
[7+3V3—6]
3. Spoctéte obsah rovinného obrazce ohrani¢eného kiivkami y =z, y = 0, 22 + y? = 2z, 2% + y? = 4x.
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4. Urcete obsah plochy ohrani¢ené lemniskatou (m2 + y2) =18 (m2 — y2) a kruznici 22 4 y? = 6z.
[9m —9]
5. Spoctéte obsah rovinné oblasti dané nerovnostmi z2 4+ y2? <y, y >z, x > 0.
6. Pomoci dvojného integralu urcete objem télesa daného nerovnostmi xz > 0, x? + y2 <1,0< 2z <
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<z +y°. [ EW/
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7. Cast elipsy ﬁ—i + 4% = 1 v prvnim kvadrantu je pokryta hmotou tak, ze plosnd hustota o(x,y) je pifmo
2
umeérnd x-ové soufadnici. Urcete jeji hmotnost. [ Eaby
8. Uréete tézisté homogenniho rovinného obrazce daného nerovnostmi y > 0, 72 < z2 + 3% < 472,
9. Uréete tézisté nehomogenniho rovinného obrazce daného nerovnostmi y > 0, 72 < 22 +y? < 472, Hustota
je pfimo umérna vzdalenosti od osy x.
10. Uréete tézisté homogenni plochy ohrani¢ené kiivkou y? = 22 — z* pro = < 0. [T [?—g, 0] /
Ndpovéda: Pokuste se plochu alesponn zhruba namalovat a popremyslejte o piipadné symetrii.
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11. Urcete tézisté homogenni plochy ohranic¢ené parabolou y = z* a piimkou y = 1. [T [0, g] ]
12. Vypoététe moment setrvacnosti kruhu z2 + (y — 3)? < 9 vzhledem k jeho te¢né v bodé [0, 0]. [mi2L]
Ndpovéda: Pouzijte radéji posunuté polarni souradnice.
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13. Spoctéte obsah obrazce ohraniceného kiivkami z= + y* = 2z, z* +y* =4z, y ==z, y = 0. [97m+ 5]
14. VAR

Spoctéte hmotnost a tézisté nehomogenni plochy dané nerovnostmi 22 + y? < —4y, x < 0, je-li jeji plosna
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hustota pfimo imérnd vzdélenosti od pocatku. [m =5k, T[-0,9;-2,4]]

Uzitecné vztahy:

COS™ xr =

2 1—cos2z

2 W7 sin®z = “=5%=% sin 2r = 2sinw cos z, sin?x +cos?z =1, ...




