
SA2 - Trojný integrál - aplikace ÚM FSI VUT v Brně, 8. dubna 2016

Aplikace trojného integrálu (kde ϱ(x, y, z) je prostorová hustota):

a) V (Ω) =
∫∫∫

Ω
1dxdydz . . . objem tělesa Ω.

b) m(Ω) =
∫∫∫

Ω
ϱ(x, y, z)dxdydz . . . hmotnost tělesa Ω.

c) Sxy(Ω) =
∫∫∫

Ω
zϱ(x, y, z)dxdydz . . . statický moment tělesa Ω vzhledem k rovině z = 0.

Sxz(Ω) =
∫∫∫

Ω
yϱ(x, y, z)dxdydz . . . statický moment tělesa Ω vzhledem k rovině y = 0.

Syz(Ω) =
∫∫∫

Ω
xϱ(x, y, z)dxdydz . . . statický moment tělesa Ω vzhledem k rovině x = 0.

e) T (Ω) =

[
Syz(Ω)

m(Ω)
,
Sxz(Ω)
m(Ω)

,
Sxy(Ω)

m(Ω)

]
. . . těžǐstě tělesa Ω.

f) Ix(Ω) =
∫∫∫

Ω
(y2 + z2)ϱ(x, y, z)dxdydz . . .moment setrvačnosti tělesa Ω vzhledem k ose x.

Iy(Ω) =
∫∫∫

Ω
(x2 + z2)ϱ(x, y, z)dxdydz . . .moment setrvačnosti tělesa Ω vzhledem k ose y.

Iz(Ω) =
∫∫∫

Ω
(x2 + y2)ϱ(x, y, z)dxdydz . . .moment setrvačnosti tělesa Ω vzhledem k počátku.

1. a) Trojným integrálem určete objem tělesa daného nerovnostmi 2 ≤ z ≤ 4− x2 − y2, y ≥
√
3
3 x, x ≥ 0. [π3 ]

b) Spočtěte si objem části vhodného tělesa běžným vzorcem. Výsledek porovnejte s vaš́ım výpočtem
a vyslovte závěr, zda si mysĺıte, že máte výpočet správně.

2. a) Určete objem tělesa daného nerovnostmi x2 + y2 + z2 ≤ r2 a z ≥
√
x2 + y2. [ 2πr3

3

(
1−

√
2
2

)
]

b) Spočtěte si objem části vhodného tělesa běžným vzorcem. Výsledek porovnejte s vaš́ım výpočtem
a vyslovte závěr, zda si mysĺıte, že máte výpočet správně.

3. a) Určete objem tělesa daného nerovnostmi z ≤ 1− x2 − y2, z ≥ 0, y ≥ |x|. [ π
8 ]

b) Spočtěte si objem části vhodného tělesa běžným vzorcem. Výsledek porovnejte s vaš́ım výpočtem
a vyslovte závěr, zda si mysĺıte, že máte výpočet správně.

4. a) Určete objem tělesa daného nerovnostmi 6− 2y ≤ z ≤ 9− x2 − y2. [ 8π]

Nápověda: Prumětem rovinného řezu na paraboloidu do roviny kolmé k ose rotace je kružnice.

b) Spočtěte si objem části vhodného tělesa běžným vzorcem. Výsledek porovnejte s vaš́ım výpočtem
a vyslovte závěr, zda si mysĺıte, že máte výpočet správně.

5. a) Určete objem tělesa daného nerovnostmi z ≥ 0, x2 + y2 ≤ 2y, z ≤ x2 + y2. [ 3
2π]

b) Spočtěte si objem části vhodného tělesa běžným vzorcem. Výsledek porovnejte s vaš́ım výpočtem
a vyslovte závěr, zda si mysĺıte, že máte výpočet správně.

6. Vypočtěte hmotnost tělesa omezeného soustřednými kulovými plochami o poloměrech r a R, kde r <
R; r,R ∈ R. Prostorová hustota je nepř́ımo úměrná vzdálenosti od středu kulových ploch.

[ 2kπ
(
R2 − r2

)
, kde k je koeficient nepř́ımé úměrnosti]

7. Určete těžǐstě jehlanu omezeného rovinami x = 0, y = 0, z = 0 a x+ y + z = 1. [ T
[
1
4 ,

1
4 ,

1
4

]
]

8. Určete moment setrvačnosti homogenńıho rotačńıho kuželu 9−
√
x2 + y2 ≤ z, z ≥ 0.

a) vzhledem k ose z; [ 95

10π]

b) vzhledem k ose x.

9. Spočtěte těžǐstě nehomogenńıho tělesa Ω : x2 + y2 ≤ 1, z ≤
√
x2 + y2, z ≥ 0. Hustota je př́ımo úměrná

vzdálenosti od roviny xy. [ T
[
0, 0, 8

15

]
]

10. Vypočtěte hmotnost nehomogenńıho tělesa Ω s hustotou ϱ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 1
2 .

Ω : x2 + y2 + z2 ≥ 1, x2 + y2 + z2 ≤ 4.

11. Vypočtěte těžǐstě homogenńıho tělesa Ω : x2 + y2 + z2 ≤ 2, z ≥ x2 + y2.

12. Určete objem tělesa omezeného shora parabolickým válcem z = 4 − y2 a zdola eliptickým paraboloidem
z = x2 + 3y2.

Poznámka:
Doporučujeme umět bez zaváháńı spoč́ıtat tyto integrály:∫
cos4 xdx,

∫
sin2 x dx,

∫
cos 2xdx,

∫
sin 2x dx,

∫
cos3 xdx, . . .

s využit́ım:

cos2 x = 1+cos 2x
2 , sin2 x = 1−cos 2x

2 , sin 2x = 2 sinx cosx, sin2 x+ cos2 x = 1, . . .


