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5. Limita a spojitost

Diferencidlni pocet a integralni pocet tvoii klasicky zaklad Matematické analyzy. Diferencialni
pocet zkouma lokalni chovani zejména funkci. K jeho zakladnim pojmum patti limita a spojitost.
Zacneme pripomenutim definice limity posloupnosti.

5A. LIMITA POSLOUPNOSTI

Posloupnost {a, }5°; = {a1,as,as, ...} je funkee definovand na mnoziné piirozenych ¢islech,
jeji n-ty clen se zapisuje a,. Pokud se hodnoty a,, pti rostoucim n ,blizi“ k néjaké hodnoté A,
potom tekneme, ze Cislo A je limitou této posloupnosti. Definice tikd, ze pro libovolné malé
kladné € > 0, které reprezentuje pozadovanou ptesnost, od jistého ng vSechny dalsi hodnoty a,,,
n > ng jsou k A blize nez ¢, tj. odchylka |a,, — A| od limity A je mensi pozadovand presnost e:

Definice 5.1. (Limita posloupnosti)
Rekneme, ze limitou posloupnosti {a,} je ¢islo A, coz zapisujeme lim,, o, a, = A, jestlize:

Pro kazdé kladné e existuje prirozené ng, ze pro kazdé n > ny plati |a, — A| < e.
Pomoci kvantifikatoru V — ,pro vSechna“ a 4 — ,existuje” podminku lze zapsat:

lima,=A <= Ve>03dngeNzepro VneN, n>ngplati |a, — A| <e.

n—oo

o]

]

1 2 3 4 ng n > ng T

Obr. 5.1: Cislo A je limitou posloupnosti {an}, pokud pro kazdé n > ng je rozdil |a, —A| mensi nez e.

Jestlize hodnoty a,, rostou ,nade vSechny meze“, fekneme, ze limita je nekonecno:

Definice 5.2. (Nevlastni limity posloupnosti)
Rekneme, ze limitou posloupnosti {a,} je nekonecéno, jestlize:

Pro kazdé kladné K existuje prirozené ng, ze pro kazdé n > ny plati a,, > K,
tj. lima, =00 <= VK >0dny€N, Ze proVn €N, n>ngplati a, > K.
n—oo

Podobné limitou posloupnosti {a,} je minus nekonecno, jestlize:

lim a, =—00 <= VK >0dnyeN, zeproVneN, n>ngplati a, < —K.

n—oo

Pozdéji se nam bude hodit nasledujici dulezita véta:

Véta 5.3. Kazd4 neklesajici posloupnost {a, } m4 limitu. Bud je shora omezend a m4 néjakou
konecnou limitu A, nebo je neomezena a mé za limitu nekonecno.
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5. Limita a spojitost 5B. Limita a spojitost funkce

Dikaz. Posloupnost je neklesajici, pokud pro kazdé n plati a,, < a,4,. Pokud je posloupnost
shora omezena, jeji supremum je ¢islo A € R. Podle definice suprema pro kazdé ¢ > 0 existuje ng
takové, ze a,, > A—c. Protoze posloupnost je neklesajici, pro vSechna n vétsi nez ng je a, > ay,.
Na druhé strané vsak a, nemuze byt vétsi nez supremum A, a proto A —e < a,, < a, < A,
tedy A je limitou posloupnosti {a,}.

Pokud posloupnost je shora neomezena, potom pro kazdé K > 0 existuje néjaké ng takové,
ze a,, > K. Protoze posloupnost je neklesajici, pro vSechna vétsi n plati také a, > K. O

Poznamka: Podobné kazd4 nerostouci posloupnost m4 limitu. Bud' je zdola omezend, pak je
limita realné cislo, nebo ma za limitu minus nekonecno.

5B. LIMITA A SPOJITOST FUNKCE

Grafem funkce sinx mnebo cosz je ,spojitd ¢dra“, naproti tomu graf funkce sgn(x) (mé
hodnotu 1 pro > 0, hodnotu —1 pro z < 0 a 0 pro & = 0) tvoil ,pretrzend ¢ara‘“. Rikéme,
ze funkce sgn(x) je ,funkce nespojitda v bodé x = 0“. Podobné kazd4d ,nepretrzend cara® jdouci
zleva doprava je grafem néjaké spojité funkce. Z obrazku je intuitivné ,vidét“, ktera funkce je
spojita a ktera nespojita, zda se, ze je to ,ziejmé*. Charakterizovat spojitost matematickymi
prostiedky, tzv. definovat, uz tak snadné neni.

T\_/\/ T\-L/l/\ T ............................

Obr. 5.2: Piiklady funkce spojité a funkci nespojitych.

Nékolik stoleti matematikové ,,pracovali“ se spojitymi funkcemi, derivovali je i integrovali.
Kdyz se vSak prislo na zvlastni funkce, které mély neocekavané vlastnosti, ptisla potieba spo-
jitou funkci definovat presné. Prvni rigorézni definici limity a tim i spojitosti formuloval v roce
1817 Bernard Bolzano! v roce 1817. Za¢neme s definici limity funkce v bodé.

Definice limity funkce

Intuitivni definice limity tikd:  Limita funkce f(x) v bodé xq je ¢islo A,
ke kterému se hodnota f(z) ,blizi“, kdyz = se ,blizi“ k x.

Nutno vsak definovat, co to znamena ,,blizit se“. Limitu popisuje tzv. ,epsilon-delta“ definice:

Definice 5.4. (Limita funkce — epsilon-delta definice)
Bud f(z) funkce definovand v n¢jakém okoli bodu zy (v bodé zy nemusi byt definovand),
napiiklad na mnoziné M = (xg — A, 2o + A) \ {z0} pro néjaké A > 0.
Rekneme, ze funkce f(z) ma v bodé z, limitu A, pokud
pro kazdé e > 0 existuje & > 0, ze pro kazdé x € M splitujici 0 < |z — x| < d plati |f(z) — A| <,
zapsano pomoci symboli:

Ve>0 30 >0 Vo e M spliujici 0<|z—x¢| <6 plati |f(z)—A| <e.

Limitu funkce f(z) v bodé xy rovnou ¢islu A zapisujeme lim f(x) = A.

T—T0

Rekneme, ze funkce f(z) ma v bodé zy limitu, pokud existuje éfslo A, ze lim f(z) = A.
T—T0

!Bernard Bolzano (1781-1848) byl éesky némecky mluvici matematik, logik, filozof a teolog italského pivodu

vees

Studijni text UM FSI VUT v Brné 2



5. Limita a spojitost 5B. Limita a spojitost funkce

Poznamky 5.5.

(a) Definice nevyzaduje, aby funkce byla definovina
v bodé z, funkce zde muze ale nemusi byt defi-
novana.

(b) Bod ¢ i limita A jsou (konecnd) ¢isla, mluvime /() o
proto o tzv. vlastni limité ve vlastnim bodé. A
Pozdéji budeme definovat nevlastni, tj. ne- :
konecnou limitu, nebo limitu v nevlastnim bode,  A—e¢ /|
tj. v nekonecnu. ,/

(c) Cislo § zavisi na . Obvykle ¢im mensi zvolime ¢, O -0 @ z3+0 r

tim mens{ nutno vzit §. Cislo § muze byt jakkoliv  Obr. 5.3: Definice limity: Hodnoty f(x)
malé, musi vsak byt kladné. z d—okoli x¢ musi lezet v e—okoli A.

(d) Jaky je smysl definice? Kladné éislo € je ,pfesnost® a kladné ¢islo 0 udéava v jaké vzdalenosti
d od bodu x, je tato presnost dosazena, tj. chyba |f(z) — A| je mensi nez pozadovand
presnost . Pro libovolné malé kladné ¢ existuje dostatecné malé kladné ¢, definice tak
zarucuje ,nekonec¢nou presnost®.

(e) Vzdalenost § zavisi na presnosti €. Pro jednoduchost uvazujme funkei f(z) = %x+ 1 abod
ro = 1. Potom limitou je A = % Skutecné, pro pozadovanou presnost € = 0.1 staci zvolit
§ = 0.2, pro € = 0.001 volime § = 0.002, pro € = 107 % je § = 2- 107 atd.

(f) V definici maji vyznam mald kladné e, protoze plati-li podminka pro malé e, plati i pro
kazdé veétsi €. Na druhé strané plati-li podminka pro néjaké kladné ¢, bude platit i pro
kazdé mensi kladné §.

(g) Bod z( v definici limity se ¢asto oznacuje jako bod a. Potom funkce f(x) mé& v bodé a
limitu A jestlize

Ve>0 36 >0 Vo e M spliujici 0 <|z—a| <d plati |f(z) — A4 <e.

Pro obecnéjsi definici limity zavedeme pojem okoli bodu:

Definice 5.6. (Okoli bodu)
Otevteny interval V' = (I, p) nazveme okolim bodu z, pokud z( je vnitinim bodem V', tj.
[ < zp < p. Specidlné pro r > 0 interval (xg — r, g + r) nazveme r-okoli bodu .

Mnozinu vsech okoli bodu z, budeme oznacovat O(x).
Pro uplnost zavedeme jesté levé a pravé okoli, které budeme potiebovat pozdéji:

Pro kazdé (I < xy < p) je interval (I, zy) levym okolim a (zy, p) pravym okolim bodu zj.

Okoli bodu zy bez bodu xy se nazyva redukované, také ryzi nebo prstencové okoli.

Poznamky 5.7. okolf bodu zg

(a) 'V definici r-okoli je r polomér okoli. Proto §-okolim bodu zy je ~ r-okoli
interval (xo — 0,9+ d) a podobné e-okolim bodu A je interval ) ]
(A—e, A+e). levé r-qkoli

. o ) ) ¢ Lokolk
(b) V definici limity pottebujeme tzv. redukované (ryzi, prsten- prave rroxod

cové) okoli bodu xg, tj. okoli bez bodu z. Obvykle pridanim redukované pkoli
privlastku se pojem zuzuje ale zustava pojmem, naptiklad celé To—r Ty To+T
¢islo je ¢islo, omezend mnozina je mnozina. Obr. 5.4: Okoli bodu xg.
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Z tohoto hlediska je pojem redukovaného okoli ne
zcela logicky, protoze redukované okoli bodu z(y uz

neni okolim bodu zy. Podobné také levé nebo pravé Y (@)
okoli bodu neni okolim bodu .
A4 ,
Pomoci pojmu okoli definici muzeme ptepsat ve tvaru _
.
Ve>0 36 >0, ze Vo, x # xq z d-okoli bodu xg j(A)
U
hodnoty f(z) lezi v e-okoli limity A. s
Vyraz ,pro kazdé € > 0 a ,e-okoli“ 1ze nahradit
vyrazem ,pro kazdé okoli bodu xy“. Podobné ,existuje v o — <
0 > 0“ a ,0-okoli Ize nahradit vyrazem ,existuje okoli 0 Lo ¥ z
limity A, viz Obr. 5.5. Zapis definici limity tak muzeme Obr. 5.5: Definice pomoci okoli:
zjednodusit na: Hodnoty f z okoli V' lezi v okoli U.

Definice 5.8. (Limita funkce pomoci okoli)
Bud f(z) funkce definované v néjakém redukovaném okoli bodu z.

Rekneme, ze funkce f(z) ma v bodé z, limitu A, jestlize
Pro kazdé okoli U bodu A existuje okoli V' bodu xg, ze kazdé x € V'\{xo}, splauje f(z) € U,
nebo zapsano pomoci symbolu:

VU € O(A) 3V € O(xg) Ve e V\ {xo} plati f(z) € U.

U kazdého nového pojmu nas zajimé, zda existuje a kolik jich je. Pro limitu plati:

Véta 5.9. (Jednoznacnost) Limita (pokud existuje) je uréena jednoznacné.

Poznamenejme, ze tvrzeni o jednoznacnosti plati nejen pro limity funkce v bodé ale i pro
jednostranné limity, nevlastni limity a limity v nevlastnich bodech, které zavedeme pozdéji.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme sporem. Kdyby funkce f(x) méla v bodé zy dvé ruzné limity A; a
A,, potom pro libovolné £ > 0 existuje d-okoli bodu xg, ze hodnoty funkce f(z) na tomto okoli
lezi jak v e-okoli limity A; tak i v e-okoli limity As. Zvolime-li v§ak € > 0 mensi nez %]Al — Ay,
dochézime ke sporu: hodnoty nemohou soucasné lezet v e-okoli bodu A; i v e-okoli bodu As,
protoze tato okoli maji prazdny prunik, viz Obr. 5.5. nebo nerovnost

|A; — A = |A1 — f(x) 4+ f(x) — Ao < A1 — f(a)| +|f(z) — Al <e+e=2e < |A — As].
€ €
Aq As
Obr. 5.6: Limita, pokud existuje, nemuze mit dvé rizné hodnoty A; a As. Skutetné,
pro malé £ hodnota f(z) nemuze lezet v okoli bodu A; i Ag, protoze okoli jsou disjunktni.
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Definice spojité funkce

Pojem limity umozinuje definovat funkci spojitou:

Definice 5.10. (Funkce spojitd)

Rekneme, ze funkce f(z) je spojitd v bodé z, jestlize plati nasledujici tfi podminky:
(a) funkce f(z) je definovana v néjakém okoli bodu z,

(b) existuje limita funkce f(x) v bodé xy, tj. existuje lim f(x)
Tr—TQ

(c) a tato limita se rovna funkéni hodnoté, tj. lim f(z) = f(xo)
T—T0

Daéle fekneme, ze funkce f(z) je spojitd v otevieném intervalu I, pokud je
spojita v kazdém bodé tohoto intervalu.

Poznamky 5.11.

(a) Prvni dvé podminky se ¢asto vynechévaji, protoze jsou implicitné obsazeny ve tfeti:
abychom mohli mluvit o rovnosti limity a hodnoty funkce, limita musi existovat. A li-
mita funkce v bodé existuje, jen kdyz je funkce definovand v okoli tohoto bodu.

(b) Protoze funkce spojitd v bodé xy musi byt definovand v okoli V' bodu zy (véetné bodu
xo) a limita se rovna f(xo), nevyluc¢ujeme bod xq z okoli bodu zy. Definici spojitosti pak
muzeme prepsat v € — J tvaru

Pro kazdé £ > 0 existuje § > 0, ze pro kazdé x, |x — xo| < 0 plati |f(x) — f(zo)| < e.
nebo pomoci okoli

Pro kazdé okoli U bodu f(xq) existuje okoli V' bodu zy, ze pro kazdé x € V plati f(z) € U.

(c) Spojitou funkei lze definovat také pomoci konvergentnich posloupnosti tzv. Heineho defi-
nice: Funkce f(z) je spojita v bodé zg, jestlize pro kazdou posloupnost {z,} v definiénim
oboru funkce f(x) plati:

jestlize x, konverguje k xy, potom také f(z,) konverguje k f(xg),
zapsano pomoci symbolt: =, — ¢ =  f(z,) — f(x0).

(d) Pokud funkce f(x) je spojita v bodé x¢, podle definice jeji limita v bodé xq je rovna funkéni
hodnoté f(xg). Lze tedy pofadi limity a funkce ,zaménit*:

f( lim $> = lim f(x).

T—T0 Tr—xQ
Piiklady 5.12.

(a) Polynomy, funkce e”, cos x, sin x jsou spojité v kazdém bodeé, funkce tg z, cotg x i racionalni
lomené funkce jsou spojité v kazdém bodé svého definicniho oboru. Funkce arcsinx a
arccos z jsou spojité jen v bodech intervalu (—1,1), v bodech £1 nejsou spojité, protoze
nejsou definovany v ,,oboustranném* okoli. Pozdéji zavedeme pojem jednostranné limity a
spojitosti v krajnim bodé z = —1 zprava a bodé x = 1 zleva, a dostaneme funkce spojité
na uzavieném intervalu (—1,1).
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5. Limita a spojitost 5B. Limita a spojitost funkce

(b) Kdy neexistuje limita v bodé zg, i kdyz funkce je definované v jeho okoli?

(i) Kdyz funkce je ,pretrzend“, tj. zleva se funkéni hodnoty blizi k jinému ¢islu nez
zprava, napiiklad funkce znaménka sgn(x) v okoli bodu 0, kdy zleva se hodnoty
,blizi* k —1 a zprava k +1.

(ii) Kdyz hodnoty funkce ,utecou* do nekone¢na, napiiklad funkce % v okoli bodu nuly.
Pozdéji tuto situaci popiSeme jako ,nekone¢nou” limitu. V piipadé % v bodé nula
to budou jenom dvé ruzné jednostranné nekonecné limity.

(iii) Specidlni piipadem je funkce sin(%), viz Obr. 5.7. Funkce mé limitu a je spojita v
kazdém bodé kromeé bodu nula. V kazdém okoli (-4, §) bodu nula tato funkce nabyva
vSech hodnot z intervalu (—1,1). Proto uz pro ¢ = % nenajdeme zadné 6 > 0, pro
které by podminka (c) z definice limity byla splnéna.

(iv) Funkce Dirichletova D(x), kterd ma hodnotu 1 v raciondlnich x a 0 v iracionalnich
x, neni spojitda ani nema limitu v zddném bodé, protoze v kazdém okoli kazdého
bodu se vyskytuji jak hodnoty 0, tak hodnoty 1.

z-D(x
sin (%) ()
.................. —
Z x
Obr. 5.7: Funkee sin (1) je nespojitd Obr. 5.8: Funkce f(z) = z-D(x) je
v nule, vSude jinde je spojita. spojitd v nule, jinde je nespojita.

(¢) Kdy funkce neni spojitda v bodé xy? Existuje nékolik situaci:

(i) Funkce neni v bodé zy nebo v jeho okoli definovana.

(ii) Funkce je definovand v okoli bodu xy kromé bodu g a mé v bodé zy limitu. Potom
funkci lze dodefinovat v bodé xy touto limitou a dostaneme funkci spojitou. Rikdme,
ze je to odstranitelnd nespojitost.

(iii) Funkce je definovand v okoli xq, limita existuje, ale neni rovna funkéni hodnoté
f(zo). Opét predefinovanim funkéni hodnoty v bodé xy dostaneme funkei spojitou.

iv) Funkce je definovana v celém okoli, ale limita neexistuje. Potom nespojitost nelze
J y J
odstranit a nezalezi na tom, zda je funkce definovand v bodé zy nebo neni. V tomto
piipadé nespojitost neni odstranitelna.

(d) Existuji vsak funkce, které intuitivné ,,od pohledu® nejsou spojité, ale podle definice spojité
jsou. Naptiklad soué¢in z a Dirichletovy funkce f(z) =z - D(z), viz Obr. 5.8, tj.

fz) =

x pro x racionalni,
0 pro x iracionalni.

Tato funkce ma limitu 0 v bodé 0 a je proto v bodé z = 0 spojita. Skutecné, pro ¢ > 0
staci zvolit 0 = ¢, pro které uz podminka: |z —0| <0 = |f(z) — f(0)| < e je splnéna,
protoze rozdily |x — 0] vz € Q1|0 —0| vz ¢ Q jsou uz mensi nez ¢ = J. V ostatnich
bodech vsak limita neexistuje (staci zvolit € = 5), proto ani funkce zde neni spojita.
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Jednostranné limity a spojitost

Pojem limity a spojitosti rozsitime pro ptripad, kdy funkce je definovana jenom v levém nebo
pravém redukovaném okoli bodu zy (nebo nés funkce v opaéném okoli nezajimd), abychom
napiiklad mohli mluvit o spojitosti funkce na uzavieném intervalu. Zavedeme limitu funkce
v xg zleva a zprava tim, ze podminku omezime na levé nebo pravé redukované okoli bodu xg:
podminku budeme vyzadovat v jednostranném okoli misto oboustranného okoli.

Definice 5.13. (Jednostranné limity a spojitost — epsilon-delta definice)
Rekneme, ze funkce f(x) definovana v néjakém levém redukovaném okoli bodu zp ma limitu
A v bodé z( zleva, jestlize

pro kazdé e > 0 existuje 6 > 0, ze pro kazdé x € (xg — d,zo) plati |f(z) — A| < e

lim f(z) = A. Podobné funkce f(z) definovand na néjakém pravém reduko-
GE==08p)=—

vaném okoli bodu zg ma limitu A v bodé x, zprava, jestlize

a zapisujeme

pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0, ze pro kazdé = € (zo,zo + ) plati |f(x) — A] < e

a zapisujeme 1im+ f(z) = A. Déle fekneme, ze funkce f(x) definovand v néjakém levém okoli
T—TQ

bodu z( je spojita v bodé x( zleva, jestlize
pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0, ze pro kazdé x € (xo — d,zo) plati |f(x) — f(xo)| < e,
a funkce f(z) definovana v pravém okoli bodu z( je spojita v bodé z, zprava, jestlize

pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0, ze pro kazdé x € (xg,zo + 9) plati | f(z) — f(z0)| < €.

Pomoci levého a pravého okoli lze definice jednostranné limity a spojitosti prepsat:

Definice 5.14. (Jednostranné limity a spojitost — definice pomoci okoli)
Bud f(z) funkce definovand v levém (pravém) redukovaném okoli bodu .

Rekneme, ze funkce f(z) m4 limitu A v bodé a zleva(zprava), pokud
V U-okoli bodu A 3 V-levé (pravé) okoli bodu xzg, ze Vo € V., x # ¢ plati f(z) € U.

Bud f(z) funkce definovand v levém (pravém) okoli bodu xq véetné bodu .
Rekneme, ze funkce f(x) je v bodé x, spojita zleva(zprava), pokud

Y U-okoli bodu f(xg) 3V-levé (pravé) okoli bodu zg, ze Y € V plati f(z) € U.

Rekneme, ze funkce je spojitd na uzavieném intervalu I = (a, b), jestlize ve vnitinich bodech
intervalu je spojité (oboustranné) a v koncovych bodech a a b je spojité jednostranné: v bodé
a spojité zprava a v bodé b spojita zleva.

Véta 5.15.

(a) Pokud existuje limita (oboustrannd), existuji i obé limity jednostranné a jsou si rovny.

(b) Pokud jsou jednostranné limity ruzné, potom (oboustrannd) limita neexistuje. Pokud
obé jednostranné limity existuji a jsou stejné, existuje i limita a rovné se jednostrannym.

(c) Podobné, je-li funkce spojita zleva i zprava, je spojité.
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5C. VLASTNOSTI LIMIT A SPOJITOSTI

Pokud funkce f(z) je spojita (nebo jednostranné spojitd) v bodé xy, potom limita je rovna
funkéni hodnoté f(xzg). Pokud je funkce déna jako kombinace elementérnich funkei, polynomu,
atd., lze pfi urcovani limit vyuzit jejich vlastnosti. Jen ve specidlnich ptipadech, napt. typu
Dirichletovy funkce, limitu nutno vysettovat podle definice. Vlastnosti, které lze vyuzit pti
vySettovani limit, shrneme ve vété. Zatim predpokladame, ze vSechny limity jsou konecné.

Véta 5.16. (Vlastnosti limit) Obvyklé operace zachovéavaji limitu:

(a) Limita nasobku limit je ndsobek limit. Pokud limita na pravé strané rovnosti
existuje, existuje i limita na levé strané a pro libovolné ¢ € R plati:

lim (¢- f(x)) =c- lim f(z).

T—T0 T—T0

(b) Limita souc¢tu a soucinu limit je soucet a soucin limit. Pokud existuji limity
vpravo, existuje i limita vlevo a plati rovnost:

lim (f(z)+g(z)) = lim f(z)+ lim g(z), lim (f(z)-g(x)) = lim f(z)- lim g(z).

T—rT0 T—T0 T—T0 T—rxT0 T—rx0 T—rT0

(¢) Limita podilu je podil limit: pokud existuji limity vpravo a limita ve jmenovali
je rizna od nuly, potom existuje i limita vlevo a plati

lim /() = % , (pokud  lim g(x) #0).
z—zo () mligglo g(x) T—x0

(d) Limita slozené funkce je rovna slozené funkci limit, pokud vnitini funkce je
spojitd v bodé z, a existuji limity vpravo: Jestlize lim, .., g(z) = g(z9) = yo a
lim,_,,, f(y) = A, potom existuje limita slozené funkce a plati:

lim (f(g(z)) = lim f(y) =A, kde yo= lim g(z).

T—rTQ Y—Yo T—rTQ

Poznamky 5.17.

(a) Dukazy vSech tvrzeni jsou jednoduché a podobné, ukazme si dikaz alespon tvrzeni (b)
o souctu limit. Pfedpokladejme, ze existuji limity lim,_,,, f(z) = A a lim,_,,, g(z) = B.

Bud & > 0. Chceme najit d, aby pro kazdé z z redukovaného §-okoli bodu z platilo
(f(z) +g(z)) —(A+ B)| <e.

Podle definice limity lim,_,, f(z) = A pro €; = § existuje d;, Ze pro kazdé = # o,
|z —x0| < 01 plati | f(z) — A| < 1. Podobné z definice limity lim,_,,, g(z) = B pro e; = §
existuje dy, ze pro kazdé = # xg, |v — xo| < b9 plati |g(z) — B| < e.

Polozme 0 = min(dy, d2). Pro kazdé x # xy z d-okoli bodu z plati
[(f(z)+9(z))—(A+B)| = [(f(z)—A)+(g(z)—B)| < |f(z)—A|+|g(z)-B| < e1+ea = €.

(b) Pii limité podilu je podstatny predpoklad, ze limita funkce g(x) ve jmenovateli je nenu-
lova. Potom funkce g(x) je v jistém okoli také nenulova a podil je tak definovén.
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5. Limita a spojitost 5D. Limity nevlastni a v nevlastnich bodech

Pokud by limita funkce g(z) ve jmenovateli byla nulovd a g(x) v okoli nenulovd, podil
by byl definovan, ale limita by mohla byt libovolné ¢islo A € R, pripadné nevlastni nebo
nemusi existovat. Napiiklad pro f(z) = Az a g(x) = z plati

f(@) Az

lim —~% = lim — = A.
2—0 g(:v) =0 I

Necht g(z) = z. Polozime-li f(x) = 22, limita podilu f(z)/g(x) pro x — 0 bude nulov4,
v piipadé f(z) = £4/|z| limita podilu bude oo a v piipadé f(x) = z sin(1/x) limita
podilu nebude existovat.

Pii limité © — =z slozené funkce f(g(x)) je podstatnd podminka spojitosti vnitini
funkce g(z) v bodé xy. Kdyby totiz lim,_,, g(x) = A a g(zg) = B, A # B, potom
lim, ., f(g9(x)) = f(A), zatimco hodnota slozend funkce je f(B).

2

Napifklad jestlize f(x) = sgn(z) a g(§) = €2, potom lim,_o(sgn(x))? = 1, zatimco

(sgn(lim, o x))* = (sgn(0))? = 0 # 1.

P1i vySettovani spojitosti opét mozno vyuzit podobné vlastnosti:

(a)

(b)

(c)

Véta 5.18. (Urcovani spojitosti funkce) Obvyklé operace zachovédvaji spojitost funkef:

Nésobek, soucet a soucin funkei spojitych v bodé (na intervalu) je funkce spojita v bodé
(na intervalu).

Podil funkef spojitych v bodé (na intervalu) je funkce spojitd, pokud funkce ve jmeno-
vateli je ruzna od nuly v bodé (na intervalu).

Slozenim spojitych funkci dostaneme funkci spojitou, pokud slozena funkce je defino-
vand, tj. obor hodnot vnitini funkce je ¢asti definicniho oboru vnéjsi funkce.
Podrobnéji: je-li g(z) spojitd na intervalu D(g) = (a, b) s oborem hodnot H(g) = (¢, d) a
f(y) spojitd na D(g) = (A, B), pticemz (c,d) C (A, B), tj. H(g) C D(f), potom slozena
funkce f(g(z)) je spojita na (a,b).

5D. LIMITY NEVLASTNI A V NEVLASTNICH BODECH

Dosud jsme mluvili o vlastnich limitdch ve vlastnich bodech lim, ., f(z) = A, tj. kdy bod

xo 1 limita A byla (redlnd, tj. koneénd) ¢isla. Abychom pojem limity rozsitili i na nevlastni (tj.
nekonecné) limity i limity v nevlastnich bodech, tj. v kladném i zéporném nekonecnu, zavedeme
pojem okoli nekonecna:

Definice 5.19. (okoli nekonecna) Libovolny interval (K, 00), kde K > 0, nazveme okolim
nekonecna, resp. K-okoli nekoneéna. Mnozinu vSech okoli nekone¢na oznaéime O(c0).

Podobné libovolny interval (—oo, —K) nazveme okolim minus nekoneéna, piipadné K-
okolim minus nekoneéna. Mnozinu vSech téchto okoli oznac¢ime O(—o0).
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5. Limita a spojitost 5D. Limity nevlastni a v nevlastnich bodech

Poznamky 5.20. Y f(z)

(a) 'V piipadé r-okoli bodu jsme pozadovali vzdy kladny
polomér r > 0, hlavni vyznam méla mala r.

V pripadé okoli nekonecéna pozadavek K > 0 neni f(zx)
nutny. V definici maji hlavni vyznam velkd K,
pripustime-li K zadpornd, vyznam definice se nezméni: /
napiiklad pro K = —10 pokud f(z) je v okoli (10, c0) K

je 1 ve vétsim okoll (—10, 00). \

Vzdy predpokladame, ze funkce f(x) je definovand v okoli

bodu xy, ptipadné levém nebo pravém okoli. Pomoci okoli ne- /
kone¢na zavedeme nevlastni (nekone¢né) limity ve vlastnim To—0 o Tot+o
bodé z( tim, ze okoli A nahradime okolim nekonecna: Obr. 5.9: Nevlastni limita v xg.

r

Definice 5.21. (Nevlastni limity)

lim f(z) =00 <= VK >0 35>0 Vo #x, |x—x0| <0 plati f(z) > K,

T—>T0

< VU €O(0) IV €O(xg), Yx eV x#uzy plati f(z)eU
pomoci okoli a analogicky limitu minus nekonecno

lim f(z) = -0 <= VK >0 3§>0 Vo#mx, |x—x0 <d plati f(z) < —K.

T—>T0

Definici nevlastni limity v bodé z( zleva nebo zprava dostaneme tim, ze misto celého okoli
bodu zy bereme jenom levé nebo pravé okoli.

V definici konecné limity A v nevlastnich bodech z — oo nebo  — —oo okoli bodu xg
nahradime okolim plus nebo minus nekonec¢na:

Definice 5.22. (Limity v nevlastnich bodech)

lim f(x)=A <= Ve>0 3L >0 Vo> L plati |f(z) — A| <e.

T—00

lim f(z)=A <= Ve>0 JL>0 Vx< —L plati |f(z) — A| <e.

Yy
P
Yol N I N
A S ——m—
A—¢ // \ //

K T T
Obr. 5.10: Limita v nevlastnim bodé. Pro x > K hodnoty f(z) lezi v e-pasu limity A.

Pro tiplnost jesté uvedme definici nevlastni limity v nevlastnim bodé, napiiklad

lim f(z) =—0c0 <= VK >0 3L>0 Vo>L plati f(x) < —K .
T—>00

Jako cviceni vytvoite definice ostatnich piipadu limit, napi. x — —oc a lim f(z) = —oc.
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5. Limita a spojitost 5D. Limity nevlastni a v nevlastnich bodech

Obecna definice limity

Pomoci pojmu okoli bodu i nekoneéna muzeme vsechny piipady zapsat v jedné definici:

Definice 5.23. (Limita funkce) Bud zp € R* = RU{—o00,00} a A € R* = RU{—00, c0}.
Potom

lim f(z) =A <= VUec€O(A) IVeO(xo) Vx#x0, x€V plati f(x)e U,

T—T0

v piipadé jednostranné limity v bodé zy bereme odpovidajici jednostranna okoli bodu xy.

Limita posloupnosti

Posloupnost {a,} je specidlnim piipadem funkce definované na mnoziné pfirozenych ¢isel
N. Jeji limita, viz Definice 5.1 resp. 5.2 je limita v nevlastnim bodé, tj. pron — oo a A € R:

lima,=A <= Ve>0 dngeN VneN n>ng plati |a, — Al <e.

n—o0

nebo pomoci okoli:

lima, =4 <<= VUe€O(A) 3IVeO(x) YneVNN plati a,€U.

n—o0

Pokud posloupnost ma konecnou limitu, fikdme, Ze posloupnost je konvergentni.

Definici nevlastni limity lim, .., a, =00 a lim, . a, = —o0 jisté jiz dokazete napsat sami.

Uvedme dvé vlastnosti limit posloupnosti, které plynou z definice.

Véta 5.24. (a) Limita posloupnosti je uréena jednoznacné.

(b) Necht {a,} je konvergentni posloupnost s limitou A. Potom kazdd vybrand podpo-
sloupnost {a,, } C {a,} je také konvergentni a mé stejnou limitou A.

Vlastnosti nevlastnich limit

Limity v nevlastnich bodech z — 400 maji stejné vlastnosti jako limity ve vlastnich bodech
a lze s nimi pocitat jako s jednostrannymi limitami ve vlastnich bodech. S nevlastnimi limitami
je nutno pocitat opatrné. Pro operace s nevlastnimi limitami plati:

Véta 5.25. (Pravidla pocitini s nevlastnimi limitami) Pro redlné ¢islo A plati:

(a) Soucet: A+oco=00+A=00+00=00, A—oco=—-0+A=-0—00=—-0.
(b) Nésobek a soucin: je-li A >0 potom A-co=00 a A-(—00)=—00.
Je-li A<O0 potom A-0co=-00 a A-(—00) = 00.
Navic 0000 =(—00)-(—00) =00 a 00 (—00) = (—00) 00 =—00.
(c) Podil: Je-li A konetné, potom 2 = 0.
Jestlize lim, .., g(x) = 0 a v okoli bodu z plati g(z) > 0, potom

A A
pro A>0 je lim — =00 a proA<O0 je lim — = —00
2 9() 2 9(@)
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5. Limita a spojitost 5E. Vlastnosti spojitych funkci

Podobné, pokud v okoli g(x) < 0, potom lim —— = —sgn(A) - co.
a0 g(x)

Pokud funkce g(z) méni v bodé z, znaménko, potom tvrzeni plati pro jednostranné
limity, napiiklad: je-li lim, ., g(x) = 0 a v levém okoli bodu z plati g(x) > 0,

A
potom pro A >0 je lim —— =00
a=a0— g(z)

(d) Mocnina: Pro A > 1 plati A =00 a A~ =0.
Pro A € (0,1) plati obrdcené A =0 a A~ = oc.

(¢) Zéména proménné (slozend funkce), napifklad pokud y = < potom

lim f(z) = lim f (5) a lim f(z) = lim f <1)

T—00 y—0-+

Varovani: V pripadé tzv. neurcitych vyrazi vyse uvedenym zpusobem nelze urcit limitu
z jednotlivych limit. Mezi neurcité vyrazy patii:

0
o0 —o00, —o0+4o00, 0-00, o0-0, f7 -, 1%,
oo 0

V téchto pifpadech musime limitu poéitat bud pravou vyrazu nebo pouzit tzv. ,I'Hospitalovo
pravidlo®, se kterym se seznamime pozdéji.

5E. VLASTNOSTI SPOJITYCH FUNKCI

Spojité funkce maji fadu dulezitych vlastnosti, uvedme nékteré z nich. Hodnoty funkce
spojité na intervalu tvori tzv. souvislou mnozinu — mnozina hodnot ,nemé diry“:

Véta 5.26. Bud f(z) funkce spojitd na intervalu I = (a, b).

(a) Potom funkce f(x) nabyva vsech hodnot mezi f(a) = A a f(b) = B, tj.
VC € (A, B) (resp. VC € (B, A)) existuje alespon jedno ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = C'.
(b)  Specidlné, pokud hodnoty funkce v koncich intervalu maji opaénd znaménka,

tj. f(a)- f(b) <0, potom rovnice f(x) = 0 ma alespon jedno feSeni,
tj. existuje alesponi jedno ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = 0.

O fl) 1)
C C 0
— =
bx
fla)fH——— f(b) ~ \ f(a)
ac c o czcb ac ¢ Co czcb

Obr. 5.11: Funkce spojitd na intervalu (a, b) nabyva libovolné hodnoty C mezi f(a) a f(b) v alespon
jednom bodé ¢ € (a,b). Pokud f(a)- f(b) < 0, potom rovnice f(z) = 0 m4 alespon jedno Feseni.
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5. Limita a spojitost 5E. Vlastnosti spojitych funkci

Néaznak dikazu druhého tvrzeni.. Necht f(a) < 0 < f(b). Ozna¢me M mnozinu vsech
¢isel s € I takovych, ze f(x) < 0 pro kazdé = € (a, s). Protoze f(a) < 0, mnozina M obsahuje
alespon bod a. Jako kazda neprazdna mnozina i mnozina M své ma suprémum, které oznacime
c. Protoze f(b) > 0, plati ¢ < b.

Jaka je hodnota f(c)? Kdyby f(c) > 0, potom pro ¢ € (0, f(c)) existuje d-okoli, ve kterém
je také f(z) > 0. To je ve sporu s tim, ze f(x) < 0 pro kazdé = < c.

Na druhé strané, kdyby f(c) < 0, potom opét diky spojitosti by bylo f(z) < 01 v néjakém
pravém okoli bodu ¢, coz opét neni mozné. Proto f(c) = 0.

Piipad f(a) > 0 > f(b) lze dokdzat podobné, nebo situaci prevést na predchozi pripad
pomoci funkee f*(x) = —f(x).

Prvni tvrzeni plyne z druhého. Bud' C mezi hodnotami f(a) a f(b). Potom posunutd funkce
f*(xz) = f(x) — C splauje podminku f*(a)- f*(b) < 0 a druhé tvrzeni dava existenci ¢ takového
f*(c) = f(¢) = C =0 odkud plyne f(c) = C. O

Poznamka: Obé tvrzeni jsou ndzorna, viz Obr. 5.11. Druhé z nich se vyuziva pfi feSeni ne-
linedrni rovnice f(z) = 0, protoze podminka f(a) - f(b) < 0 zarucuje existenci kofene spojité
funkce f(z) v intervalu (a,b).

Dalsi vlastnosti spojitych funkci je jejich omezenost a existence extrému.

Véta 5.27. (Omezenost a existence absolutnich extrémi)
Bud f(z) funkce spojitd na uzavieném omezeném intervalu I = {a, b). Potom

(a) funkce f(z) je omezend shora i zdola, tj. existuji redlnd ¢isla K < L takové, ze
K< flx)<L Vxel,

(b) funkce f(z) na intervalu I nabyva svého minima i maxima, tj. existuji ¢isla ¢,d € I
takova, ze

fle) =min f(z), f(d)=maxf(z), tj. [flc)<f(x)<f(d), Vel

zel zel

Poznamky 5.28.

(a) Pozor, podminku omezenosti intervalu I nelze vynechat, bez ni tvrzeni neplati. Napiiklad
funkce f(z) = x je spojita na intervalu (—oo, 00), ale neni omezena ani nemad maximum
ani minimum. Funkce f(x) = arctgz na (—oo,00) je sice omezend, ale nema minimum
ani maximum.

(b) Také podminku uzavienosti intervalu I nelze vynechat. Napiiklad funkce tgx je spojita

na omezeném intervalu (—%, 2) ale neni zde omezend, nemd ani minimum ani maximumn.

T2 2
Dikaz. Naznacme dukaz existence maxima. Vyuzijeme pritom tvrzeni: Kazda posloupnost

v uzavieném omezeném intervalu I obsahuje konvergentni podposloupnost s limitou v 1.

Tvrzeni lze snadno dokazat pomoci puleni intervalu I, protoze vzdy v jedné poloviné intervalu
zustava nekoneéné mnoho hodnot.

Vratme se k dukazu. Oznaéme M obraz zobrazeni f, tj. mnozinu vsech hodnot funkce f(x)
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5. Limita a spojitost 5F. Tti dulezité limity

na intervalu 7. Mnozina M je neprazdna a ma proto své suprémum m, které je konecné ¢islo,
pokud mnozina je shora omezend, nebo nekonec¢no, pokud mnozina je neomezena.

Z definice suprema existuje posloupnost {z,} takova, ze lim, . f(z,) = m. Diky vyse
uvedenému tvrzeni posloupnost {z,} obsahuje podposloupnost {x,, } konvergujici k néjakému
x* € I. Diky spojitosti funkce f(z) z x,, — x* plyne f(x,,) — f(z*). Ale limitou f(z,) a
proto i f(z,,) je supremum m. Plati tedy f(z*) = m. Cimz jsme dokazali, Ze supremum m je
koneéné a f(z*) = m je maximum f(x) na intervalu I. O

5F. TRI DULEZITE LIMITY

Spocitdme tfi limity typu [2]. V¥pocet je jednak instruktivni, na druhé strané vysledek vyuzijeme
v dalsi kapitole pti odvozovani derivace elementarnich funkei.

Véta 5.29. Plati

i T —1 In(1
limsmsz lime =" 1mm:1,
z—0 X z—0 I z—0 X

Vypocet prvni limity. Vypocet prvni limity je zaloZzen na nerovnosti
sinx <z <tgx.

iy

Nerovnost plyne z nasledujiciho obrazku. Uvazujme tihel £ AOB velikosti z € (0, §) v radidnech
v roviné s osami ¥, z, s vrcholem v poc¢atku a pocatetnim ramenem v poloose y. Oznacme
O = [0, 0] pocétek, prusecik vodorovné osy s jednotkovou kruznici A = [1, 0], prusecik druhého
ramene thlu s jednotkovou kruznici B = [cos x,sin z] a prusecik C' = [1, tg ()] ramene thlu s
kolmici y = 1, viz Obr. 5.12.

Na obrazku jsou tii utvary:

(a) trojihelnik T} = AAOB se zékladnou OA délky 1 a vyskou sinz. Jeho plosny obsah je
s sinx;

(b) kruhové vyse¢ V' s rameny 0A a 0B a obloukem AB délky x. Jeji plosny obsah je %x a

(¢) pravouhly trojihelnik 7o = AOAC se zdkladnou OA délky 1 a vyskou AC. Jeho plosny
obsah je %tg x.

Protoze Ty C V' C T, pro jejich obsahy plati

T < |V] < |Ty| tj. 0 <sinz <z < tgx.

z
Prevracené hodnoty davaji tgx B ¢
sinx
cosx 1 1
cotgr = — < =< = .

sinx x sinx
Vynéasobime-li nerovnost vyrazem sin z,
dostavame cos v < *-* < 1, odkud plyne
dokazovana limita pro x — 0 zprava, protoze 7 A
pro x — 0 plati cos x — 1. Protoze funkce @) 1 7y
x,sinx, tg x jsou funkce liché, opacné nerov- Obr. 5.12: K vypoc¢tu prvni limity. Z inkluzi
nosti plati pro z jdouci k nule zleva, ¢imz je ThCcVCT
dokazéna oboustranna limita. OJ plyne nerovnost 0 < sinz < x < tgx.
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5. Limita a spojitost 5F. Tti dulezité limity

Idea vypoc¢tu druhé limity. Eulerovo ¢islo e je dano jako limita posloupnosti (1 + %)n
pro n — oo. Lze dokéazat, ze tato posloupnost je rostouci. Také lze dokazat, ze posloupnost

(1 + ﬁ)n je klesajici a ma za limitu opét Eulerovo ¢islo e. Proto pro kazdé n plati

1\" 1 "
<1—|——) <e<(1+ ) )
n n—1

Pro x,, = % umocnéme vyrazy na r,-tou, tj. udélejme z nich n-té odmocniny:

1
14+ —-—<e™ <1+ )
n n—1

Nyni staci odecist jednicku a podélit kladnym x,,, tj. nasobit n. Dostavame:

e’ —1 n

1< < =1+

— 1.
Tn n—1 n—1

Pro n — oo plati x,, = % — 0, ¢imz je limita dokazana pro x, = % — 0+.

Poznamenejme, ze jsme dokazali, ze limita plati pro posloupnost x, = % jdouci k nule
zprava. Pro plny dukaz by bylo potteba dokazat, ze limita plati pro vSechna x — 0 a také pro
x jdouci k nule zleva. O

Vypocet treti limity. Tuto limitu lze snadno pfevést na druhou. Protoze Inz je funkce
inverzni k funkei e®, plati In(1 4+ z) = y pravée kdyz e¥ = 1 + x. Rovnost plati pro =,y v okoli
nuly, pricemz x — 0 pravé kdyz y — 0. PfepiSeme-li vyraz v tfeti limité pomoci y, dostavame
vyraz v druhé limite:

In(1 v 1\ !
i AT Y —lim(e ) —1.

z—0 T y=0e¥ —1  y—0 Y
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