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Extrémy funkćı v́ıce proměnných

1. Nalezněte lokálńı extrémy funkce:

a) z = x3 + y3 − 3xy;
Výsledek: Stacionárńı body A = [0, 0] - nenastává extrém, B = [1, 1] - ostré lokálńı minimum.

b) u = x3 + y2 + 1
2z

2 − 3xz − 2y + 2z;
Výsledek: Stacionárńı body A = [1, 1, 1]- nenastává extrém, B = [2, 1, 4] - minimum.

c) z = ex−y(x2 − 2y2);
Výsledek: Stacionárńı bod A = [−4,−2] - nastává maximum, B = [−4, 2], C = [0, 0] - nenastává extrém.

d) z = xyln(x2 + y2);
Výsledek: Stacionárńı body A = [1, 0], B = [−1, 0], C = [0, 1], D = [0,−1]- nenastává extrém,

E = [ 1√
2e
, 1√

2e
], F = [− 1√

2e
,− 1√

2e
] - minimum,

G = [− 1√
2e
, 1√

2e
], H = [ 1√

2e
,− 1√

2e
] - maximum.

e) z = 2x4 + y4 − x2 − 2y2;
Výsledek: Stacionárńı body A = [0, 0] - ostré lokálńı maximum,

B = [0, 1], C = [0,−1], D = [ 12 , 0], E = [− 1
2 , 0] - nenastává extrém,

F = [ 12 , 1], G = [ 12 ,−1], K = [− 1
2 , 1], L = [− 1

2 ,−1] - nastává minimum.

f) f = x2 + 2y2

x + 4y; Výsledek: Minimum v bodě [1,−1].
g) z = 6xy − x3 − y2 + 2; Výsledek: S1[0, 0] neńı extrém, S2[6, 18] je o. l. max
h) z = x2 + y3; Výsledek: S1[0, 0] neńı extrém, rozhodneme podle definice

i) z = 3−
√
x2 + y2;

Výsledek: V B[0, 0] neexistuj́ı parc. derivace. Rozhodneme podle definice a je zde o. l. max.
j) z = 2 + x2 + x2y2; Výsledek: Stac. body lež́ı na ose y, tj. S[0, c], kde c ∈ R.

Rozhodneme podle definice, že jde o neostré l. min

2. Určete lokálńı extrémy funkce:

(a) u(x, y, z) = x+ y2

4x + z2

y + 2
z . [[ 12 , 1, 1] o. l. min., [− 1

2 ,−1,−1] o. l. max.]

(b) f(x, y) = 4x3 + 8y3 − 24xy + 3 [stac. body A = [0, 0] a B = [ 3
√

4, 3
√

2], v B je o. l. min.]

(c) f(x, y) = xy(6− x− y) [stac. body A = [0, 0], B = [6, 0], C = [0, 6], D = [2, 2], v D je o. l. max.]

(d) f(x, y) =
(
x2 − 2y + 1

)2
[stac. body lež́ı na parabole x2 − 2y + 1 = 0 a jde o neostrá minima]

(e) f(x, y) = 2− 3
√

(x− y)2 [parc. derivace neexistuj́ı v bodech y = x a jde o neostrá maxima]

(f) f(x, y, z) = x3 + y2 + z2 + 12xy + 2z [stac. body A = [0, 0,−1], B = [24,−144,−1], v B je o. l. min]

3. Určete lokálńı extrémy funkćı:

a) f(x, y) = x2 + y4; Výsledek: Ostré lokálńı minimum v bodě [0, 0].
b) f(x, y) = x2 + x2y2; Výsledek: Stacionárńı body [0, c], kde c ∈ R. Neostré lokálńı minimum v bodě [0, 0].
c) f(x, y) = x2 + y3; Výsledek: Stacionárńım bodem je [0, 0], ale extrém tam nenastane.
d) f(x, y) = x2 · y2; Výsledek: Neostré lokálńı minimum v bodě [0, 0].
e) f(x, y) = x2 − y2; Výsledek: Jde o sedlo; stac. bodem je [0, 0], extrém zde nenastane.

f) f(x, y) =
√
x2 + y2; Výsledek: Jde o kužel, stac. body neexistuj́ı, v bodě [0, 0] je globálńı minimum.

4. Určete vázané extrémy následuj́ıćıch funkćı:

a) z = 6− 4x− 3y za podmı́nky x2 + y2 = 1;
Výsledek: A = [ 45 ,

3
5 ], λ = 5

2 - minimum, B = [− 4
5 ,−

3
5 ], λ = − 5

2 - maximum.
b) f(x, y) = xy − x+ y − 1 za podmı́nky x+ y = 1;

Výsledek: Stacionárńı bod A = [− 1
2 ,

3
2 ], λ = − 1

2 - Lagrangeovou metodou nelze o vázaném extrému
rozhodnout, avšak pokud z vazebńı podmı́nky vyjádř́ıme y a dosad́ıme je do funkce f(x, y) zjist́ıme,
že v bodě A nastává vázané lokálńı maximum.

c) f(x, y) = x2 + 2y2 za podmı́nky g(x, y) = x2 − 2x+ 2y2 + 4y = 0;
Výsledek: Stacionárńı body A = [2,−2], pro λ = −2 - lokálńı maximum,

B = [0, 0], pro λ = 0 - lokálńı minimum.
d) f(x, y, z) = z2 + x2 + y2 za podmı́nek x+ y − 3z + 7 = 0, x− y + z − 3 = 0;

Výsledek: Stacionárńı bod A = [0,−1, 2], λ1 = 1, λ2 = −1 - vázané lokálńı minimum.
e) f(x, y) = x+ y za podmı́nky g(x, y) = 1

x2 + 1
y2 − 1 = 0;

Výsledek: Stacionárńı body A = [
√

2,
√

2], pro λ =
√

2 - minimum,

B = [−
√

2,−
√

2], pro λ = −
√

2 - maximum.
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f) f(x, y) = x2 − y2 + 5, vazebńı podmı́nkou je př́ımka daná body A[1, 2] a B[−3, 1].
Výsledek: V bodě S1[ 7

15 , 2] je o. v. l. min.
g) f(x, y) = x2 + 3xy3 − xy, vazebńı podmı́nkou je př́ımka daná body A[0, 0] a B[3, 2].

Výsledek: V bodě S1[0, 0] je o. v. l. min.

h) f(x, y) = x2 + y2, vazebńı podmı́nkou je elipsa g(x, y) = x2

4 + y2 − 1 = 0.
Výsledek: V bodech S1[0, 1] a S2[0,−1] je o. v. l. min,

v bodech S3[2, 0] a S4[−2, 0] je o. v. l. max, ale muśıme rozhodovat podle definice.

5. Určete vázané extrémy funkce:

(a) f(x, y) = 2x+ y + 6 za podmı́nky x2 + y2 − 5 = 0.

[A = [−2,−1] o. v. l. min., B = [2, 1] o. v. l. max.]

(b) f(x, y) = 6 + xy za podmı́nky x− y − 2 = 0. [A = [1,−1] o. v. l. min.]

(c) f(x, y) = x+ 1
2y za podmı́nky x2 + y2 = 1.

[A =
[

2√
5
, 1√

5

]
o. v. l. max.,B =

[
− 2√

5
,− 1√

5

]
o. v. l. min.]

(d) f(x, y) = x2y za podmı́nky y = ex. A = [−2, e−2] o. v. l. max., B = [0, 1] o. v. l. min.]

(e) f(x, y) = 3− x2 − y2 za podmı́nky, která je dána př́ımkou AB, kde A[1, 2] a B[−3,−1].

[[− 3
5 ,

4
5 ] v. l. max.]

(f) f(x, y) = x3 + y2 − xy + 2 za podmı́nky, která je dána př́ımkou AB, kde A[2,−2] a B[2, 3].

[[2, 1] v. l. min.]

(g) f(x, y) = x2 + y2 za podmı́nky x2 + y2 − 2y − 3 = 0.

[pro λ1 = − 3
2 je [0, 3] v. l. max., pro λ2 = − 1

2 je [0,−1] v. l. min.]

(h) f(x, y) = x2 + 2y2 za podmı́nky g(x, y) = x2 − 2x+ 2y2 + 4y = 0.

[[2,−2] v. l. max. a [0, 0] v. l. min.]

(i) u(x, y, z) = x2

a2 + y2

b2 + z2

c2 , a > b > c > 0 za podmı́nky x2 + y2 + z2 = 1.

[[±1, 0, 0] o. v. l. min., [0, 0, ,±1] o. v. l. max. a [0,±1, 0] extrém neńı]

6. Určete globálńı extrémy funkce f(x, y) na množině M :

a) f(x, y) = x2 − xy + y2, M : |x|+ |y| ≤ 1;
Výsledek: Minimum v bodě [0, 0], maximum v bodech [±1, 0] a [0,±1].

b) f(x, y) = x2 + y2 − 12x+ 16y, M : x2 + y2 ≤ 25;
Výsledek: Minimum v bodě [3,−4], maximum v bodě [−3, 4].

c) f(x, y) = x2 + 2xy − 4x− 2y, M : 0 ≤ x ≤ 2, 0 ≤ y ≤ 2;
Výsledek: Maximum v bodech [0, 0] a [2, 2], minimum v bodech [2, 0] a [0, 2].

d) f(x, y) = x2 + y2 − xy + x+ y, M je trojúhelńık s vrcholy [0, 0], [0,−3], [−3, 0];
Výsledek: Minimum v bodě [−1,−1], maximum v bodech [0,−3] a [−3, 0].

e) f(x, y) = y2 − 2y + e−x
2

, M je čtverec o vrcholech [−1, 0], [1, 0], [1, 2], [−1, 2];
Výsledek: Maximum v bodech [0, 0] a [0, 2], minimum v bodech [1, 1] a [−1, 1].

f) f(x, y) = 3− x2 − y2, M je trojúhelńık s vrcholy A[2,−3], B[3,−3], C[2, 4].
Výsledek: G. max. je v bodě [2, 0] a g. min. v bodě C = [2, 4].

7. Určete globálńı extrémy funkce f na množině M :

(a) f(x, y) = x2 − 4x+ y2 − 2y na množině M =
{

[x, y] ∈ R2 : x ≥ |y| ∧ x2 + y2 ≤ 20
}

.

[A = [2, 1], B = [4, 2], C =
[
3
2 ,

3
2

]
, D =

[
1
2 ,−

1
2

]
, E = [0, 0], F =

[√
10,
√

10
]
, G =

[√
10,−

√
10
]
,

g. max. je v G a g. min je v A]

(b) f(x, y, z) = x+ y + z na množině M =
{

[x, y, z] ∈ R3 : 1 ≥ x ≥ y2 + z2
}

.

[A =
[
1
2 ,−

1
2 ,−

1
2

]
, B =

[
1, 1√

2
, 1√

2

]
, C =

[
1,− 1√

2
,− 1√

2

]
, g. max. je v B, g. min. je v A ]

(c) f(x, y) = 6− x2 − y2, M je trojúhelńık 4ABC, kde A[5, 3], B[7,−1], C[5,−1].

[g. max v bodě [5, 0], f(5, 0) = −19 a g. min. v bodě B[7,−1], f(B) = −44]

(d) Určete nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce f(x, y) = xy−x2−y2 +x+y na M tvořené trojúhelńıkem
daným souřadnými osami a tečnou ke grafu funkce y = 4

x v bodě [2, 2].

[[0, 4] a [4, 0] g.min. a [1, 1] g.max.]
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(e) Určete nejmenš́ı a největš́ı hodnotu funkce z = (2x2 + 3y2)e−x
2−y2 na množině M = {[x, y] ∈ R2 :

x2 + y2 ≤ 4}. [[0,±1] g.max. a [0, 0] g. min]

8. Slovńı úlohy na extrémy:

a) Na parabole y2 = 4x nalezněte bod, který je nejbĺıže př́ımce x− y + 4 = 0.
Výsledek: Bod na parabole je [1, 2], bod na př́ımce je [− 1

2 ,
7
2 ].

b) Nalezněte kvádr největš́ıho objemu, jestliže délka jeho úhlopř́ıčky je rovna 2
√

3.
Výsledek: Je to krychle o straně 2.

c) Nalezněte poloměr r a výšku h kužele s největš́ım objemem, aby jeho plášt’ byl roven S.

Výsledek: r =
√
S

31/4
√
π

, h =
√
2S

31/4
√
π

.

d) Určete kvádr, který má při daném povrchu K maximálńı objem.

Výsledek: Je to krychle o straně x =
√

K
6 .

e) Najděte taková čtyři reálná nezáporná č́ısla se součtem h, aby jejich součin byl největš́ı.
Výsledek: x = y = z = u = h

4 .
f) Určete poloměr r a výšku h válce, který má při daném povrchu K maximálńı objem.

Výsledek: h = 2r = 2
√

K
6π .

g) Mezi všemi trojúhelńıky o daném obvodu 2p nalezněte trojúhelńık s maximálńım obsahem.
Výsledek: x = y = z = 2

3p.
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