6. Derivace 6A. Pojem derivace funkce

Verze 6. brezna 2017

6. Derivace

Po limité a spojitosti je derivace dalsim zakladnim pojmem diferencidlnitho poctu. Derivace
funkce f(z) v bodé zg je ¢islo oznacované f'(zy), které vypovida o chovani funkce f(x) v okoli
bodu . Vezmeme-li derivaci f'(x) ve vSech bodech intervalu (a,b), je derivace funkce opét
funkei. Derivace, pokud existuje, je tedy zobrazeni, které funkci f(z) a bodu zq pfiradi ¢islo
f'(x0), piipadné funkci f(x) na intervalu (a,b) pfitadi funkei na stejném intervalu.

6A. POJEM DERIVACE FUNKCE

Geometricky lze tici, derivace funkce v bodé je smérnice tecny ke grafu funkce v tomto bodeé.
Pokud je kladna, funkce v okoli je rostouci, pokud je zaporna, funkce v okoli klesa.

Smeérnice primky je pomér prirustku Ay hodnot zavislé proménné ke prirustku hodnot
Ax nezavislé proménné, tedy tangens orientovaného thlu, ktery svird tecna ke grafu funkce s
,vodorovnou* osou z. Protoze tecnu v bodé neumime vyjadrit pfimo, uvazujeme secny grafu
funkce v bodé a blizkém bodé. Kdyz se tyto body blizi k sobé, secny prechazeji v tecnu.
Konkrétné: v piipadé derivace funkce f(x) v bodé xy vezmeme secnu grafu funkce v bodé zg
a v ,blizkém* bodé = = g + h. Body grafu [zo, f(x0)] a bod [z, f(x)] vlevo ¢ vpravo od xg
urcuji secnu grafu funkce f. Jeji smérnice je podil

Af  f(z) = f(wo)  flzo+h)— f(x0)

Az x—x h ’

kde h = Az. ,Blizi-li“ se x — xg, tj. Az = h — 0, se¢na prechézi v te¢nu ke grafu funkce f(x)
v bodé xy. Existuje-li limita pro h — 0, dostavame smérnici te¢ny, tj. derivaci funkce v z:

Y f(x) Y f(z)

f(z)
Af
// oy T T /T 0 x T T x
Obr. 6.1: Derivace je limita podilu Af : Aw. Obr. 6.2: Pii © — x seny piejdou v tecnu.

Definice 6.1. (Derivace funkce) Necht f(z) je funkce a zq vnitin{ bod definiéniho oboru
funkce f. Derivace funkce f(z) v bodé xq je ¢islo oznacované f’(zg) rovné limité

Fog) — tim 1) = 1(E0)

T—T0 T — 2o

Pokud tato limita (kone¢nd) existuje, fekneme, ze funkce f ma v bodé x( derivaci.
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6. Derivace 6A. Pojem derivace funkce

Derivaci oznacujeme ,jménem* funkce s apostrofem, napiiklad f’, nebo ve tvaru zlomku se
symboly d a ,jmény“ funkce a proménné, podle které se derivuje. Podobné jako u funkce
pripojujeme bod, ve kterém derivaci uvazujeme:

! df ! —_
f =1 f(l"o):@(%)-

Poznamky 6.2.

(a) V obrézcich se kresli obvykle h > 0, tj. z > x. V definici v8ak vyzadujeme existenci limity
oboustranné, proto stejnou limitu vyzadujeme i pro h zdporné jdouci k nule zleva.

(b) Derivaci funkei po fadé g(x), h(zx), F(z), ®(z) v bodech z,a,3, 7 zna¢ime

dg dh dF do

g/(x)a h/(a)v F/<3)7 (I)/(W) nebo —({E), @(a)v 5(3)7 E

1 (7).

(c) Pokud p(s) je funkce proménné s potom v bodé s = ¢ derivaci zapiseme p'(c) = %(c).
Ve fyzice proménna ¢t mé obvykle vyznam casu. Derivace podle casu t se pak misto apo-

. o . . — d
strofu casto oznacuje teckou: p(t) = £ (1).
(d) V definici vyraz x — zo ve jmenovateli muzeme piepsat pomoci proménné h = x — g — 0:
d h) —
f/(xO) = _f(xo) = lim f(l’o + ) f(ZE())

dx h—0 h

Derivaci funkce f(z) v bodé xy nebo z lze ekvivalentné definovat limitami

f(ao) = i HO T Z I gy gy TN ZT),

h—0 h ’ h—0

h(2+1t) — h(2)

a derivace napiiklad funkce h(z) v bodé 2 je A/(2) = lim

t—0

(e) Pokud limita neexistuje nebo neni konecnd, fikdme, ze derivace neexistuje.

V pripadé funkce absolutni hodnoty, viz Obr. 6.3,

4 _Jx proz>0 \y
foy =l ={ Ptz : g
oboustrannd limita limy_,g ! (h);f ©) neexistuje,
protoze jednostranné limity existuji, ale jsou
ruzné: limita zleva je —1 a limita zprava 1. Funkce -1 0 I
proto nema derivaci v bodé x = 0. Obr. 6.3: Funkce f(x) = |z|.
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6. Derivace

6A. Pojem derivace funkce

(f)

Také funkce odmocniny prodlouzend na lichou
funkci, viz Obr. 6.4,

F() = sgn(e) /o] = {

T2 pro x >0,

1
—|xz|z2 pro z <O0.
v nule nema derivaci, protoze limita

f(h) = f(0)
h

bz 1
= 111 = 0
|| h=0|h)3

= lim
h—0

lim
h—0

sice existuje, ale neni konec¢na.

Zajimava je funkce f(x) = x?- D(z), viz Obr. 6.5,
s Dirichletovou funkei D(x)

22
0
Tato funkce je spojita v xg = 0 a podle definice ma

v nule 1 derivaci rovnou nule. V ostatnich bodech
Spojitd neni a nema tam ani derivaci.

pro x racionalni
pro z iraciondalni.

f(w) = a* D(x)

v\ sgn(x)|x|2

—1
Obr. 6.4: Odmocnina prodlouzena
na lichou funkei.

2% D(z) *

Obr. 6.5: Funkce, kterda ma v bodé
nula derivaci rovnou nule.

x

Jestlize funkce f(z) ma v bodé derivaci, je v tomto bodé spojita. Tvrzeni plati, protoze

v definici derivaci vyzadujeme limitu kone¢nou.

Pokud je limita v definice derivace
nekonecnd, funkce muze byt spojitd,
jako v druhém prikladu Poznamky 6.2
(f). Muze ale byt i nespojita, napiiklad
funkce znaménka sgn(x) nebo funkce

Y Y

sgn(z)(1 + |x|Y/?), viz Obr. 6.6, které
jsou nespojité v bodé nula.

Pokud bychom (jako nékteii autoii)
pripustili nekone¢nou limitu v definici
derivace, potom by funkce majici (ne-
konecénou) derivaci v bodé by v tomto
bodé nemusela byt spojita.

Obr. 6.6: Nespojité funkce s nekone¢nou ,,derivaci“

Jesté typografickd poznamka. Symbol d se tiskne v tzv. antikvé, tj. stojatym (romanskym)
pismem podobné jako funkce napf. sin, cos, aby se odlisila od proménnych, které se pisi
v tzv. matematické italice, tj. kurzivé. Napi. tg je funkce tangens, ale tg je soucin

proménnych ¢ a g. Vysazime-li e neni to derivace, ale podil, ktery je roven o

Dosud jsme mluvili o derivaci v jednom bodé. Pojem derivace rozsitime na pojem deri-
vace na otevieném intervalu. V pfipadé uzavieného intervalu I = (a,b) musim doplnit pojem
jednostranné derivace zleva a zprava, kdy limita definujici derivaci je pouze jednostranna:
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6. Derivace 6A. Pojem derivace funkce

Definice 6.3. (Derivace funkce na intervalu)

Rekneme, Ze funkce mé derivaci na intervalu I = (a,b), ma-li derivaci v kazdém bodé tohoto
intervalu. Derivace funkce na intervalu je opét funkce s hodnotami derivace v kazdém bodé
intervalu. O takové funkci fikame také, ze je diferencovatelna.

Rekneme, ze funkce f () ma v bodé zy derivaci zprava, piipadné zleva, jestlize existuji jed-
nostranné limity

x)— f(z x)— f(z
o) = m L@ I@) L @) = S
x—z0+ T — Xg TT0— T —Xo
Rekneme, ze funkce f(z) ma derivaci na uzavieném intervalu I = (a,b), pokud ma jedno-
strannou derivaci zprava v bodé a, derivaci zleva v bodé b a (oboustrannou) derivaci v kazdém
vnitinim bodé intervalu (a, b).

Piiklady 6.4.

(a) Derivace konstantni funkce f(x) = ¢ je nulova funkce. Skutecné,

o f@Ah)—f@) L e—c 0
/(@) = lim h R L s

(b) Spocitejme derivaci f(x) = 2. Pomoci vzorce A? — B? = (A — B)(A + B) dostdvdme:

;. (x+h)yP—a2*  (e+h—x)(e+h+x) B
R h =i =2

(c) Spocitejme derivaci f(x) = 2. Pomoci vzorce A>— B3 = (A— B)(A?+ AB+ B?) dostavame:

3_ .3 2 2
lim (x+h)y—e =lim M@+ h) + @+ h)o+ o) =lim((z+h)*+ (z+h)r+2?) = 32°.
h—0 h h—0 h h—0

(d) Definice derivace funkce f(x) = 1/z déva

liml L1 —mqw—liml_—h——lim;——i—(—l)x*2
soh \z+h x) w0 ha(z+h)  hsohax(z+h)  wsox(z+h) 2 '

(e) Pro derivaci odmocniny f(x) = +/x dostdavdme podobny vysledek. Zlomek rozsiiime
vyrazem v/ + h + /x a vzorec (A — B)(A + B) = A? — B? dava

.. Vr+h—\x Jr+h+Jxr r+h—x
[\/E] = lim : = lim
h—0 h Vo +h+x =0 h(Vr+h+4/7)

1 1
lim = .
=0T +h4+z  2VT

Vysledek lze zapsat ve tvaru [#2) = s 3.

V pifkladech jsme spocitali derivaci funkce 22,2°, L =27t a oz ==

lze shrnout do jednoho vzorce:

/2 Vgechny tyto piipady
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6. Derivace 6A. Pojem derivace funkce

Véta 6.5. Derivace mocniny 2” je p-2P~! v bodech, kde je dané funkce definovand, tj. obecné
[zP] = p - 2P~ x € (0,00) pro vsechna p € R,
pticemz v piipadé p =0, 1,2, 3, ... vzorec plati pro viechna = € (—o0, 00),

v piipadé p = —1, -2, -3, ... vzorec plati pro vSechna x € (—o00,0) U (0, 00),
v ostatnich pripadech vzorec plati jenom na intervalu (0, 00).

Dikaz. Pro p = 2,3, —1 jsme vypocty provedli v predchozich ptikladech. Pro celd kladnd p = n
je dukaz zalozen na vzorci a” — 0" = (a — b)(a™ ' +a"2b+ -+ ab"? 4+ b" 1), ktery déva

(z+h)"—a"=(@+h—2)((z+h)" " +(@+h)" s+ -+ (x+h)2" > +2"") .

Clen x4+ h —x = h se zkrati s h v jmenovateli a pro h — 0 druh4 zévorka m4 za limitu n- 2" 1.

Dukaz pro zaporna cela p lze udélat podobnymi triky. Pro racionalni p se zlomek rozsiti
jako v ptipadé odmocniny. Ptipad iracionédlnich p lze odvodit pomoci spojitosti nebo pomoci
derivace exponencialni a logaritmické funkce 2P = e™(**) = eP"® které odvodime pozdéji. [

Derivace druhého radu a vysSich radua

Pokud funkce ma derivaci ve vSech bodech intervalu, tato derivace tvori funkci na intervalu a
tuto derivaci lze opét znovu derivovat v bodé, pripadné na intervalu. Timto zpusobem zavadime
derivace vyssich radu.

Definice 6.6. (Derivace vyssich fadi) Necht funkce f(z) mé derivaci f'(z) v kazdém
bodé néjakého okoli bodu zy. Potom druhd derivace funkce f(z) v bodé xq je limita

f" (o) = lim f'(@) = f'(z0) . f'(o + h})L — f'(z0) ‘

T—T0 xr — X h—0

2
Vedle oznaceni f”(x() se uziva i oznaceni ﬁ(xo).
x

Pokud druhd derivace f”(z) existuje v kazdém bodé intervalu (a, b), tyto derivace tvoii novou
funkei zvanou druhd derivace funkce f(z) na intervalu (a,b).

Necht funkce f(z) mé druhou derivaci f”(x) v kazdém bodé z néjakého okoli bodu zy. Potom
treti derivace f”'(x) funkce f(z) v bodé zy je limita

) = i LD =) o ) )
v T—T0 9 = xo h—0 h ’
3
Vedle oznaceni ["'(zq) a T (z0) se uzivd ioznaceni f©) (1), kde fad derivace se oznacuje
x

¢islem v zavorce, aby se derivace odlisila od mocniny funkce.

Pokud treti derivace existuje v kazdém bodé intervalu (a, b), tyto derivace tvoii novou funkci
zvanou tteti derivace funkce na intervalu (a, b).

Takto lze definovat dale derivaci ¢tvrtou, patou, atd.:
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6. Derivace 6A. Pojem derivace funkce

Necht funkce f(z) ma k-tou derivaci f*)(z) v kazdém bodé x néjakého okoli bodu g, potom
(k + 1)-derivace funkce f(x) v bodé ¢ je limita

f(k+1)($o) = lim f(k')(x) = (z0) = lim S (zo+h) - f(k)@()) )

T—T0 xr — X h—0 h

Mnozinu funkef s derivacemi do faddu k (véetné) na intervalu I se oznacuje C*(7).

Poznamky:

(a) Zduraznéme, ze nutnou podminkou druhé derivace v bodé z je existence prvni derivace
v néjakém okoli bodu z. Podobné pro existenci derivace fadu k + 1 v bodé x je nutné,
aby existovala derivace k-tého tadu (a vSech fadu nizsich) v okoli tohoto bodu.

(b) Pokud funkce mé prvni derivaci jenom v jednom bodé, druhd derivace v tomto bodé uz
nen{ definovand. Napiiklad funkce z? - D(z) ma prvn{ derivaci (rovnou nule) jenom v
bodé 0, druhou derivaci uz nema v zadném bodé.

(¢) Funkce mocniny P maji derivace vsech tadu, napiiklad pro p = 3 je

[ZE3], _ 3%2 ’ [I3]” _ [3 LUQ], _ 61‘, [ZE3]W = [Z_S](S) _ 6, [13](4) _ 07

(d)  Funkce muze mit derivaci k-tého Fadu a derivace fadu k41 uz nemusi existovat. Napiiklad
funkce f(x) = |23| = sgn(z) 2® m4 derivaci prvntho fadu f'(z) = 322 sgn(z), druhého
fadu f”(x) = 6 |x| = 6 x-sgn(z) ale v nule uz nemd derivaci tretiho fadu, protoze v bodé
nula sice existuji jednostranné limity, jsou vSak ruzné.

(e) Funkce 2P pro p =0,1,2,3,... maji derivace vSech fadu na celém R, od fadu p+ 1 jsou
uz vsechny dalsi derivace nulové. Naproti tomu pro ostatni p funkce zP mé na (0, co)
derivace vsech radu, které jsou vsak vSechny navzajem ruzné.

(f) Existuje jenom jedna skupina funkci, které maji derivace vsech tadu, a které se pri
derivovani neméni. Jsou to ndsobky funkce exponencidlni f(z) = ce®, kde ¢ je libovolna
konstanta. Tyto funkce (jak dokdzeme v piistim odstavci) maji vsechny derivace stejné
[ce®]®) = e, Mezi nimi je i funkce nulovd, jejiz véechny derivace jsou také funkce nulové.
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6. Derivace 6B. Vypocet derivace

6B. VYPOCET DERIVACE

V ptedchozich prikladech jsme pocitali derivaci funkei pifimo podle definice tim, ze jsme pocitali
limitu z definice derivace. Protoze tento ptistup je narocny, pouzijeme obvykly matematicky
pristup, ktery spoc¢iva v tom, ze uréime derivace elementarnich funkei a pomoci uréitych pravidel
derivaci dané funkce prevedeme na derivace elementarnich funkci, které uz derivovat umime.

Zakladni pravidla derivovani

Mezi zékladni pravidla patti derivace skalarniho nasobku, souctu a rozdilu funkci, soucinu
a podilu funkci. Derivovani je operace linearni ve smyslu, ze derivace nasobku, souctu i rozdilu
funkci je nasobek, soucet a rozdil derivaci. Skutecné, s vyuzitim definice derivace a pravidel pro
pocitani limit muzeme odvodit pravidlo o derivovani nasobku funkce:

[C'f(l")]lzlimC'f(erh)_C'f(ﬂ?) :hmc.f(IJrh)—f(x)

h—0 h h—0 h

=c- f'(x).

Podobné odvodime pravidlo o derivaci sou¢tu funkeci. Preskupenim ¢lenu a rozdélenim limity
na soucet dvou limit dostavame tvrzeni:

[f(2) + g(z)] = lim fle+h)+g9(@+h) - (f(z)+9(z) _

h—0 h
o @) = F@) + (gt h) —glx)
h—0 h
 (fe+h) = flx) . gl@e+h)—glx) ,
= lim h + lim T (@) 4+ /(@)

Pravidlo o derivovéani rozdilu funkeci lze odvodit analogicky, plyne vsak z predchozich tvrzeni
zapiseme-li rozdil f(z) — g(x) jako f(x)+ (—1) - g(z). Odvodili jsme nasledujici tvrzeni:

Véta 6.7. (Derivace nasobku, sou¢tu a rozdilu funkci)
Bud ¢ € R a f(z), g(z) realné funkce, které maji v bodé z derivace f'(x) a ¢'(z). Potom plati:

[f(z) + g(2)] = f'(z) + 4'(z),
[f(z) = g(2)] = f'(z) — ¢ (2).

Pokud funkce f(x) a g(x) maji derivace ve vsech bodech néjakého intervalu, potom uvedené
rovnosti plati na celém intervalu.

Pravidlo, ze limita sou¢inu funkci je soucin limit funkei vsak pro derivace neplati, derivace
soucinu funkci neni soucin derivaci. Pravidlo pro derivaci sou¢inu dvou funkci je slozitéjsi.
Definice derivace dava:

@) gt = g [E D9 T B 1) )
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6. Derivace 6B. Vypocet derivace

v Citateli zlomku ubereme a pridame vyraz f(z) - g(z + h)

i @) (e W)= F (@) - gla+ ) f(@) g+ 1) = (@) g(a)
h—0 h

Y

vytkneme spolecné ¢leny

g @) — @) g+ ) 4+ £ @) - [gla + B) — g(x)]
h—0 h

?

vyuzijeme pravidla o limité souctu a souc¢inu dvou funkei a prejdeme k limitam:
h) — h) —
= i PEFMZID g0 ) 4 ) i SEE =IO i) 400 4 f(0)- ).

h—0 h h—0 h
Odvodili jsme pravidlo: Derivace souc¢inu dvou funkei je derivace prvni funkce nasobena druhou
(nederivovanou) funkei plus prvni funkce (nederivovand) nasobena derivaci druhé funkce:

Véta 6.8. (Derivace soucinu funkci)

Bud f(x) a g(z) realné funkce, které maji v bodé = derivace f'(x) a ¢'(x). Potom plati:

[f(z) - g(@)] = f'(2) - g(x) + f(=) - g'().

Pokud funkce maji derivace na intervalu I = (a,b), potom rovnost plati na celém intervalu.

Poznamky:

(a) Jako cviceni opakovanym pouzitim pravidla odvodte derivaci souc¢inu t¥{ funkef:
[f(@) - g(a) - h(x)] = f'(x) - g(x) - h(z) + f(x) - ¢ (x) - h(z) + f(z) - g(z) - (@)

(b) Konstanta je také funkce, takze derivace sou¢inu konstanty a funkce lze provést také jako
derivace soucinu funkci. Protoze derivace konstanty je nulovd, vysledek vyjde stejné, jen

vvvvvv

Zbyva odvodit derivaci podilu dvou funkeci. Zde musime predpoklddat, ze limita funkce g(x)
je v bodé x ruznd od nuly. Potom funkce g(z) je ruzna od nuly i v néjakém okoli bodu z. Opét
podle definice derivace a rozdilu zlomku plati:

{Lﬂr)}’ i {f(fﬂrh) B f(x)l _ iy L@ Ng(@) — f2) gz +h)
g9() glx+h) g(x)] hr-0 h-g(x+h)-g(x)

b0 h
v ¢itateli zlomku ubereme a pfiddme vyraz f(x) - g(x)

i @ W@ (@) - gw) +1(x) - g(a) = () - gla+h) _
" hg(w+h) - g(w)
vytkneme spoleéné ¢leny a vyuzijeme vlastnosti limit a prejdeme k limitdm

[f(x+h) = f(@)]-g(x) + f(x) - [9(x) — g(x + )]

=i hg(z+h)-g(x) -
L 1 1 . fle+h) - f2) gla+h)—g(x)] _
YN O N 9(@) = flw) - Jim == =
@) g(@) ~ f(2) - g(a)

g(@)?
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6. Derivace 6B. Vypocet derivace

Odvodili jsme pravidlo, ze (pro nenulovy jmenovatel) derivace podilu dvou funkei je rovna
derivaci ¢itatele ndsobené (nederivovanym) jmenovatelem minus (nederivovany) ¢itatel ndsobeny
derivaci jmenovatele, vie délené druhou mocninou (nederivovaného) jmenovatele.

Véta 6.9. (Derivace podilu funkci)

Bud f(z),g(z) realné funkce, které maji v bodé z derivace f'(x), ¢’ ()
a jmenovatel g(x) je ruzny od nuly. Potom plati:

[f(x)}' _ ['(=) - g(x) = f(z) - g'(x)
g(x) g ()] '

Pokud obé funkce maji derivace v néjakém intervalu, pficemz v celém intervalu plati g(x) # 0,
potom rovnost plati v celém intervalu.

Derivace goniometrickych funkci

Derivace funkce sinus Vyuzitim vzorce pro rozdil sinu —sinv = 2cos “T” - sin 45~
a z definice derivace plyne

, . hY  wip b i
sin(z + h) —sinx . 2 cos (ac + 5) sing i cos <x n ﬁ) . S
h h—0

sin x g lim = l1m
[ ]
h—0 h h—0

Prvni limita je rovna cosx. Druhd, diky limité lim, ,o *>* = 1, kterou jsme dokézali na konci

predchozi kapitoly, je rovna jedné. Ukazali jsme, ze [sin x| = cos z.

Derivace funkce kosinus Pomoci vzorce cosu — cosv = —2sin UZﬂ -sin “5* ;7 definice
derivace a preskupenim ¢lenu dostavame
. h . h .
;.. cos(x+h)—cosx . —2sin (ZE+ 5) - sin 5 L hY .. sm’—zZ
[cosz]” = lim = lim = —limsin | # + & ) -lim ——=.
h—0 h h—0 h h=0 h=0 3
Prvni limita je rovna — sinz, druhd je rovna jedné, odkud plyne [cosz] = —sin .

Poznamenejme, ze derivace funkci sinx a cosx lze odvodit také pomoci znaméjsich vzorcu
sin(x 4+ y) =sinxcosy + cosxsiny a cos(z +y) = cosxcosy — sinzsiny,
da to vsak ,vice prace".

Derivaci funkce tangens dostaneme pomoci pravidla pro derivaci podilu funkei:

cos? cos? cos?z

, sinz]’  [sinz] -cosx —sinz - [cosz)  cos®z + sin’zx 1
b ] = cosz| -

Derivaci funkce kotangens dostaneme podobné

[cotg z] =

- 2 - 2 )

[cos ZE} ' Jeosx] -sinx —cosw - [sinz] —sin®x — cos’x 1
sin® x sin” x sin

sin x T

Odvodili jsme nésledujici vzorce pro derivace goniometrickych funket:
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6. Derivace 6B. Vypocet derivace

Véta 6.10. (Derivace goniometrickych funkci) Plati

[sinz] =cosz a [cosz] = —sinx pro kazdé z € R,
1
tga] = ——  pro kazdé x # (2K + 1)% =(k+i)r, kez,
1
[cotg 2]’ = o, Pro kazdé x #kn, ke Z.

Pravidlo pro derivaci slozené funkce

Meéjme funkei g(z) na intervalu (a,b) s hodnotami na intervalu (A, B) a funkci F'(§) na
intervalu (a, 8). Pokud obor hodnot H(g) = (A, B) je ¢asti definiéniho oboru (o, 8) funkce F,
1ze tyto funkce slozit. Dostavame funkci slozenou ® = F o g : (a,b) — R definovanou

®:x e (a,b)— (Fog)lx)=F(g(x)) eR.

Predpokladejme, ze funkce g(z) neni konstantni v okoli bodu z, tj. g(x +h) # g(x) pro vSechna
h # 0. Potom zlomek v definici derivace slozené funkce rozsitime vyrazem g(z + h) — g(x)

Flg(x+h)) - Fg(x))

[(Fog)(@)] = [Flg())] = lim ) _
— lim Fg(z +h)) — F(g(z)) g(z+h)—g(z)
h—0 gz +h) —g(x) n

a rozdélime na soucin dvou limit. Druhd limita limy_, w je definice derivace ¢'(x).

Diky spojitosti funkce g(z) pro h — 0 plati také g(x + h) — g(z). Oznaéime-li g(z + h) =€ a
g(x) = &, prvni limitu lze prepsat

Pl h) ~ Flg@) _ | F() -~ F(&)
-0 gz +h)—g(z) =6 =&
V piipadé, ze funkce g(x) je konstantni, plati ¢’'(x) = 0 a odvozeny vzorec plati také. Odvodili

jsme, ze derivace slozené funkce je derivace vnéjsi funkce v hodnoté vnitini funkce nasobena
derivaci vnitini funkce:

= F'(&) = F'(g(x)).

Véta 6.11. (Derivace slozené funkce) Necht funkce g(z) mé derivaci v bodé = a funkce
F(§) derivaci v bodé & = g(x). Potom slozena funkce (F o g)(z) = F(g(r)) mé derivaci
v bodé x a plati

F(g@)] = Flg(a)) -g'(x) neboli 22D ) = W g0y

Necht g(z) je funkce definovand na intervalu (a, b). Je-li obor hodnot funkce g(x) podmnozinou
definiéniho oboru funkce F'(€) a obé funkce jsou diferencovatelné, uvedend rovnost plati na
celém intervalu (a, b).

Opakovanym uzitim pravidla o derivaci slozené funkce dostaneme pro derivaci funkce
slozené ze tif nebo ¢tyt funkef (které lze slozit a kazdou lze derivovat):

[(g(f(@)))]" = W (g(f(2)) - g (f(2)) - f' (=),
fa(fs(L(i@))]) = filfs(f(h(@) - (f(Al@) - f(AE) - fil@).
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6. Derivace 6B. Vypocet derivace

Vyuziti pravidla. V kazdém z prikladu si uvédomte, ktera funkce je vnitini a kterd vnéjsi:

(a) [sin(2?)]" = cos(a?) - (22)

(b) [cos®z] = [(cosz)?] = 2cosz - (—sinz)
() (2z+ 1)1 =100(2x + 1)% - 2z + 1] = 100(2z + 1)% - 2
(d) Derivace funkce slozené ze tif (vnitinf z — 1, prostredn{ z — sinz a vngjsi £ — &£3):

« Q)] <[ ()] -0 () () (2)

Derivace exponencialnich a logaritmickych funkci

Derivace exponencidlni funkce se zdkladem e plyne pifmo z limity lim,_,o <= = 1, kterou
jsme dokazali na konci predchozi kapitoly:
z+h .7 z ,  h h_ 1
o —Qim e % im % 7% e im & — "
SR e L

V pifpadé obecné exponencidlni funkce se zdkladem a > 0 polozime a = e™¢ a pouzijeme

pravidlo pro derivaci slozené funkce

[al’]' = [(eln“)x], = [elna'ﬂ/ = emaer. na-z) = e . lng =a"-Ina.

Véta 6.12. (Derivace exponencidlnich funkci) Pro a > 0 a vSechna redlna x plati:

[e*] = e”, [a®] = e"™% . Ina =a” - Ina.

Derivace prirozeného logaritmu Inx = log, = se obvykle odvozuje jako derivace funkce in-

verzni k funkci e”, lze ji vSak odvodit i pfimo pomoci limity lim, ., w = 1, kterou jsme
dokazali na konci predchozi kapitoly. Pomoci rovnosti
In(z+h)=In(z-(1+2)=Inz+mn(l+2)
muzeme vyraz v definici derivace upravit na tvar
, . In(x4+h)—Inz , Imz+h(l+2)-Inz  Wn@l+2) 1 1
Inz] = lim = lim = =lim ———& . — = —,
h=0 h h—0 h h—0 b r

vyuzili jsme pfitom vyse uvedenou limitu s proménnou 2 .
x

Derivace logaritmické funkce se zakladem a plyne ze vztahu log, v = ﬁ Inx. Protoze Ina

je konstanta, plati [log, 2]’ = hmx Odvodili jsme tvrzeni:

Véta 6.13. (Derivace logaritmickych funkci) Pro a € (0,1) U (1,00) a z € (0, 00) plati:
1

Ina-x’

1
Inz)] = — ] =
lnal'=—,  [log,q]

Poznamky:

(a) Za zaklad ptirozenych logaritmu byla zvolena konstanta e pravé proto, aby pii derivovani
platilo [e*]) = e”.
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6. Derivace 6B. Vypocet derivace

(b)  Podivejme se na derivovan{ funkei typu [f(z)]9®). Pouzitim pravidel pro derivace slozenych
funkci dostavame:

(i) pokud je exponent g(z) konstantni, vyraz derivujeme jako obecnou mocninu:
(f(x) >0 a g(zx) = p libovolné)

(ii) pokud je exponent zavisly na x, funkci vzdy prevedeme na tvar s exponencialni
funkei. V piipadé a?@® (a > 0, g(x) libovolné)

[ag(:c)}/ — [elna-g(x)]/ — ag(ﬂf) -lna - g/(w) s

(iii) v obecném piipadé (f(x) > 0 a g(x) libovolné)

[#a) = [ ) = fapte - (LD g(a) 4 (7)o @)

(c) Napifklad [2*] = [e**] = e*™*(1 - Inz 4+ 2-1) =2 (nz+1).
d) Nyni mizeme odvodit derivaci obecné mocniny P pro iracionalni p. Bud z > 0. Potom
y y p p

[mp]/ _ [elnxp}/ _ [eplnx}/ _ eplnCC . [p lnx]’ — mppi — pxp_l )

Derivace inverzni funkce

Bud y = f~!(x) funkce inverzn{ k funkci z = f(y). Derivovanim slozené funkce f o f~!
davajici identitu f(f~*(z)) = = dostdvdme vyraz

U @) =7 @) - (7 (@)

ktery se rovna jedné, protoze 2’ = 1. Pokud derivace (f'(f~*(z)) je nenulovd, muzeme vyjadrit
derivaci inverzn{ funkce f~!(x) pomoci derivace puvodni funkce f(y), ale v bodé y = f~(x).
Odvodili jsme tak tvrzeni:

Véta 6.14. (Derivace inverzni funkce) Bud y = f~!(x) funkce inverzni k prosté funkci
x = f(y). Potom plati

Aplikujme vétu na funkci y = f~!(z) = Inz inverzni k funkci x = f(y) = e¥ s derivaci
f'(y) = €. Derivovanim rovnosti " = x dostdvdme e™? - [Inz]’ = 1, odkud plyne

[lnﬁlf]/ = elnx = 5’

coz je v souladu s Vétou 6.13.
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6. Derivace 6B. Vypocet derivace

Derivace cyklometrickych funkci

Cyklometrické funkce arcsin x, arccos x, arctg x, arccotg x jsou funkce inverzni ke goniomet-
rickym funkei sin z, cos z, tg z, cotg x. Jejich derivaci urc¢ime pomoci predchozi véty.
Funkce arkussinus y = f~!(z) = arcsinz definovand na (—1,1) je inverzni k funkci
r = f(y) =siny na intervalu (—%,%). Jeji derivace je
1 1

. I =
larcsin x| = sin’(arcsinz)  cos(arcsinz)

Abychom mohli vy¢islit cos(arcsin ), musime vyjadrit funkei cosz pomoci sinz. Z rovnosti

sin’y + cos’y = 1 plyne |cosy| = /1 —sin’y. Na intervalu (—%,%) je cosy kladny, proto
cosy = \/1 —sin?y a diky rovnosti sin(arcsin x) = = pro x € (-1, 1) plati
Y 1
larcsinz| = —— re(—1,1).

V1—22’

Funkce arkus kosinus y = f~!(x) = arccosz definovand na (—1,1) je inverzn{ k funkci
x = f(y) = cosy na intervalu y € (0, 7). Jeji derivaci lze spocitat podobné jako derivaci
funkce arcsinx. Rychlejsi je vSak vyuzit vztahu arcsinz + arccosz = 7, odkud ihned plyne
[arccos 7] = — [arcsin 2], tedy
/ 1
larccos x] = ——— re(—1,1).

V1—22’

Funkce arkustangens y = f~'(z) = tgz definovana na (—oo,00) je inverzni k funkci
r = f(y) = tgy na intervalu y € (=%, 5). Jeji derivace je
1 1

[arctg z] = te (arctg 2) = - = cos*(arctg x) .

cos? (arctg )

Abychom mohli vyé¢islit cos(arctg x), musime vyjadfit funkei cosy pomoci tgy. Pomuzeme si

geometrii pravouhlého trojihelnika AABC. Ve standardnim oznaceni je cosa = LC’ Zvolime-li
. b

b=1,plati a=tga a c=+va>+b = \/tg’a+1. Proto cos’a = (3)* = pouyy- Vzorec

vSak plati pro libovolné y, jak ovéiime vypoctem:

1 1 1 cos? y )
= — = — = — = COS .
tg?y + 1 i(‘j;zz +1 —Smi%;gc;s2 v sin®y 4 cos?y /

Diky rovnosti tg (arctg x) = = dostavame derivaci funkce arctg x:

[arctg z] = ol x € (—00,00).

Derivaci funkce arkus kotangens y = arccotgx lze spocitat podobné, ale jednodussi je

vyuzit vztahu arctg x 4 arccotgx = 7, odkud plyne [arccotg r] = — [arctg 2], tedy
[ tgz] = —71 (— )
arccotg x r € (—00,00).
& 22417 ’
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6. Derivace 6B. Vypocet derivace

Odvodili jsme vzorce pro derivaci cyklometrickych funkei:

Véta 6.15. (Derivace cyklometrickych funkci)
Y 1 7 1
[arcsin z|” = Wit z e (-1,1), larccos 2| = gt ze(-1,1),
/ ]- / 1
[arctg 2] = o z € (—00,00), larccotg x] = R z € (—00,00).

Poznamka: Funkce arcsin x a arccos x jsou definovany na uzavieném intervalu (—1, 1), derivaci
vsak maji jen v otevieném intervalu (—1,1). Tato derivace ma v krajnich bodech intervalu
nekonecné jednostranné limity

lim [arcsinz] = oo, lim [arcsinz] = oo,
r——1+ T—1—

lim [arccosz] = —o0, lim [arccosz] = —o0.
z——14 z—1—

Derivace hyperbolickych funkci

Pro tuplnost doplime jesté derivace hyperbolickych funkeci. Snadno lze spocitat derivace
hyperbolického sinu i kosinu. Funkce jsou definované na celém R vztahy

ef — g% e® e 7
sinhr = ——, cosh:zc:Jr—
2 2
Pomoci vzorecku [e*] = e a [e7*] = —e™* dostdvame
/
. e’ —e™" e’ +e " e’ +e " e’ —e" .
[sinh 2]’ = [ 5 } =G = coshz, [coshz] = { 5 } == = sinhz .

Hyperbolické funkce tgh z a cotgh x jsou definovany podobné jako goniometrické tg x a cotgx:

sinh x ¥ —e* coshx e*+4e?*
tghox = = , TR, cotghxr = — = , zeR, x#0.
& coshx e*+4e® & sinhx e*—e® 7

Derivace funkce tgh = lze spocitat primo derivovanim exponencialni funkce

frah 2]’ — _ﬂ]/ _ (e® +e7%)% — Ee:r —e®)? _ 4 — 1 7
et +e? (e + e~7)2 (e +e )2  cosh’z
nebo pomoci odvozené derivace sinhz a coshz a vztahu cosh’z — sinh?z = 1
frah o] = _sinha:]/ _ cosh? —2si1r1h2 T _ 1 _
| cosh cosh” z cosh”x

Derivaci cotgh z spocitejte jako cviceni sami. Odvodili jsme vzorecky, které jsou velmi podobné
vzorcum pro derivace goniometrickych funkei

Véta 6.16. (Derivace hyperbolickych funkci)
[sinhz]' = coshz, 2z € (—o0,00), [coshz] =sinhz, 2z € (—o0,00)

1

)
cosh?x

1
[tghz] = x € (—00,00), [cotghz] = Soey T € (—00,0) U (0,00).
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6B. Vypocet derivace

Souhrn pravidel derivovani funkci

Jednotlivé ,zakladni“ funkce lze spojovat pomoci nékolika operaci: skalarni nasobek, soucet,
rozdil, sou¢in a podil funkci, navic funkce lze skladat. Pritom je tifeba si uvédomit, jak jsou
jednotlivé funkce a operace do sebe vlozeny, ktera je vnitini a kterd jsou vné;jsi.

Véta 6.17. (Zakladni pravidla derivovani kombinace funkci)

e f@) =c- f(2),
[f(z) £ g(@)]' = f'(2) £ 4 (2),
[f(z) - g(@)] = f'(2) - g(x) + f(2) -

L)) _ 1e)-560 o) sc
(@) P /
[Flg(a)] = F(g(w) o) neboli 22D 0) = T(g(a)

Derivace elementarnich funkei jsou v néasledujici tabulce:

Véta 6.18. (Derivace elementarnich funkci)

1 [d=0,
2) [=p-a2*', 2€(0,00), (PER),
3 [ =e", z€(-00,00),
(4) [@*)] =lna-a®*, z€(-00,0), (a>0,a#1),
(5) [Mnz'=1, z>0,
6) [log,z]' ==, >0, (a>0,,a%#1),
(7)  [sinz] =cosx, z € (—00,00),
(8)  [cosx] = —sinz, z € (—00,00),
9) [tgz] = 2=, z#(k+)r, kel
(10)  [cotgz] = — ==, r#kn, kel
(11)  [arcsinz] = \/1177 : re(—-1,1),
(12) [arccos z]' = — 11_902 , r € (—1,1),
(13) [arctg z) = x++l : x € (—00,00),
(14)  [arccotgz] = — =4, z € (—00,00)
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6. Derivace 6C. Dalsi pojmy

6C. DALSI POIMY

Diferencialy funkce

Podle definice je derivace funkce f(z) v bodé xy smérnice tecny ke grafu funkce v bodé z.
Toho lze vyuzit pro napsani rovnice tecny:

Véta 6.19. (Rovnice teény) Necht funkce f(x) mé v bodé xq derivaci f'(zg). Potom tecna
ke grafu funkce f(x) v bodé [zo, f(x0)] ma rovnici

y = f(xo) + f'(w0)(z — x0) .

Derivace funkce f(z) v bodé z je Y /f

¢islo. Naproti tomu diferencial d funkce tecna
fv(x) v bodeé m(v)wje /zolv)/r:j\zenl', které dy = f'(zo) - da
prirustku dx pritadi prirustek dy na |
tecné ke grafu funkce v bodé xzg, tj. — dz
prirustek dz nasobeny hodnotou deri- o t
vace f'(zg), viz Obr. 6.7: Obr. 6.7: Diferenciél je piiriistek funkce na tecné.

Definice 6.20. (Diferencial funkce) Necht funkce y = f(x) m4a derivaci v bodé xy. Potom
diferencidl df funkce f(x) v bodé xy je zobrazeni, které piirustku dz proménné x priradi
prirustek hodnoty dy na tec¢né:

df : dr — dy = f'(zo) - dz  presnéji (df)(zo) dz = f'(z0) - dx.

Poznamky:

(a) Diferencial udéva, o kolik se pfiblizné zméni hodnota funkce f(x), zménime-li proménnou
x o dx. Napiiklad je-li f(x) = sinx, potom df(a) = coszg - dz, konkrétné pro o = 0 a
dz =0,1je df(0) =cos(0)-0,1=1-0,1=0,1.

(b) Casto se diferencidl pise ve tvaru df(zy) = f'(z0)- dz, tj. bez proménné dz. V matematice
se maly prirustek misto dx obvykle oznacuje h:

df(zo)(h) = f'(xo) - .

(¢) Spocitejme napifklad diferencidl funkce f(z) = sinz v bodé zy = Z obecné a pro dz = ;-

A(E) = sl(E)de = cos() - dr = Fodr, AfE) H=F - F.
Druhy diferencial a diferencialy vyssich rada

Analogicky jako prvni diferencidl pomoci druhé derivace zavedeme diferencial druhy. Druha
derivace funkce v bodé (pokud existuje) je ¢islo, zatimco druhy diferenciél je zobrazeni, které
dx = h pritadi druhou derivaci ndsobenou druhou mocninou piirastku dz:
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6. Derivace 6C. Dalsi pojmy

Definice 6.21. (Druhy diferencial funkce) Diferencial d?f funkce f(x) v bodé& zy je
zobrazeni, které ptrirustku dx proménné x priradi ¢islo:

d*f : de — dy = f"(0) - (da)?, t). d*f (o) (dx) = f" (o) - (dz)?.

Poznamky:

(a) Na rozdil od prvniho diferencidlu, druhy diferencidl nelze piimo geometricky popsat.
Pozdéji pomoci prvniho, druhého a dalsich diferencialu zkonstruujeme tzv. Tayloruv po-
lynom, ktery v okoli bodu zy bude aproximovat hodnoty funkce f(x).

(b) Spocitejme druhy diferencial funkce f(r) = sinz v bodé a = § obecné a pro dz = 0.1:
d*f(%) =sin"(5)-(dz)? = —sin (§)-(dz)? = —5(dz)?,  d*f (%) 0,17 = —55 -

Diferencial k-tého fadu v bodé xy je soucin k-té derivace v bodé xg a k-té mocniny da:

Definice 6.22. (Diferencial k-tého fadu) Necht funkce f(x) mé& v bodé zq k-tou derivaci.
Diferencial k-tého fddu d*f funkce f(x) v bodé x¢ je zobrazeni, které pifristku dz ptifadi:

d"f(wo) : dz — dy = fP(w) - (do)*, tj. d*f(xo) dz = f®)(xo) - (da)* .

Diferencidly vyssich fadu vyuzijeme pii aproximaci funkce pomoci Taylorova polynomu.

Véty o stredni hodnoté

Vime, ze funkce f(z) spojitd na intervalu I = (a,b) nabyva vsech hodnot mezi hodno-
tami f(a) a f(b). Specidlné, pokud hodnoty f(a), f(b) maji opacna znaménka, potom existuje
alespon jedno ¢ € (a,b), takové, ze f(c) = 0.

Podobné tvrzeni plati i pro derivaci funkce. Pokud funkce mé derivaci na intervalu (a, b),
ktera je na jednom konci intervalu kladna a na druhém konci zapornd, potom existuje uvnitt
intervalu alespon jeden bod, ve kterém je derivace nulova:

Véta 6.23. (Rolleova véta) Necht f(z) je funkce spojitd na intervalu (a,b), kterd ma
derivaci v kazdém bodé = € (a,b), a navic plati f(a) = f(b).
Potom existuje alespon jedno ¢islo ¢ € (a, b) takové, ze f'(c) = 0.

y y
[(x)
f(x)
— f(@)
[(x)
a a ¢ o bz a et c ca bz
Obr. 6.8: Rolleova véta o nulové derivaci. Obr. 6.9: Lagrangeova véta o stfedni hodnoté.

Vypusténim piredpokladu f(a) = f(b) dostavame nésledujici vétu:

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 17



6. Derivace 6C. Dalsi pojmy

Véta 6.24. (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté) Necht f(z) je funkce spojitd na
intervalu (a, b), kterd ma derivaci v kazdém bodé x intervalu (a, b).
Potom existuje alespon jedno ¢islo ¢ € (a, b) takové, ze

f(b) = fla) = f'(c)- (b—a).

Poznamky:

()

Tvrzeni Rolleovy véty lze charakterizovat také slovy: V intervalu (a,b) existuje bod,
ve kterém je tecna ke grafu funkce rovnobéznd s osou x. Langrangeova véta o stiedni
hodnoté zase tvrdi, ze v intervalu (a,b) existuje bod, ve kterém je teéna ke grafu funkce
rovnobéznd se spojnici bodu [a, f(a)] a [b, f(b)].

Nazna¢me myslenku dikazu Rolleovy véty. Pro konstantni funkci tvrzeni splnuje kazdy
bod intervalu. Pokud funkce f(z) neni konstantni na celém intervalu (a,b), alespon v
jednom vnitinim bodé nabyva své maximum nebo minimum. To je obecnd vlastnost
funkce, ktera je spojitda na omezeném uzavieném intervalu. Protoze funkce ma derivaci v
kazdém bodé, v bodé maxima nebo minima tato derivace musi byt nulova, jak ukazeme
pozdéji. 0

Necht funkce f(z) spliuje piedpoklady Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté. Polozme

f() = f(a)
ﬁ(ay—a).

fr(@) = fz) -
Snadno lze ovéfit, ze plati f*(b) = f*(a) = f(a). Z Rolleovy véty plyne existence ¢ € (a, b)
spliujici

odkud plyne tvrzeni. 0

Pozor, bez predpokladu, ze funkce mé derivaci v kazdém bodé intervalu (a,b), véta
neplati: napiiklad funkce |z| na intervalu (—1, 1) splauje f(—1) = f(1) = 1, ale v zddném
bodé ¢ € (a,b) neplati f'(c) = 0, derivace f’(x), nabyva pouze hodnot 1 a —1, v bodé 0
derivace neexistuje.

Véta o stredni hodnoté je uziteénd v radé aplikaci. Jejim dusledkem je tvrzeni, ze po-
kud f'(xz) > 0 v intervalu (a,b), potom je v tomto intervalu rostouci. Skuteéné, podle
predchozi véty o stiedni hodnoté pro kazdé a < z1 < xy < b existuje £ € (z1,x5), Ze plati

f@e) = fxr) = f/(§) (w2 —21) -

Protoze derivace f'(z) je kladnd ve v8ech bodech intervalu, je kladnd i v bodé £. Diky
r1 < x9 plati proto f(z1) < f(z3). Body z1,z5 byly libovolné, funkce f(x) je tedy
v daném intervalu rostouci.

Podobné 1ze dokazat, ze je-li derivace na intervalu zaporna, funkce je klesajici. 0
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