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6. Derivace
Po limitě a spojitosti je derivace daľśım základńım pojmem diferenciálńıho počtu. Derivace
funkce f(x) v bodě x0 je č́ıslo označované f ′(x0), které vypov́ıdá o chováńı funkce f(x) v okoĺı
bodu x0. Vezmeme-li derivaci f ′(x) ve všech bodech intervalu (a, b), je derivace funkce opět
funkćı. Derivace, pokud existuje, je tedy zobrazeńı, které funkci f(x) a bodu x0 přǐrad́ı č́ıslo
f ′(x0), př́ıpadně funkci f(x) na intervalu (a, b) přǐrad́ı funkci na stejném intervalu.

6A. Pojem derivace funkce

Geometricky lze ř́ıci, derivace funkce v bodě je směrnice tečny ke grafu funkce v tomto bodě.
Pokud je kladná, funkce v okoĺı je rostoućı, pokud je záporná, funkce v okoĺı klesá.

Směrnice př́ımky je poměr př́ır̊ustku ∆y hodnot závislé proměnné ke př́ır̊ustku hodnot
∆x nezávislé proměnné, tedy tangens orientovaného úhlu, který sv́ırá tečna ke grafu funkce s

”
vodorovnou“ osou x. Protože tečnu v bodě neumı́me vyjádřit př́ımo, uvažujeme sečny grafu
funkce v bodě a bĺızkém bodě. Když se tyto body bĺıž́ı k sobě, sečny přecházej́ı v tečnu.
Konkrétně: v př́ıpadě derivace funkce f(x) v bodě x0 vezmeme sečnu grafu funkce v bodě x0

a v
”
bĺızkém“ bodě x = x0 + h. Body grafu [x0, f(x0)] a bod [x, f(x)] vlevo či vpravo od x0

určuj́ı sečnu grafu funkce f . Jej́ı směrnice je pod́ıl

∆f

∆x
=

f(x)− f(x0)

x− x0

=
f(x0 + h)− f(x0)

h
,

kde h = ∆x.
”
Bĺıž́ı-li“ se x → x0, tj. ∆x = h → 0, sečna přecháźı v tečnu ke grafu funkce f(x)

v bodě x0. Existuje-li limita pro h → 0, dostáváme směrnici tečny, tj. derivaci funkce v x0:

x0 x x

f(x0)

f(x)

∆x

∆f

y f(x)

Obr. 6.1: Derivace je limita pod́ılu ∆f : ∆x.

x0 x x x x

f(x)

f(x)

f(x)
f(x)

y f(x)

Obr. 6.2: Při x → x0 sečny přejdou v tečnu.

Definice 6.1. (Derivace funkce) Necht’ f(x) je funkce a x0 vnitřńı bod definičńıho oboru
funkce f . Derivace funkce f(x) v bodě x0 je č́ıslo označované f ′(x0) rovné limitě

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

.

Pokud tato limita (konečná) existuje, řekneme, že funkce f má v bodě x0 derivaci.
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6. Derivace 6A. Pojem derivace funkce

Derivaci označujeme
”
jménem“ funkce s apostrofem, např́ıklad f ′, nebo ve tvaru zlomku se

symboly d a
”
jmény“ funkce a proměnné, podle které se derivuje. Podobně jako u funkce

připojujeme bod, ve kterém derivaci uvažujeme:

f ′ ≡ df

dx
f ′(x0) ≡

df

dx
(x0) .

Poznámky 6.2.

(a) V obrázćıch se kresĺı obvykle h > 0, tj. x > x0. V definici však vyžadujeme existenci limity
oboustranné, proto stejnou limitu vyžadujeme i pro h záporné jdoućı k nule zleva.

(b) Derivaci funkćı po řadě g(x), h(x), F (x), Φ(x) v bodech x, a, 3, π znač́ıme

g′(x) , h′(a) , F ′(3) , Φ′(π) nebo
dg

dx
(x) ,

dh

dx
(a) ,

dF

dx
(3) ,

dΦ

dx
(π) .

(c) Pokud p(s) je funkce proměnné s potom v bodě s = c derivaci zaṕı̌seme p′(c) = dp
ds
(c).

Ve fyzice proměnná t má obvykle význam času. Derivace podle času t se pak mı́sto apo-
strofu často označuje tečkou: ṗ(t) ≡ dp

dt
(t) .

(d) V definici výraz x→x0 ve jmenovateli můžeme přepsat pomoćı proměnné h = x−x0 → 0:

f ′(x0) ≡
df

dx
(x0) = lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
.

Derivaci funkce f(x) v bodě x0 nebo x lze ekvivalentně definovat limitami

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
, f ′(x) = lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

a derivace např́ıklad funkce h(x) v bodě 2 je h′(2) = lim
t→0

h(2 + t)− h(2)

t
.

(e) Pokud limita neexistuje nebo neńı konečná, ř́ıkáme, že derivace neexistuje.

V př́ıpadě funkce absolutńı hodnoty, viz Obr. 6.3,

f(x) = |x| =
{

x pro x ≥ 0
−x pro x < 0

oboustranná limita limh→0
f(h)−f(0)

h
neexistuje,

protože jednostranné limity existuj́ı, ale jsou
r̊uzné: limita zleva je −1 a limita zprava 1. Funkce
proto nemá derivaci v bodě x = 0.

|x|

x−1 10

1

y

Obr. 6.3: Funkce f(x) = |x|.

Studijńı text ÚM FSI VUT v Brně 2



6. Derivace 6A. Pojem derivace funkce

(f) Také funkce odmocniny prodloužená na lichou
funkci, viz Obr. 6.4,

f(x) = sgn(x)
√
|x| =

{
x

1
2 pro x ≥ 0,

−|x| 12 pro x < 0.

v nule nemá derivaci, protože limita

lim
h→0

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0

|h| 12
|h|

= lim
h→0

1

|h| 12
= ∞

sice existuje, ale neńı konečná.

sgn(x) |x|
1
2

x
−1

10

1

−1

y

Obr. 6.4: Odmocnina prodloužená

na lichou funkci.

(g) Zaj́ımavá je funkce f(x) = x2 ·D(x), viz Obr. 6.5,
s Dirichletovou funkci D(x)

f(x) = x2 ·D(x) =

{
x2 pro x racionálńı
0 pro x iracionálńı.

Tato funkce je spojitá v x0 = 0 a podle definice má
v nule i derivaci rovnou nule. V ostatńıch bodech
spojitá neńı a nemá tam ani derivaci.

x2 ·D(x)

x0

y

Obr. 6.5: Funkce, která má v bodě

nula derivaci rovnou nule.

(h) Jestliže funkce f(x) má v bodě derivaci, je v tomto bodě spojitá. Tvrzeńı plat́ı, protože
v definici derivaci vyžadujeme limitu konečnou.

Pokud je limita v definice derivace
nekonečná, funkce může být spojitá,
jako v druhém př́ıkladu Poznámky 6.2
(f). Může ale být i nespojitá, např́ıklad
funkce znaménka sgn(x) nebo funkce
sgn(x)(1 + |x|1/2), viz Obr. 6.6, které
jsou nespojité v bodě nula.

(i) Pokud bychom (jako někteř́ı autoři)
připustili nekonečnou limitu v definici
derivace, potom by funkce maj́ıćı (ne-
konečnou) derivaci v bodě by v tomto
bodě nemusela být spojitá.

x−1 1

−1

1

y

x−1 1

−1

1

y

Obr. 6.6: Nespojité funkce s nekonečnou
”
derivaćı“

(j) Ještě typografická poznámka. Symbol d se tiskne v tzv. antikvě, tj. stojatým (románským)
ṕısmem podobně jako funkce např. sin, cos, aby se odlǐsila od proměnných, které se ṕı̌śı
v tzv. matematické italice, tj. kurźıvě. Např. tg je funkce tangens, ale tg je součin

proměnných t a g. Vysáźıme-li
d f

d x
, neńı to derivace, ale pod́ıl, který je roven

f

x
.

Dosud jsme mluvili o derivaci v jednom bodě. Pojem derivace rozš́ı̌ŕıme na pojem deri-
vace na otevřeném intervalu. V př́ıpadě uzavřeného intervalu I = ⟨a, b⟩ muśım doplnit pojem
jednostranné derivace zleva a zprava, kdy limita definuj́ıćı derivaci je pouze jednostranná:
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Definice 6.3. (Derivace funkce na intervalu)
Řekneme, že funkce má derivaci na intervalu I = (a, b), má-li derivaci v každém bodě tohoto
intervalu. Derivace funkce na intervalu je opět funkce s hodnotami derivace v každém bodě
intervalu. O takové funkci ř́ıkáme také, že je diferencovatelná.

Řekneme, že funkce f(x) má v bodě x0 derivaci zprava, př́ıpadně zleva, jestliže existuj́ı jed-
nostranné limity

f ′(x0+) = lim
x→x0+

f(x)− f(x0)

x− x0

, f ′(x0−) = lim
x→x0−

f(x)− f(x0)

x− x0

.

Řekneme, že funkce f(x) má derivaci na uzavřeném intervalu I = ⟨a, b⟩, pokud má jedno-
strannou derivaci zprava v bodě a, derivaci zleva v bodě b a (oboustrannou) derivaci v každém
vnitřńım bodě intervalu (a, b).

Př́ıklady 6.4.

(a) Derivace konstantńı funkce f(x) = c je nulová funkce. Skutečně,

[f(x)]′ = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0

c− c

h
= lim

h→0

0

h
= 0 .

(b) Spoč́ıtejme derivaci f(x) = x2 . Pomoćı vzorce A2 −B2 = (A−B)(A+B) dostáváme:

[f(x)]′ = lim
h→0

(x+ h)2 − x2

h
= lim

h→0

(x+ h− x)(x+ h+ x)

h
= lim

h→0
(2x+ h) = 2x .

(c) Spoč́ıtejme derivaci f(x) = x3. Pomoćı vzorce A3−B3 = (A−B)(A2+AB+B2) dostáváme:

lim
h→0

(x+ h)3− x3

h
= lim

h→0

h((x+ h)2 + (x+ h)x+ x2)

h
= lim

h→0
((x+h)2+(x+h)x+x2) = 3x2.

(d) Definice derivace funkce f(x) = 1/x dává

lim
h→0

1

h

(
1

x+ h
− 1

x

)
= lim

h→0

x− (x+ h)

hx(x+ h)
= lim

h→0

1

h

−h

x(x+ h)
= − lim

h→0

1

x(x+ h)
= − 1

x2
= (−1)x−2.

(e) Pro derivaci odmocniny f(x) =
√
x dostáváme podobný výsledek. Zlomek rozš́ı̌ŕıme

výrazem
√
x+ h+

√
x a vzorec (A−B)(A+B) = A2 −B2 dává

[√
x
]′
= lim

h→0

√
x+ h−

√
x

h
·
√
x+ h+

√
x√

x+ h+
√
x
= lim

h→0

x+ h− x

h(
√
x+ h+

√
x)

= lim
h→0

1√
x+ h+

√
x
=

1

2
√
x
.

Výsledek lze zapsat ve tvaru [x
1
2 ]′ = 1

2
x− 1

2 .

V př́ıkladech jsme spoč́ıtali derivaci funkce x2, x3, 1
x
= x−1 a

√
x = x1/2. Všechny tyto př́ıpady

lze shrnout do jednoho vzorce:
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Věta 6.5. Derivace mocniny xp je p ·xp−1 v bodech, kde je daná funkce definovaná, tj. obecně

[xp]′ = p · xp−1 x ∈ (0,∞) pro všechna p ∈ R,

přičemž v př́ıpadě p = 0, 1, 2, 3, . . . vzorec plat́ı pro všechna x ∈ (−∞,∞) ,
v př́ıpadě p = −1,−2,−3, . . . vzorec plat́ı pro všechna x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞) ,
v ostatńıch př́ıpadech vzorec plat́ı jenom na intervalu (0,∞).

Důkaz. Pro p = 2, 3,−1 jsme výpočty provedli v předchoźıch př́ıkladech. Pro celá kladná p = n
je d̊ukaz založen na vzorci an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ a bn−2 + bn−1), který dává

(x+ h)n − xn = (x+ h− x)
(
(x+ h)n−1 + (x+ h)n−2x+ · · ·+ (x+ h)xn−2 + xn−1

)
.

Člen x+h−x = h se zkrát́ı s h v jmenovateli a pro h → 0 druhá závorka má za limitu n ·xn−1.

Důkaz pro záporná celá p lze udělat podobnými triky. Pro racionálńı p se zlomek rozš́ı̌ŕı
jako v př́ıpadě odmocniny. Př́ıpad iracionálńıch p lze odvodit pomoćı spojitosti nebo pomoćı
derivace exponenciálńı a logaritmické funkce xp = eln(x

p) = ep lnx, které odvod́ıme později. �

Derivace druhého řádu a vyšš́ıch řád̊u

Pokud funkce má derivaci ve všech bodech intervalu, tato derivace tvoř́ı funkci na intervalu a
tuto derivaci lze opět znovu derivovat v bodě, př́ıpadně na intervalu. T́ımto zp̊usobem zavád́ıme
derivace vyšš́ıch řád̊u.

Definice 6.6. (Derivace vyšš́ıch řád̊u) Necht’ funkce f(x) má derivaci f ′(x) v každém
bodě nějakého okoĺı bodu x0. Potom druhá derivace funkce f(x) v bodě x0 je limita

f ′′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0

= lim
h→0

f ′(x0 + h)− f ′(x0)

h
.

Vedle označeńı f ′′(x0) se už́ıvá i označeńı
d2f

dx2
(x0).

Pokud druhá derivace f ′′(x) existuje v každém bodě intervalu (a, b), tyto derivace tvoř́ı novou
funkci zvanou druhá derivace funkce f(x) na intervalu (a, b).

Necht’ funkce f(x) má druhou derivaci f ′′(x) v každém bodě x nějakého okoĺı bodu x0. Potom
třet́ı derivace f ′′′(x) funkce f(x) v bodě x0 je limita

f ′′′(x0) = lim
x→x0

f ′′(x)− f ′′(x0)

x− x0

= lim
h→0

f ′′(x0 + h)− f ′′(x0)

h
.

Vedle označeńı f ′′′(x0) a
d3f

dx3
(x0) se už́ıvá i označeńı f (3)(x0), kde řád derivace se označuje

č́ıslem v závorce, aby se derivace odlǐsila od mocniny funkce.

Pokud třet́ı derivace existuje v každém bodě intervalu (a, b), tyto derivace tvoř́ı novou funkci
zvanou třet́ı derivace funkce na intervalu (a, b).

Takto lze definovat dále derivaci čtvrtou, pátou, atd.:
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Necht’ funkce f(x) má k-tou derivaci f (k)(x) v každém bodě x nějakého okoĺı bodu x0, potom
(k + 1)-derivace funkce f(x) v bodě x0 je limita

f (k+1)(x0) = lim
x→x0

f (k)(x)− f (k)(x0)

x− x0

= lim
h→0

f (k)(x0 + h)− f (k)(x0)

h
.

Množinu funkćı s derivacemi do řádu k (včetně) na intervalu I se označuje Ck(I) .

Poznámky:

(a) Zd̊urazněme, že nutnou podmı́nkou druhé derivace v bodě x je existence prvńı derivace
v nějakém okoĺı bodu x. Podobně pro existenci derivace řádu k + 1 v bodě x je nutné,
aby existovala derivace k-tého řádu (a všech řád̊u nižš́ıch) v okoĺı tohoto bodu.

(b) Pokud funkce má prvńı derivaci jenom v jednom bodě, druhá derivace v tomto bodě už
neńı definovaná. Např́ıklad funkce x2 · D(x) má prvńı derivaci (rovnou nule) jenom v
bodě 0, druhou derivaci už nemá v žádném bodě.

(c) Funkce mocniny xp maj́ı derivace všech řád̊u, např́ıklad pro p = 3 je

[x3]′ = 3 x2 , [x3]′′ = [3 x2]′ = 6 x , [x3]′′′ ≡ [x3](3) = 6 , [x3](4) = 0, . . .

(d) Funkce může mı́t derivaci k-tého řádu a derivace řádu k+1 už nemuśı existovat. Např́ıklad
funkce f(x) = |x3| ≡ sgn(x) x3 má derivaci prvńıho řádu f ′(x) = 3x2 sgn(x), druhého
řádu f ′′(x) = 6 |x| ≡ 6x · sgn(x) ale v nule už nemá derivaci třet́ıho řádu, protože v bodě
nula sice existuj́ı jednostranné limity, jsou však r̊uzné.

(e) Funkce xp pro p = 0, 1, 2, 3, . . . maj́ı derivace všech řád̊u na celém R, od řádu p+ 1 jsou
už všechny daľśı derivace nulové. Naproti tomu pro ostatńı p funkce xp má na (0,∞)
derivace všech řád̊u, které jsou však všechny navzájem r̊uzné.

(f) Existuje jenom jedna skupina funkćı, které maj́ı derivace všech řád̊u, a které se při
derivováńı neměńı. Jsou to násobky funkce exponenciálńı f(x) = c ex, kde c je libovolná
konstanta. Tyto funkce (jak dokážeme v př́ı̌st́ım odstavci) maj́ı všechny derivace stejné
[c ex](k) = ex. Mezi nimi je i funkce nulová, jej́ıž všechny derivace jsou také funkce nulové.
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6B. Výpočet derivace

V předchoźıch př́ıkladech jsme poč́ıtali derivaci funkćı př́ımo podle definice t́ım, že jsme poč́ıtali
limitu z definice derivace. Protože tento př́ıstup je náročný, použijeme obvyklý matematický
př́ıstup, který spoč́ıvá v tom, že urč́ıme derivace elementárńıch funkćı a pomoćı určitých pravidel
derivaci dané funkce převedeme na derivace elementárńıch funkćı, které už derivovat umı́me.

Základńı pravidla derivováńı

Mezi základńı pravidla patř́ı derivace skalárńıho násobku, součtu a rozd́ılu funkćı, součinu
a pod́ılu funkćı. Derivováńı je operace lineárńı ve smyslu, že derivace násobku, součtu i rozd́ılu
funkćı je násobek, součet a rozd́ıl derivaćı. Skutečně, s využit́ım definice derivace a pravidel pro
poč́ıtáńı limit můžeme odvodit pravidlo o derivováńı násobku funkce:

[c · f(x)]′ = lim
h→0

c · f(x+ h)− c · f(x)
h

= lim
h→0

c · f(x+ h)− f(x)

h
= c · f ′(x) .

Podobně odvod́ıme pravidlo o derivaci součtu funkćı. Přeskupeńım člen̊u a rozděleńım limity
na součet dvou limit dostáváme tvrzeńı:

[f(x) + g(x)]′ = lim
h→0

f(x+ h) + g(x+ h)− (f(x) + g(x))

h
=

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x) + (g(x+ h)− g(x)

h
=

= lim
h→0

(f(x+ h)− f(x)

h
+ lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= f ′(x) + g′(x) .

Pravidlo o derivováńı rozd́ılu funkćı lze odvodit analogicky, plyne však z předchoźıch tvrzeńı
zaṕı̌seme-li rozd́ıl f(x)− g(x) jako f(x) + (−1) · g(x). Odvodili jsme následuj́ıćı tvrzeńı:

Věta 6.7. (Derivace násobku, součtu a rozd́ılu funkćı)

Bud’ c ∈ R a f(x), g(x) reálné funkce, které maj́ı v bodě x derivace f ′(x) a g′(x). Potom plat́ı:

[c · f(x)]′ = c · f ′(x) ,

[f(x) + g(x)]′ = f ′(x) + g′(x) ,

[f(x)− g(x)]′ = f ′(x)− g′(x) .

Pokud funkce f(x) a g(x) maj́ı derivace ve všech bodech nějakého intervalu, potom uvedené
rovnosti plat́ı na celém intervalu .

Pravidlo, že limita součinu funkćı je součin limit funkćı však pro derivace neplat́ı, derivace
součinu funkćı neńı součin derivaćı. Pravidlo pro derivaci součinu dvou funkćı je složitěǰśı.
Definice derivace dává:

[f(x) · g(x)]′ = lim
h→0

f(x+ h) · g(x+ h)− f(x) · g(x)
h

,
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6. Derivace 6B. Výpočet derivace

v čitateli zlomku ubereme a přidáme výraz f(x) · g(x+ h)

= lim
h→0

f(x+ h) · g(x+ h)−f(x) · g(x+ h)+f(x) · g(x+ h)− f(x) · g(x)
h

,

vytkneme společné členy

= lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)] · g(x+ h) + f(x) · [g(x+ h)− g(x)]

h
,

využijeme pravidla o limitě součtu a součinu dvou funkćı a přejdeme k limitám:

= lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
· lim
h→0

g(x+h)+f(x) lim
h→0

g(x+ h)− g(x)

h
= f ′(x) · g(x)+f(x) · g′(x) .

Odvodili jsme pravidlo: Derivace součinu dvou funkćı je derivace prvńı funkce násobená druhou
(nederivovanou) funkćı plus prvńı funkce (nederivovaná) násobená derivaćı druhé funkce:

Věta 6.8. (Derivace součinu funkćı)

Bud’ f(x) a g(x) reálné funkce, které maj́ı v bodě x derivace f ′(x) a g′(x). Potom plat́ı:

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x) .

Pokud funkce maj́ı derivace na intervalu I = (a, b), potom rovnost plat́ı na celém intervalu.

Poznámky:

(a) Jako cvičeńı opakovaným použit́ım pravidla odvod’te derivaci součinu tř́ı funkćı:

[f(x) · g(x) · h(x)]′ = f ′(x) · g(x) · h(x) + f(x) · g′(x) · h(x) + f(x) · g(x) · h′(x) .

(b) Konstanta je také funkce, takže derivace součinu konstanty a funkce lze provést také jako
derivace součinu funkćı. Protože derivace konstanty je nulová, výsledek vyjde stejně, jen
výpočet je zbytečně složitěǰśı. Proto f(x) · c i f(x)/c derivujte jako násobek funkce.

Zbývá odvodit derivaci pod́ılu dvou funkćı. Zde muśıme předpokládat, že limita funkce g(x)
je v bodě x r̊uzná od nuly. Potom funkce g(x) je r̊uzná od nuly i v nějakém okoĺı bodu x. Opět
podle definice derivace a rozd́ılu zlomk̊u plat́ı:[

f(x)

g(x)

]′
= lim

h→0

1

h

[
f(x+ h)

g(x+ h)
− f(x)

g(x)

]
= lim

h→0

f(x+ h)g(x)− f(x) · g(x+ h)

h · g(x+ h) · g(x)
=

v čitateli zlomku ubereme a přidáme výraz f(x) · g(x)

= lim
h→0

f(x+ h)g(x)−f(x) · g(x) +f(x) · g(x)− f(x) · g(x+ h)

h · g(x+ h) · g(x)
=

vytkneme společné členy a využijeme vlastnost́ı limit a přejdeme k limitám

= lim
h→0

[f(x+ h)− f(x)] · g(x) + f(x) · [g(x)− g(x+ h)]

h · g(x+ h) · g(x)
=

= lim
h→0

1

g(x+ h)
· 1

g(x)
·
[
lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
· g(x)− f(x) · lim

h→0

g(x+ h)− g(x)

h

]
=

=
f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)

[g(x)]2
.
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6. Derivace 6B. Výpočet derivace

Odvodili jsme pravidlo, že (pro nenulový jmenovatel) derivace pod́ılu dvou funkćı je rovna
derivaci čitatele násobené (nederivovaným) jmenovatelem minus (nederivovaný) čitatel násobený
derivaćı jmenovatele, vše dělené druhou mocninou (nederivovaného) jmenovatele.

Věta 6.9. (Derivace pod́ılu funkćı)

Bud’ f(x), g(x) reálné funkce, které maj́ı v bodě x derivace f ′(x), g′(x)
a jmenovatel g(x) je r̊uzný od nuly. Potom plat́ı:[

f(x)

g(x)

]′
=

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)
[g(x)]2

.

Pokud obě funkce maj́ı derivace v nějakém intervalu, přičemž v celém intervalu plat́ı g(x) ̸= 0,
potom rovnost plat́ı v celém intervalu.

Derivace goniometrických funkćı

Derivace funkce sinus Využit́ım vzorce pro rozd́ıl sinu− sin v = 2 cos u+v
2

· sin u−v
2

a z definice derivace plyne

[sinx]′ = lim
h→0

sin(x+ h)− sinx

h
= lim

h→0

2 cos
(
x+ h

2

)
· sin h

2

h
= lim

h→0
cos

(
x+

h

2

)
· lim
h→0

sin h
2

h
2

.

Prvńı limita je rovna cos x. Druhá, d́ıky limitě limx→0
sinx
x

= 1, kterou jsme dokázali na konci
předchoźı kapitoly, je rovna jedné. Ukázali jsme, že [sin x]′ = cos x.

Derivace funkce kosinus Pomoćı vzorce cosu− cos v = −2 sin u+v
2

· sin u−v
2

, z definice
derivace a přeskupeńım člen̊u dostáváme

[cosx]′ = lim
h→0

cos(x+ h)− cosx

h
= lim

h→0

−2 sin
(
x+ h

2

)
· sin h

2

h
= − lim

h→0
sin

(
x+

h

2

)
· lim
h→0

sin h
2

h
2

.

Prvńı limita je rovna − sin x, druhá je rovna jedné, odkud plyne [cosx]′ = − sin x.

Poznamenejme, že derivace funkćı sin x a cos x lze odvodit také pomoćı známěǰśıch vzorc̊u

sin(x+ y) = sinx cos y + cos x sin y a cos(x+ y) = cos x cos y − sin x sin y ,

dá to však
”
v́ıce práce“.

Derivaci funkce tangens dostaneme pomoćı pravidla pro derivaci pod́ılu funkćı:

[tg x]′ =

[
sinx

cos x

]′
=

[sin x]′ · cosx− sinx · [cosx]′

cos2 x
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x
.

Derivaci funkce kotangens dostaneme podobně

[cotg x]′ =
[cos x
sin x

]′
=

[cosx]′ · sinx− cosx · [sinx]′

sin2 x
=

− sin2 x− cos2 x

sin2 x
= − 1

sin2 x
.

Odvodili jsme následuj́ıćı vzorce pro derivace goniometrických funkćı:

Studijńı text ÚM FSI VUT v Brně 9
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Věta 6.10. (Derivace goniometrických funkćı) Plat́ı

[sin x]′ = cos x a [cosx]′ = − sin x pro každé x ∈ R ,

[tg x]′ =
1

cos2 x
pro každé x ̸= (2k + 1)

π

2
≡ (k + 1

2
) π , k ∈ Z ,

[cotg x]′ = − 1

sin2 x
pro každé x ̸= kπ , k ∈ Z .

Pravidlo pro derivaci složené funkce

Mějme funkci g(x) na intervalu (a, b) s hodnotami na intervalu (A,B) a funkci F (ξ) na
intervalu (α, β). Pokud obor hodnot H(g) = (A,B) je část́ı definičńıho oboru (α, β) funkce F ,
lze tyto funkce složit. Dostáváme funkci složenou Φ = F ◦ g : (a, b) → R definovanou

Φ : x ∈ (a, b) 7→ (F ◦ g)(x) ≡ F (g(x)) ∈ R .

Předpokládejme, že funkce g(x) neńı konstantńı v okoĺı bodu x, tj. g(x+h) ̸= g(x) pro všechna
h ̸= 0. Potom zlomek v definici derivace složené funkce rozš́ı̌ŕıme výrazem g(x+ h)− g(x)

[(F ◦ g)(x)]′ ≡ [F (g(x))]′ = lim
h→0

F (g(x+ h))− F (g(x))

h
=

= lim
h→0

F (g(x+ h))− F (g(x))

g(x+ h)− g(x)
· g(x+ h)− g(x)

h

a rozděĺıme na součin dvou limit. Druhá limita limh→0
g(x+h)−g(x)

h
je definice derivace g′(x).

Dı́ky spojitosti funkce g(x) pro h → 0 plat́ı také g(x+ h) → g(x). Označ́ıme-li g(x+ h) = ξ a
g(x) = ξ0, prvńı limitu lze přepsat

lim
h→0

F (g(x+ h))− F (g(x))

g(x+ h)− g(x)
= lim

ξ→ξ0

F (ξ)− F (ξ0)

ξ − ξ0
= F ′(ξ0) = F ′(g(x)) .

V př́ıpadě, že funkce g(x) je konstantńı, plat́ı g′(x) = 0 a odvozený vzorec plat́ı také. Odvodili
jsme, že derivace složené funkce je derivace vněǰśı funkce v hodnotě vnitřńı funkce násobená
derivaćı vnitřńı funkce:

Věta 6.11. (Derivace složené funkce) Necht’ funkce g(x) má derivaci v bodě x a funkce
F (ξ) derivaci v bodě ξ0 = g(x). Potom složená funkce (F ◦ g)(x) ≡ F (g(x)) má derivaci
v bodě x a plat́ı

[F (g(x))]′ = F ′(g(x)) · g′(x) neboli
d(F ◦ g)

dx
(x) =

dF

dξ
(g(x)) · dg

dx
(x) .

Necht’ g(x) je funkce definovaná na intervalu (a, b). Je-li obor hodnot funkce g(x) podmnožinou
definičńıho oboru funkce F (ξ) a obě funkce jsou diferencovatelné, uvedená rovnost plat́ı na
celém intervalu (a, b).

Opakovaným užit́ım pravidla o derivaci složené funkce dostaneme pro derivaci funkce
složené ze tř́ı nebo čtyř funkćı (které lze složit a každou lze derivovat):

[h(g(f(x)))]′ = h′(g(f(x)) · g′(f(x)) · f ′(x) ,

[f4(f3(f2(f1(x)))]
′ = f ′

4(f3(f2(f1(x))) · f ′
3(f2(f1(x)) · f ′

2(f1(x)) · f ′
1(x) .
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6. Derivace 6B. Výpočet derivace

Využit́ı pravidla. V každém z př́ıklad̊u si uvědomte, která funkce je vnitřńı a která vněǰśı:

(a) [sin(x2)]
′
= cos(x2) · (2x)

(b) [cos2 x]
′ ≡ [(cosx)2]

′
= 2 cosx · (− sin x)

(c) (2x+ 1)100 = 100(2x+ 1)99 · [2x+ 1]′ = 100(2x+ 1)99 · 2

(d) Derivace funkce složené ze tř́ı (vnitřńı x 7→ 1
x
, prostředńı z 7→ sin z a vněǰśı ξ 7→ ξ3):[

sin3

(
1

x

)]′
≡

[(
sin

(
1

x

))3
]′

= 3 sin2

(
1

x

)
· cos

(
1

x

)
·
(
−1

x2

)
.

Derivace exponenciálńıch a logaritmických funkćı

Derivace exponenciálńı funkce se základem e plyne př́ımo z limity limx→0
ex−1
x

= 1, kterou
jsme dokázali na konci předchoźı kapitoly:

[ex]′ = lim
h→0

ex+h − ex

h
= lim

h→0

ex · eh − ex

h
= ex · lim

h→0

eh − 1

h
= ex .

V př́ıpadě obecné exponenciálńı funkce se základem a > 0 polož́ıme a = eln a a použijeme
pravidlo pro derivaci složené funkce

[ax]′ =
[(
eln a

)x]′
=

[
eln a·x]′ = eln a·x · [ln a · x]′ = eln a·x · ln a = ax · ln a .

Věta 6.12. (Derivace exponenciálńıch funkćı) Pro a > 0 a všechna reálná x plat́ı:

[ex]′ = ex , [ax]′ = ex·ln a · ln a ≡ ax · ln a .

Derivace přirozeného logaritmu lnx ≡ loge x se obvykle odvozuje jako derivace funkce in-

verzńı k funkci ex, lze ji však odvodit i př́ımo pomoćı limity limx→0
ln(1+x)

x
= 1, kterou jsme

dokázali na konci předchoźı kapitoly. Pomoćı rovnosti

ln(x+ h) = ln(x · (1 + h
x
)) = ln x+ ln(1 + h

x
)

můžeme výraz v definici derivace upravit na tvar

[lnx]′ = lim
h→0

ln(x+ h)− lnx

h
= lim

h→0

lnx+ ln(1 + h
x
)− lnx

h
= lim

h→0

ln(1 + h
x
)

h
x

· 1
x
=

1

x
,

využili jsme přitom výše uvedenou limitu s proměnnou h
x
.

Derivace logaritmické funkce se základem a plyne ze vztahu loga x = 1
ln a

lnx. Protože ln a
je konstanta, plat́ı [loga x]

′ = 1
ln a·x . Odvodili jsme tvrzeńı:

Věta 6.13. (Derivace logaritmických funkci) Pro a ∈ (0, 1) ∪ (1,∞) a x ∈ (0,∞) plat́ı:

[lnx]′ =
1

x
, [loga x]

′ =
1

ln a · x
.

Poznámky:

(a) Za základ přirozených logaritmů byla zvolena konstanta e právě proto, aby při derivováńı
platilo [ex]′ = ex.
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6. Derivace 6B. Výpočet derivace

(b) Pod́ıvejme se na derivováńı funkćı typu [f(x)]g(x). Použit́ım pravidel pro derivace složených
funkćı dostáváme:

(i) pokud je exponent g(x) konstantńı, výraz derivujeme jako obecnou mocninu:
(f(x) > 0 a g(x) = p libovolné)

[(f(x))p]′ = p · (f(x))p−1 · f ′(x) ,

(ii) pokud je exponent závislý na x, funkci vždy převedeme na tvar s exponenciálńı
funkćı. V př́ıpadě ag(x) (a > 0, g(x) libovolné)[

ag(x)
]′
=

[
eln a·g(x)]′ = ag(x) · ln a · g′(x) ,

(iii) v obecném př́ıpadě (f(x) > 0 a g(x) libovolné)

[
f(x)g(x)

]′
=

[
eln(f(x))·g(x)

]′
= f(x)g(x) ·

(
f ′(x)

f(x)
· g(x) + ln(f(x)) · g′(x)

)
.

(c) Např́ıklad [xx]′ = [ex·lnx]′ = ex·lnx(1 · lnx+ x · 1
x
) = xx · (lnx+ 1) .

(d) Nyńı můžeme odvodit derivaci obecné mocniny xp pro iracionálńı p. Bud’ x > 0. Potom

[xp]′ =
[
elnxp]′

=
[
ep lnx

]′
= ep lnx · [p lnx]′ = xp p

1

x
= p xp−1 .

Derivace inverzńı funkce

Bud’ y = f−1(x) funkce inverzńı k funkci x = f(y). Derivováńım složené funkce f ◦ f−1

dávaj́ıćı identitu f(f−1(x)) = x dostáváme výraz[
f(f−1(x))

]′
= f ′(f−1(x)) · (f−1)′(x) ,

který se rovná jedné, protože x′ = 1. Pokud derivace (f ′(f−1(x)) je nenulová, můžeme vyjádřit
derivaci inverzńı funkce f−1(x) pomoćı derivace p̊uvodńı funkce f(y), ale v bodě y = f−1(x).
Odvodili jsme tak tvrzeńı:

Věta 6.14. (Derivace inverzńı funkce) Bud’ y = f−1(x) funkce inverzńı k prosté funkci
x = f(y). Potom plat́ı[

f−1(x)
]′
=

1

f ′(f−1(x))
.

Aplikujme větu na funkci y = f−1(x) ≡ lnx inverzńı k funkci x = f(y) ≡ ey s derivaćı
f ′(y) = ey. Derivováńım rovnosti elnx = x dostáváme elnx · [lnx]′ = 1, odkud plyne

[lnx]′ =
1

elnx
=

1

x
,

což je v souladu s Větou 6.13.
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Derivace cyklometrických funkćı

Cyklometrické funkce arcsin x, arccosx, arctg x, arccotg x jsou funkce inverzńı ke goniomet-
rickým funkćı sinx, cos x, tg x, cotg x. Jejich derivaci urč́ıme pomoćı předchoźı věty.

Funkce arkus sinus y = f−1(x) = arcsin x definovaná na ⟨−1, 1⟩ je inverzńı k funkci
x = f(y) = sin y na intervalu ⟨−π

2
, π
2
⟩. Jej́ı derivace je

[arcsinx]′ =
1

sin′(arcsinx)
=

1

cos(arcsinx)
.

Abychom mohli vyč́ıslit cos(arcsinx), muśıme vyjádřit funkci cosx pomoćı sin x. Z rovnosti

sin2 y + cos2 y = 1 plyne | cos y| =
√

1− sin2 y. Na intervalu (−π
2
, π
2
) je cos y kladný, proto

cos y =
√

1− sin2 y a d́ıky rovnosti sin(arcsinx) = x pro x ∈ (−1, 1) plat́ı

[arcsinx]′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1) .

Funkce arkus kosinus y = f−1(x) = arccos x definovaná na ⟨−1, 1⟩ je inverzńı k funkci
x = f(y) = cos y na intervalu y ∈ ⟨0, π⟩. Jej́ı derivaci lze spoč́ıtat podobně jako derivaci
funkce arcsin x. Rychleǰśı je však využ́ıt vztahu arcsin x + arccos x = π

2
, odkud ihned plyne

[arccos x]′ = − [arcsin x]′, tedy

[arccosx]′ = − 1√
1− x2

, x ∈ (−1, 1) .

Funkce arkus tangens y = f−1(x) = tg x definovaná na (−∞,∞) je inverzńı k funkci
x = f(y) = tg y na intervalu y ∈ (−π

2
, π
2
). Jej́ı derivace je

[arctg x]′ =
1

tg ′(arctg x)
=

1
1

cos2(arctg x)

= cos2(arctg x) .

Abychom mohli vyč́ıslit cos(arctg x), muśıme vyjádřit funkci cos y pomoćı tg y. Pomůžeme si
geometríı pravoúhlého trojúhelńıka ∆ABC. Ve standardńım označeńı je cosα = b

c
. Zvoĺıme-li

b = 1, plat́ı a = tgα a c =
√
a2 + b2 =

√
tg 2α + 1. Proto cos2 α = ( b

c
)2 = 1

tg 2α+1
. Vzorec

však plat́ı pro libovolné y, jak ověř́ıme výpočtem:

1

tg 2y + 1
=

1
sin2 y
cos2 y

+ 1
=

1
sin2 y+cos2 y

cos2 y

=
cos2 y

sin2 y + cos2 y
= cos2 y .

Dı́ky rovnosti tg (arctg x) = x dostáváme derivaci funkce arctg x:

[arctg x]′ =
1

x2 + 1
, x ∈ (−∞,∞) .

Derivaci funkce arkus kotangens y = arccotg x lze spoč́ıtat podobně, ale jednodušš́ı je
využ́ıt vztahu arctg x+ arccotg x = π

2
, odkud plyne [arccotg x]′ = − [arctg x]′, tedy

[arccotg x]′ = − 1

x2 + 1
, x ∈ (−∞,∞) .
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6. Derivace 6B. Výpočet derivace

Odvodili jsme vzorce pro derivaci cyklometrických funkćı:

Věta 6.15. (Derivace cyklometrických funkci)

[arcsin x]′ =
1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1) , [arccosx]′ = − 1√

1− x2
, x ∈ (−1, 1) ,

[arctg x]′ =
1

x2 + 1
, x ∈ (−∞,∞) , [arccotg x]′ = − 1

x2 + 1
, x ∈ (−∞,∞) .

Poznámka: Funkce arcsin x a arccosx jsou definovány na uzavřeném intervalu ⟨−1, 1⟩, derivaci
však maj́ı jen v otevřeném intervalu (−1, 1). Tato derivace má v krajńıch bodech intervalu
nekonečné jednostranné limity

lim
x→−1+

[arcsin x]′ = ∞ , lim
x→1−

[arcsinx]′ = ∞ ,

lim
x→−1+

[arccos x]′ = −∞ , lim
x→1−

[arccos x]′ = −∞ .

Derivace hyperbolických funkćı

Pro úplnost doplňme ještě derivace hyperbolických funkćı. Snadno lze spoč́ıtat derivace
hyperbolického sinu i kosinu. Funkce jsou definované na celém R vztahy

sinhx =
ex − e−x

2
, coshx =

ex + e−x

2
.

Pomoćı vzorečk̊u [ex]′ = ex a [e−x]′ = −e−x dostáváme

[sinhx]′ =

[
ex − e−x

2

]′
=

ex + e−x

2
= cosh x , [coshx]′ =

[
ex + e−x

2

]′
=

ex − e−x

2
= sinh x .

Hyperbolické funkce tghx a cotgh x jsou definovány podobně jako goniometrické tg x a cotg x:

tghx =
sinhx

coshx
=

ex − e−x

ex + e−x
, x ∈ R , cotghx =

coshx

sinhx
=

ex + e−x

ex − e−x
, x ∈ R , x ̸= 0 .

Derivace funkce tghx lze spoč́ıtat př́ımo derivováńım exponenciálńı funkce

[tghx]′ =

[
ex − e−x

ex + e−x

]′
=

(ex + e−x)2 − (ex − e−x)2

(ex + e−x)2
=

4

(ex + e−x)2
=

1

cosh2x
,

nebo pomoćı odvozené derivace sinh x a cosh x a vztahu cosh2x− sinh2x = 1

[tghx]′ =

[
sinhx

coshx

]′
=

cosh2 x− sinh2 x

cosh2 x
=

1

cosh2x
.

Derivaci cotgh x spoč́ıtejte jako cvičeńı sami. Odvodili jsme vzorečky, které jsou velmi podobné
vzorc̊um pro derivace goniometrických funkćı

Věta 6.16. (Derivace hyperbolických funkćı)

[sinhx]′ = cosh x , x ∈ (−∞,∞) , [coshx]′ = sinh x , x ∈ (−∞,∞)

[tgh x]′ =
1

cosh2x
, x ∈ (−∞,∞) , [cotghx]′ = − 1

sinh2x
, x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞) .
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6. Derivace 6B. Výpočet derivace

Souhrn pravidel derivováńı funkćı
Jednotlivé

”
základńı“ funkce lze spojovat pomoćı několika operaćı: skalárńı násobek, součet,

rozd́ıl, součin a pod́ıl funkćı, nav́ıc funkce lze skládat. Přitom je třeba si uvědomit, jak jsou
jednotlivé funkce a operace do sebe vloženy, která je vnitřńı a která jsou vněǰśı.

Věta 6.17. (Základńı pravidla derivováńı kombinace funkćı)

[c · f(x)]′ = c · f ′(x) ,

[f(x)± g(x)]′ = f ′(x)± g′(x) ,

[f(x) · g(x)]′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g′(x) ,[
f(x)

g(x)

]′
=

f ′(x) · g(x)− f(x) · g′(x)
[g(x)]2

,

[F (g(x))]′ = F ′(g(x)) · g′(x) neboli
d(F ◦ g)

dx
(x) =

dF

dξ
(g(x)) · dg

dx
(x) .

Derivace elementárńıch funkćı jsou v následuj́ıćı tabulce:

Věta 6.18. (Derivace elementárńıch funkćı)

(1) [c]′ = 0 ,

(2) [xp]′ = p · xp−1 , x ∈ (0,∞), (p ∈ R) ,

(3) [ex]′ = ex , x ∈ (−∞,∞) ,

(4) [ax]′ = ln a · ax , x ∈ (−∞,∞), (a > 0 , a ̸= 1) ,

(5) [lnx]′ = 1
x
, x > 0 ,

(6) [loga x]
′ = 1

ln a·x , x > 0 , (a > 0, , a ̸= 1) ,

(7) [sinx]′ = cos x , x ∈ (−∞,∞) ,

(8) [cosx]′ = − sin x , x ∈ (−∞,∞) ,

(9) [tg x]′ = 1
cos2x

, x ̸= (k + 1
2
)π , k ∈ Z .

(10) [cotg x]′ = − 1
sin2x

, x ̸= kπ , k ∈ Z .

(11) [arcsinx]′ = 1√
1−x2 , x ∈ (−1, 1) ,

(12) [arccosx]′ = − 1√
1−x2 , x ∈ (−1, 1) ,

(13) [arctg x]′ = 1
x2+1

, x ∈ (−∞,∞) ,

(14) [arccotg x]′ = − 1
x2+1

, x ∈ (−∞,∞) .
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6. Derivace 6C. Daľśı pojmy

6C. Dalš́ı pojmy

Diferenciály funkce
Podle definice je derivace funkce f(x) v bodě x0 směrnice tečny ke grafu funkce v bodě x0.

Toho lze využ́ıt pro napsáńı rovnice tečny:

Věta 6.19. (Rovnice tečny) Necht’ funkce f(x) má v bodě x0 derivaci f
′(x0). Potom tečna

ke grafu funkce f(x) v bodě [x0, f(x0)] má rovnici

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) .

Derivace funkce f(x) v bodě x0 je
č́ıslo. Naproti tomu diferenciál d funkce
f(x) v bodě x0 je zobrazeńı, které
př́ır̊ustku dx přǐrad́ı př́ır̊ustek dy na
tečně ke grafu funkce v bodě x0, tj.
př́ır̊ustek dx násobený hodnotou deri-
vace f ′(x0), viz Obr. 6.7:

x0
dx

dy = f ′(x0) · dx

f

tečna

x

y

Obr. 6.7: Diferenciál je př́ır̊ustek funkce na tečně.

Definice 6.20. (Diferenciál funkce) Necht’ funkce y = f(x) má derivaci v bodě x0. Potom
diferenciál df funkce f(x) v bodě x0 je zobrazeńı, které př́ır̊ustku dx proměnné x přǐrad́ı
př́ır̊ustek hodnoty dy na tečně:

df : dx 7−→ dy = f ′(x0) · dx přesněji ( df)(x0) dx = f ′(x0) · dx .

Poznámky:

(a) Diferenciál udává, o kolik se přibližně změńı hodnota funkce f(x), změńıme-li proměnnou
x o dx. Např́ıklad je-li f(x) = sin x, potom df(a) = cos x0 · dx, konkrétně pro x0 = 0 a
dx = 0, 1 je df(0) = cos(0) · 0, 1 = 1 · 0, 1 = 0, 1 .

(b) Často se diferenciál ṕı̌se ve tvaru df(x0) = f ′(x0)· dx, tj. bez proměnné dx. V matematice
se malý př́ır̊ustek mı́sto dx obvykle označuje h:

df(x0)(h) = f ′(x0) · h .

(c) Spoč́ıtejme např́ıklad diferenciál funkce f(x) = sinx v bodě x0 =
π
6
obecně a pro dx = 1

10
:

df
(
π
6

)
= sin′(π

6

)
dx = cos

(
π
6

)
· dx =

√
3
2
· dx , df

(
π
6

)
1
10

=
√
3
2
· 1
10

=
√
3

20
.

Druhý diferenciál a diferenciály vyšš́ıch řád̊u

Analogicky jako prvńı diferenciál pomoćı druhé derivace zavedeme diferenciál druhý. Druhá
derivace funkce v bodě (pokud existuje) je č́ıslo, zat́ımco druhý diferenciál je zobrazeńı, které
dx ≡ h přǐrad́ı druhou derivaci násobenou druhou mocninou př́ır̊ustku dx:
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6. Derivace 6C. Daľśı pojmy

Definice 6.21. (Druhý diferenciál funkce) Diferenciál d2f funkce f(x) v bodě x0 je
zobrazeńı, které př́ır̊ustku dx proměnné x přǐrad́ı č́ıslo:

d2f : dx 7−→ dy = f ′′(x0) · ( dx)2 , tj. d2f(x0)( dx) = f ′′(x0) · ( dx)2 .

Poznámky:

(a) Na rozd́ıl od prvńıho diferenciálu, druhý diferenciál nelze př́ımo geometrický popsat.
Později pomoćı prvńıho, druhého a daľśıch diferenciál̊u zkonstruujeme tzv. Taylor̊uv po-
lynom, který v okoĺı bodu x0 bude aproximovat hodnoty funkce f(x).

(b) Spoč́ıtejme druhý diferenciál funkce f(x) = sinx v bodě a = π
6
obecně a pro dx = 0.1:

d2f
(
π
6

)
≡ sin′′(π

6

)
·(dx)2 = − sin

(
π
6

)
·(dx)2 = −1

2
·(dx)2 , d2f

(
π
6

)
· 0,12 = − 1

200
.

Diferenciál k-tého řádu v bodě x0 je součin k-té derivace v bodě x0 a k-té mocniny dx:

Definice 6.22. (Diferenciál k-tého řádu) Necht’ funkce f(x) má v bodě x0 k-tou derivaci.
Diferenciál k-tého řádu dkf funkce f(x) v bodě x0 je zobrazeńı, které př́ır̊ustku dx přǐrad́ı:

dkf(x0) : dx 7−→ dy = f (k)(x0) · ( dx)k , tj. dkf(x0) dx = f (k)(x0) · ( dx)k .

Diferenciály vyšš́ıch řád̊u využijeme při aproximaci funkce pomoćı Taylorova polynomu.

Věty o středńı hodnotě

Vı́me, že funkce f(x) spojitá na intervalu I = ⟨a, b⟩ nabývá všech hodnot mezi hodno-
tami f(a) a f(b). Speciálně, pokud hodnoty f(a) , f(b) maj́ı opačná znaménka, potom existuje
alespoň jedno c ∈ (a, b), takové, že f(c) = 0.

Podobné tvrzeńı plat́ı i pro derivaci funkce. Pokud funkce má derivaci na intervalu (a, b),
která je na jednom konci intervalu kladná a na druhém konci záporná, potom existuje uvnitř
intervalu alespoň jeden bod, ve kterém je derivace nulová:

Věta 6.23. (Rolleova věta) Necht’ f(x) je funkce spojitá na intervalu ⟨a, b⟩, která má
derivaci v každém bodě x ∈ (a, b), a nav́ıc plat́ı f(a) = f(b).
Potom existuje alespoň jedno č́ıslo c ∈ (a, b) takové, že f ′(c) = 0.

x

y

a bcc1 c2

f(x)

f(x)

Obr. 6.8: Rolleova věta o nulové derivaci.

x

y

a bcc1 c2

f(x)
f(x)

Obr. 6.9: Lagrangeova věta o středńı hodnotě.

Vypuštěńım předpokladu f(a) = f(b) dostáváme následuj́ıćı větu:
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6. Derivace 6C. Daľśı pojmy

Věta 6.24. (Lagrangeova věta o středńı hodnotě) Necht’ f(x) je funkce spojitá na
intervalu ⟨a, b⟩, která má derivaci v každém bodě x intervalu (a, b).
Potom existuje alespoň jedno č́ıslo c ∈ (a, b) takové, že

f(b)− f(a) = f ′(c) · (b− a) .

Poznámky:

(a) Tvrzeńı Rolleovy věty lze charakterizovat také slovy: V intervalu (a, b) existuje bod,
ve kterém je tečna ke grafu funkce rovnoběžná s osou x. Langrangeova věta o středńı
hodnotě zase tvrd́ı, že v intervalu (a, b) existuje bod, ve kterém je tečna ke grafu funkce
rovnoběžná se spojnićı bod̊u [a, f(a)] a [b, f(b)].

(b) Naznačme myšlenku d̊ukazu Rolleovy věty. Pro konstantńı funkci tvrzeńı splňuje každý
bod intervalu. Pokud funkce f(x) neńı konstantńı na celém intervalu (a, b), alespoň v
jednom vnitřńım bodě nabývá své maximum nebo minimum. To je obecná vlastnost
funkce, která je spojitá na omezeném uzavřeném intervalu. Protože funkce má derivaci v
každém bodě, v bodě maxima nebo minima tato derivace muśı být nulová, jak ukážeme
později. �

(c) Necht’ funkce f(x) splňuje předpoklady Lagrangeovy věty o středńı hodnotě. Položme

f ∗(x) = f(x)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Snadno lze ověřit, že plat́ı f ∗(b) = f ∗(a) = f(a). Z Rolleovy věty plyne existence c ∈ (a, b)
splňuj́ıćı

0 = (f ∗)′(c) = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
,

odkud plyne tvrzeńı. �

(d) Pozor, bez předpokladu, že funkce má derivaci v každém bodě intervalu (a, b), věta
neplat́ı: např́ıklad funkce |x| na intervalu ⟨−1, 1⟩ splňuje f(−1) = f(1) = 1, ale v žádném
bodě c ∈ (a, b) neplat́ı f ′(c) = 0, derivace f ′(x), nabývá pouze hodnot 1 a −1, v bodě 0
derivace neexistuje.

(e) Věta o středńı hodnotě je užitečná v řadě aplikaćı. Jej́ım d̊usledkem je tvrzeńı, že po-
kud f ′(x) > 0 v intervalu (a, b), potom je v tomto intervalu rostoućı. Skutečně, podle
předchoźı věty o středńı hodnotě pro každé a ≤ x1 < x2 ≤ b existuje ξ ∈ (x1, x2), že plat́ı

f(x2)− f(x1) = f ′(ξ)(x2 − x1) .

Protože derivace f ′(x) je kladná ve všech bodech intervalu, je kladná i v bodě ξ. Dı́ky
x1 < x2 plat́ı proto f(x1) < f(x2). Body x1, x2 byly libovolné, funkce f(x) je tedy
v daném intervalu rostoućı.

Podobně lze dokázat, že je-li derivace na intervalu záporná, funkce je klesaj́ıćı. �

Studijńı text ÚM FSI VUT v Brně 18


