7. Aplikace derivace 7C. Prubéh funkce

7C. PRUBEH FUNKCE
Vyuziti prvnich derivaci

Zmaménko derivace funkce v daném intervalu urcuje, zda je funkce rostouci nebo klesajici,
viz Definice 4.9. Uvazujme funkci f(z) v intervalu I. Muze to byt interval otevieny I = (a,b)
nebo uzavieny I = (a,b), ptipadné I = (a,b) nebo I = (a,b). Muze byt omezeny, jestlize
—00 < a < b < 00, nebo neomezeny, kdyz a = —oo nebo b = co. Necht x1, 75 € I jsou dva
body spliujici 27 < x9. Podle Véty o stiedni hodnoté existuje € (x1, z2) takové, ze plati

fwz) = flzr) = f/(§) - (22 — 1)

Jestlize derivace f'(z) je kladna v intervalu I, potom také f'(£) > 0 a f(z1) < f(x2), tj. funkce
je rostouci v intervalu 7. Pokud je derivace zapornd, funkce je klesajici. Dostavame tak tvrzeni:

Véta 7.16. Necht funkce f(z) je spojita na intervalu I a md derivaci f'(x) v (a,b). Platf:
f'(xz) > 0 v intervalu (a,b), pak funkce f(x) je rostouci na I,
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0 v intervalu (a,b), pravé kdyz funkce f(z) je nerostouci na I.
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Poznamky 7.17.

(a) Predpoklddame, ze funkce je spojita na celém intervalu, tj. véetné jednostranné spojitosti
v ptipadnych koncovych bodech. Derivaci vyzadujeme jenom ve vnitinich bodech intervalu.

(b) Pozor, v piipadé (a) a (b) obracend implikace obecné neplati: funkce rostouci na intervalu
I nemusi mit kladnou derivaci, napifklad funkce f(r) = z® na intervalu I = (-1 )
rostouci na celém intervalu, ale f'(r) = 32* je v nule nulova. Funkce f(z) = —z? je
protipiikladem obracené implikace (b).

(c¢) Jak zjistime znaménko funkce? Uvazujme funkci spojitou na intervalu. Pokud v intervalu
funkce nemé zadny nulovy bod, tj. bod, kde f(x) = 0, potom funkce je v celém intervalu
bud kladna nebo zdpornd. Staci proto urcit znaménko hodnoty funkce v jednom bodeé,
protoze uvnitf intervalu se znaménko ménit nemuze, byl by tam nulovy bod.

Podobné postupujeme pii zjistovani znaménka derivace. Pokud derivace je také funkce
spojitd na celém intervalu, muze ménit znaménko jenom ve stacionarnich bodech, tj. bo-
dech, kde je derivace nulova, tj. f'(x) = 0. Stac¢i proto na intervalech, kde je f’(x) nenulova,
zjistit znaménko derivace vycislenim hodnoty derivace v jednom bodé intervalu.

(d) PiivySetfovani znaménka funkce (nebo derivace) vyznacéime na realné ose body, kde funkce
(nebo derivace) neni definovana nebo nenf spojitd, a body, kde je nulova. Ziskdme tim inter-
valy, ve kterych funkce (nebo derivace) ma stejné znaménko. Ve vyznacenych bodech funkce
¢asto méni znaménko, muze se vsak stat, ze funkce (nebo derivace) na sousednich interva-
lech ma stejné znaménko. Pfi vySetfovani znaménka funkce vyuzivame také skutecnosti,
ze soucin kladnych hodnot je kladny. Pokud je v souc¢inu lichy pocet zapornych hodnot,
soucin je zaporny. Pokud pocet zapornych hodnot v soucinu je sudy, soucin je opét kladny.
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7. Aplikace derivace 7C. Prubéh funkce

Extrémy

Dulezitymi charakteristikami funkce jsou jeji extrémy, tj. maxima a minima. Extrémy rozli-
Sujeme absolutni (globalni) na mnoziné D, kdy nerovnost f(x) < f(zo) v pfipadé maxima a
nerovnost f(z) > f(zo) v pfipadé minima plati pro vSechna z € D a lokalni, kdy nerovnost
plati pouze v néjakém okoli bodu .

Definice 7.18. (Extrémy) Bud f(r) funkce na mnoziné D. Rekneme, Ze funkce f(z)

(a) ma na mnoziné D absolutni maximum M, jestlize existuje zo € D takové, ze f(xg) = M
a nerovnost f(x) < M plati pro vSechna x € D,

(b) m& na mnoziné D absolutni minimum M, jestlize existuje zo € D takové, ze f(zg) = M
a nerovnost f(x) > M plati pro vSechna x € D,

(¢) mé v bodé xy lokalni maximum m, jestlize existuje okoli O bodu x, takové, Ze nerovnost
f(z) < f(xo) = m plati pro vSechna z € O N D,

(d) mé v bodé zg lokdlni minimum m, jestlize existuje okoli O bodu z( takové, ze nerovnost
f(x) > f(xo) = m plati pro véechna x € O N D.

Pokud v podmince plati ostra nerovnost pro kazdé z # xy, mluvime o ostrém maximu nebo
minimu, v piipadé neostré nerovnosti o neostrém maximu nebo minimu.

& I i) T3 Ty xIs b
Obr. 7.3: Funkce f(x) na intervalu (a,b) mé absolutni maximum v bodé z3, absolutni minimum
v X2, lokdlni maxima v a, x1, x3, b, lokdlni minima v x9, x5, stacionarni body jsou x1, 2,24 .

Ptipomenme, ze nestaci uvést bod zy, ve kterém je lokalni nebo absolutni extrém, ale i
prislusnou hodnotu f(xg).

Jak je to s existenci a poctem extrému? Pokud funkce ma absolutni maximum nebo mini-
mum, potom tato hodnota je jednoznaéné urcena. Funkce ji v§ak muze nabyvat ve vice bodech,
napiiklad funkce cosx na R nabyva svého absolutniho maxima M = 1 v nekone¢né mnoha
bodech z = 2kn (k € Z) a absolutniho minima m = —1 v bodech = = (2k + 1)7.

Funkce vsak nemusi mit absolutni ani lokalni maximum nebo minimum. Je to napiiklad

v piipadé, kdy funkce neni omezena na mnoziné D, jako je tomu u funkce f(z) = x na (—o0, c0)

nebo tgx na (—7, 7). Ani omezend funkce vSak nemusi mit absolutni ani lokdlni extrém, muze

se to stat tehdy, kdyz bod, ve kterém je extrém, uz v mnoziné D neni — rostouci funkce na
otevieném intervalu nema zadné extrémy.

Spojita funkce na omezené uzaviené mnoziné vsak ma vzdy absolutni minimum i maximum.
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Lokalni extrémy ve vnitinich bodech

Véta 7.19. Jestlize spojita funkce f(x) mé ve vnitinim bodé zy mnoziny D maximum nebo
minimum a ma v tomto bodé derivaci f’(z¢), potom tato derivace je nulové.

Pokud derivace f’(zg) je ve vnitinim bodé x( intervalu ruzna od nuly, potom funkce f(x)
je v okoli zy rostouci nebo klesajici a proto nema v tomto bodé zadny extrém.

Definice 7.20. Body, ve kterych je derivace f'(x) nulovd, nazyvame stacionarni body.

Body ,podezrelé* z toho, ze v nich muze byt extrém, proto jsou:
(a) staciondrni body, tj. body, kde derivace je nulova, tj. f'(z) =0,
(b) body, kde derivace f’(z) neexistuje.

Mimo vnitinich bodu extrém muze byt i v hranicnim bodé mnoziny D, tj. krajnim bodé inter-
valu nebo v izolovaném bodé mnoziny D.

Jak urcit, zda funkce mé ve stacionarnim bodé zp maximum nebo minimum? Pokud f(x)
je rostouci vlevo od bodu zy a klesajici vpravo od bodu zg, potom f(z) mé bodé z, lokalni
maximum. V piipadé, kdy f(x) je klesajici vlevo a rostouci vpravo od bodu zy, funkce f(z) mé
v bodé rg minimum:

Véta 7.21. Bud f(z) funkce definované v okoli bodu .

(a) Jestlize f(z) je v levém okoli bodu xq rostouci a v pravém klesajici (7 zq \),
potom ma v bodé xy ostré lokalni maximum.

(b) Jestlize f(x) je v levém okoli bodu z klesajici a v pravém rostouci (\, o ),
potom ma v bodé xg ostré lokalni minimum.

(c) Jestlize f(z) je v levém i pravém okoli zy rostouci (" zy ), nebo v levém i pravém
okoli klesajici (N, o /), potom v bodé zy funkce nemé lokalni extrém.

K rozhodnuti, zda ve staciondrnim bodé, kde f'(z¢) = 0, je extrém, muze poslouzit druha
derivace. Pokud f”(z) je v bodé xy kladnd, potom prvni derivace je v okoli bodu zy rostouci,
v levém okoli bodu xy je zdporna a funkce f(z) klesajici, v pravém okoli kladnd a funkce
rostouci — v bodé z( je tedy ostré lokalni minimum. Podobna tuvaha vede k zavéru, ze jestlize
1" (x0) < 0, prvni derivace je klesajici a funkce mé v bodé xy ostré lokdlni maximum:

Véta 7.22. Necht spojitd funkce f(x) mé ve vnitinim bodé 2o nulovou derivaci f/(x¢) = 0 a
druhd derivace f”(zq) existuje. Potom plati:

(a) f"(x0) >0 pak f(x) ma v bodé g ostré lokdlni minimum,

(b)  f"(z0) <0 pak f(z) ma v bodé xy ostré lokalni maximum.

(c) 'V piipadé f”(zg) = 0 nelze rozhodnout, tj. extrém v x, muze, ale také nemusi byt.

Poznamky 7.23. Podivejme se na pripad, kdy f'(xg) =0, f”(xq) = 0 podrobnéji a popisme,
jak lze vyuzit derivace vyssich fadu, pokud existuji:
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7. Aplikace derivace 7C. Prubéh funkce

(a) V bodé xy muze byt:

(i) lokalnf minimum, napiiklad f(z) = (z — z¢)*,

(i) lokdln{ maximum, napiiklad f(z) = —(z — x¢)*,
(iii)  zddny extrém, napifklad f(z) = (z — z0)?.

(b) V pripadé f'(z¢) =0, f"(xo) =0 muze rozhodnout tfeti derivace. Jestlize f"”(zg) # 0,
potom funkce neméd v bodé xy extrém. Skutecné, pomoci Taylorova polynomu tfetiho
stupné muzeme psét f(z) = 5" (o) - (x — 20)* + 0(x — x0)*, funkce je v okolf z¢ rostouct
nebo klesajici a proto funkce zde nemuze mit extrém.

Pokud vsak f”(xy) = 0 rozhodnout muze znaménko ¢tvrté derivace. Tayloruv polynom
dava f(z) = LW (xo) - (x — 20)* + 0(x — 1) a v piipadé fW(zy) > 0 je v bodé zq ostré
lokalni minimum, v piipadé f@®(zq) < 0 je v bodé zy ostré lokalni maximum.

(c) Jestlize v bodé xy jsou vSechny ¢tyti derivace nulové a péatd nenulova, potom zde neni
extrém. V pripadé péti nulovych derivaci v bodé xy muze rozhodnout derivace Sestd, atd.

Lokalni extrémy v hrani¢nich bodech

Kazdy omezeny uzavieny interval interval (a,b) ma dva hrani¢ni body, intervaly (—oo,b) a
(a,00) maji jeden hrani¢ni bod. V hrani¢nim bodé muze byt lokélni extrém, derivace zde viak
nemusi byt nulova.

Nésledujici podminky zajistuji lokdlni extrémy v téchto hraniénich bodech:

Véta 7.24. Necht a je levy koncovy bod intervalu a funkce f(z) je rostouci (klesajici)
v néjakém pravém okoli (a,a + &) bodu a, potom v bodé a funkce f(z) mé ostré lokalni
minimum (maximum). V pravém koncovém bodeé b intervalu analogicky plati:

Pokud funkce f(z) je rostouci (klesajici) v néjakém levém okoli (b — 0, b), potom v bodé a
funkce f(z) ma ostré lokdlni maximum (minimum).

Pokud je funkce v okoli jenom neklesajici nebo nerostouci, extrém nemusi byt ostry.

Pokud v levém koncovém bodé a intervalu existuje kladnd (zdpornd) jednostrannd limita
derivace lim, .+ f'(z), potom v bodé a je ostré lokalni minimum (maximum).

Analogicky v pravém koncovém bodeé b jestlize jednostranna limita lim, ., f'(x) je kladna
(zapornd), potom v bodé b je ostré lokalni maximum (minimum).

Pokud limita derivace v koncovém bodeé je nulové, potom extrém muze byt ostry i neostry
nebo nemusi existovat.

f(a) <0 f'®) >0
f(z) f'(a) >0 f(x) f'(b) <0
a b a b

Obr. 7.4: Nenulové jednostranné limity derivace v lokdlnim maximu (minimu) v hrani¢nich bodech.

Absolutni (globalni) extrémy

Pripomenme, ze kazdd funkce f(z) na libovolné neprazdné mnoziné D C R mé své supre-
mum i infimum. Pokud supremum je nekonecno, absolutni maximum neexistuje. Pokud infimum
je minus nekonecno, absolutni minimum neexistuje.
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7. Aplikace derivace 7C. Prubéh funkce

Pokud vime, ze funkce absolutni maximum ma, je to nejvétsi ze vSech lokalni maxim,
protoze absolutni maximum je také lokdlni maximum. V tomto piipadé nemusime zjistovat,
zda ve staciondrnim bodé (nebo bodé, kde neni derivace, ¢i hrani¢cnim bodé) je extrém, staci
vycislit hodnoty ve vSech ,podezielych® bodech, mezi které patii i koncové body intervalu.
Podobné pokud funkce absolutni minimum ma, je to nejmensi lokalni minimum.

Casto je velmi uzitecna nasledujici véta, ktera zarucuje existenci absolutnich extrémi:

Véta 7.25. Necht D je omezend uzaviend mnozina, tj. napiiklad omezeny uzavieny interval,
a funkce f(x) je spojitd na mnoziné D (v koncovych bodech intervalu spojitd zleva nebo
zprava). Potom funkce f(z) ma na mnoziné D absolutni minimum i absolutni maximum.

Pokud nejsou splnény podminky predchozi véty, na vySetfovani absolutnich extrému neni
obecny navod. Pokud mnozina D neni uzaviend, absolutni extrém nemusi existovat, pokud
hrani¢ni bod, ve kterém limita funkce nabyva extrémni hodnotu, uz v mnoziné D neni. Pokud
mnozina D neni omezend, musime sledovat limitu funkce pii x blizicim se plus nebo minus ne-
koneénu. Napiiklad funkce f(z) = 22/e*” kromé x = 0 je vsude kladnd, jeji absolutni minimum
je proto f(0) = 0. Limity v +00 jsou nulové a funkce je spojitd, jeji absolutni maximum proto
budeme hledat mezi stacionarnimi body.

Asymptoty

Asymptota funkce je obrazné teceno ,tecna
ke grafu funkce v nekonecnu“. Asymptota funkce
y = f(z) je takovd piimka, jejiz vzdalenost od
bodu grafu [z, f(z)] se blizi k nule, kdyz x nebo
f(x) se vzdaluje do plus nebo minus nekonecna.

Piimky v roviné lze rozdélit na dva druhy:
piimky se smérnici, které maji rovnici y = kx + q
a tzv. piimky bez smérnice, tj. piimky rovnobézné /
s osou y, které maji rovnici x = zy. Podle toho
také rozlisujeme dva druhy asymptot: se smérnici
a bez smérnice. Obr. 7.5: Asymptota bez a se smérnici

Definice 7.26. (Asymptoty) Necht f(z) je funkce definovand na okoli nekonecna (c, c0)
[resp. na okoli minus nekoneéna (—oo, ¢)]. Potom piimku y = kx + ¢ nazveme asymptotou
(se smérnici) funkce f(z) pro z — oo [resp. pro x — —o0] jestlize

lim (f(x) —(kz+q)) =0 resp. lim (f(x)—(kz+q))=0].

T—00 T——00

Necht f(x) je funkce definovand v néjakém levém nebo pravém redukovaném okoli bodu
xg. Potom primku = = zy nazveme asymptotou funkce f(z) bez smérnice (nesmérnicovou),
jestlize alespon jedna z jednostrannych limit funkce f(z) je nevlastni, tj. rovna co nebo —oo.

Jak zjistit asymptotu se smérnici? Pokud lim, ,..(f(z) — (kx + ¢q)) = 0, potom i limita
lim, oo %(f(x) —(kx+q)) = lim,_ o0 @ — k =0, protoze lim,_,o, £ = 0. Z této rovnosti plyne

hodnota smérnice k = lim,_, @ Zname-li k, potom uz ¢ = lim,_,(f(z) — kz). Tim jsme

odvodili tvrzeni, pomoci kterého vysetfujeme asymptoty se smérnici:
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Véta 7.27. Bud f(z) funkce definovana v okoli nekonecna. Pokud existuji koneéné limity

k= lim f@) a ¢q= lim(f(x)—Fkx),

r—00 I T—00

potom pifmka y = kz + ¢ je asymptota funkce f(x) pro x — oo.
Analogické tvrzeni plati pro piipad asymptoty x — —oo.

Pokud uvedené limity neexistuji, nebo nejsou konecné, asymptota funkce neexistuje.

Priklady 7.28. Uvedme nékolik ilustrativnich piikladi:
(a) Funkece f(r) = arctgz ma asymptotu (se smérnici) y = 7 pro x — 00 a asymptotuy = —7
pro x — —oo.

(b) Funkce f(z) = tgx méd v bodech zy = § + km (k € Z) asymptoty bez smérnice x = 2
zleva pro y — —o0 a zprava pro y — 0o.

(c) Funkce f(z) = x + 1/2? ma asymptoty y = x pro  — 00 i ¥ — —o0 a asymptotu bez
smernice z = 0 pro y — oo.

(d) Funkce sinx a cosz zadné asymptoty nemaji, protoze k = lim, 4 f(z)/z = 0, ale limity
q = lim, 1o (f(x) — 0 ) neexistuji.

(e) Funkce 22, 3, 2* a e také nemaji asymptoty pro x — oo, protoze limity lim, . f(x)/x

existuji, ale nejsou konecné.

(f) Funkce \/x také nemd asymptotu pro x — oo, protoze k = lim, . f(x)/x = 0, ale limita
q =lim, ,(f(x) — 0 - x) neni konecn4.

Poznamky 7.29.

(a) Misto limity podilu k = lim, o, f(x)/z lze vzit limitu derivace k = lim, ., f'(x), pokud
tato limita existuje.

(b) Uvedend definice asymptoty piipousti i piipad, kdy asymptota se smérnici neni limitou
tecen: hodnoty f(z) se sice blizi k asymptoté, ale jeji smérnice nemaji limitu, ,osciluji“
okolo k. Naptiklad funkce f(z) = % sin(z?) méd asymptotu y = 0, protoZe lim,_,o, f(z) = 0.
Derivace f'(z) = _?12 sin(z?) + 2 cos(2?), tj. smérnice tecny v bodé z vSak limitu nema4,
smérnice k asymptoty proto neni limitou smeérnic tecen.

Vyuziti druhych derivaci

Pomoci druhé derivace lze urcit, zda je funkce konvexni nebo konkavni, viz Definice 4.11.
Opét interval I muze byt otevieny nebo uzavieny, omezeny nebo neomezeny. Pokud funkce
f(z) je ryze konvexni, smérnice f'(z) jejich tecen je funkce rostouci, a proto derivace smérnic,
tj. druhd derivace f”(z), je funkce kladnd. Analogicky smérnice te¢en ryze konkavni funkce je
funkce klesajici, a proto druhd derivace f”(x) je zdporné, viz Obr. 7.6.

To je v souladu s alternativni charakteristikou, viz Poznamka 4.13(b), konvexni diferenco-
vatelné funkce:

Tecna ke grafu konvexni funkce v bodé g (mimo bod xg) lezi ,pod* grafem funkce.
Skutecné, rovnice tecny ke grafu funkce f(z) v bodé xq je t(x) = f(xo) + f'(xo) - (x — x0).
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Tayloruv polynom druhého stupné dévd f(z) = t(z)+ 5 /" (o) (z — 39)* + 0(x — 3)* . Pokud
f"(x0) je kladnd, v okoli zy plati f(x) > t(x), tedy graf funkce je nad tec¢nou.

Obr. 7.6: Smérnice tecen u ryze konvexni funkce roste, u ryze konkavni funkce klesa.

Véta 7.30. Necht f(z) je funkce spojitd na I majici v (a,b) druhou derivaci. Potom plati:
(a) f"(z) > 0 na intervalu I, potom f(x) je na I konvexni,
(b) f"(z) <0 na intervalu I, potom f(z) je na I konkdvni.

Pokud pro druhou derivaci plati ostrd nerovnost, potom funkce f(x) je na I ryze konvexni
nebo ryze konkavni.

Jestlize druha derivace f”(z) v bodé zy méni znaménko, z, je inflexnim bodem funkce f(z).
Pokud druhé derivace funkce existuje, v inflexnim bodé je nulova.

Poznamky 7.31. Pokud f”(zo) = 0, 2o nemus{ byt inflexnf bod. Napifklad funkce f(x) = z*
ma v bodé xg = 0 nulové derivace druhého fadu, ale je ryze konvexni na celém R. V nule ma
nulovou i tieti derivaci, ¢tvrtd je kladnd. Funkce f(z) = 2° mé v o = 0 nulovou prvni, druhou,
treti i ¢tvrtou derivaci, nenulova je az pata derivace. Funkce ptitom mé v nule inflexni bod.

Piiklady 7.32.

(a) Funkce f(z) = 2® ma f"(z) = 6z. Je proto ryze konvexn{ v intervalu (0,00) a ryze
konkdvni v (—o0,0), inflexnim bodem je zq = 0. Funkce e” je ryze konvexni v celém R,
logaritmus In z je funkce ryze konkavni na (0, 00).

(b) Funkce f(x) =sinz ma f”(x) = —sinz. Na intervalech (2k7, (2k + 1)) je druhd derivace
zédpornd, funkce je zde ryze konkdvni. Na intervalech ((2k — 1), 2km) je druhd derivace
kladnd, funkce je zde ryze konvexni. Body = = kx jsou inflexni body.

VySetrovani priubéhu funkci

Pii vySettovani prubéhu funkce zkouméame (pokud neni v zadani uvedeno jinak) nédsledujici
vlastnosti funkce:

(1) Definiéni obor a mnozinu, kde je funkce spojitd, ptipadné najdeme body nespojitosti.
(2) Zda je funkce sudd, lichd, piipadné periodicka.

(3) Pruseciky s osou z (tzv. nulové body) a znaménka f(x), tj. intervaly, na kterych je funkce
kladna nebo zaporna.

(4) Jednostranné limity v bodech nespojitosti a v krajnich bodech, pfipadné zda existuji
asymptoty bez smérnice.

(5) Limity pro x — oo a * — —o0 a zda existuji asymptoty se smérnici (pokud funkce je
definovand v okoli £o0).
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(6) Spocitame prvni derivaci f'(z) a dale

a) mnajdeme nulové body f'(z) = 0, tj. stacionarni body,

b)

¢) uréime lokalni maxima a minima véetné jejich hodnot,
)

d

—~ o~

uréime znaménko f'(x), tj. intervaly, kde je funkce rostouci nebo klesajici,

—~~

uréime jednostranné limity f’(x) (smérnic tecen) v bodech nespojitosti funkce a v bo-
dech, kde derivace neexistuje.

(7) Spocitdme druhou derivaci f”(x) a pak

(a) najdeme nulové body druhé derivace f”(z) =0,
(b) uréime znaménka druhé derivace, tj. intervaly, kde je funkce konvexni nebo konkdvni,

(¢) wuréime inflexni body véetné hodnoty funkce a smérnice tecen v téchto bodech.
Zavérem nacrtneme graf funkce pomoci predchozich vysledku:

zvolime vhodny interval a méfitka podle definiéniho oboru funkce a oboru hodnot,

(a)
(b) vyzna¢ime koncové body definiéniho oboru a piislusné hodnoty nebo limity funkce,
) vyznacime nulové body a znaménka funkce f(x),

)

vyneseme hodnoty funkce ve staciondrnich bodech, tj. body [z, f(z)] a vyznaéime intervaly,
kde je funkce rostouci nebo klesajici,

nac¢rtneme pripadné asymptoty,

vyneseme hodnoty a smérnice tecen v pripadnych inflexnich bodech,

vyznacime intervaly, kde je funkce konvexni nebo konkavni,

»Spojime* piislugné body kiivkou (rostouci, klesajici, konvexni, konkdvni,...) na interva-
lech definiéntho oboru.

Poznamky 7.33.

(a) Definiéni obor urc¢ujeme postupné podle definiénich oboru jednotlivych elementdrnich
funkci a operaci. Vychazime z mnoziny realnych cisel R, pfitom musi platit:

pii déleni g(x)/h(x) je jmenovatel nenulovy, tj. h(x) # 0,

odmocnina 4/g(z) je definovand pro nezéporna g(x),

logaritmus In(g(z)) nebo log,(g(x)) je definovén jen pro kladné g(z) a proa > 0, a # 1,

pro funkce tg (g(z)) je g(x) # 5 + km, u cotg (9(x)) je g(x) # km, k € Z,

u funkef arcsin(g(z)), arccos(g(z)) argument g(z) musi byt v intervalu (—1,1).

Vyloucené a hrani¢ni body definiéniho oboru jsou ¢asto také kandidaty na to, ze jimi bude
prochéazet asymptota bez smérnice.

(b) Suda, lichd, nebo periodickd funkce. Nutnou podminkou pro sudou nebo lichou funkei je
defini¢ni obor symetricky podle osy y, tj. * € D(f) < —x € D(f). Vlastnost ndm usnadni
vykresleni prubéhu funkce. Pripomenme, ze funkce:

e sudd ma graf osové soumérny podle osy y a plati f(—z) = f(z) pro vSechna x € D(f).
e lichd m4 graf sttedové soumérny podle poc¢itku a plati f(—z) = —f(z) Vz € D(f).

e je periodicka s periodou p, pokud jeji defini¢ni obor splauje z € D(f) = x+kp € D(f)
(k € Z) a pro vsechna x € D(f) plati f(z) = f(z + kp), tj. graf funkce se ,opakuje®.
Hleddame ptitom nejmensi p > 0 spliujici uvedené podminky.
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()

(d)

Nulové body. Jsou to body na ose z, které maji y-ovou souradnici rovnu nule. Staci najit
feseni rovnice f(z) = 0. Prusecik s osou y je hodnota f(0), pokud 0 je v definiénim oboru.

Prvni derivace, stacionarni body, monoténnost, extrémy. Staciondrni body jsou feseni
rovnice f'(x) = 0. V téchto bodech je teéna ,vodorovna“, tj. rovnobézné s osou z. Zde
muze byt extrém, ale také inflexni bod. Podle znaménka derivace uréime, zda je funkce
rostouci nebo klesajici. Také zde vyuzijeme skutecnost, ze funkce muze zménit znaménko
pouze v nulovych bodech, nebo v bodech, kde funkce neni spojita. Podobné derivace muze
zmeénit znaménko ve stacionarnim bodé nebo bodé, kde derivace neni definovana.

Druha derivace, konvexnost, konkavnost, inflexni body. Opét spocitame druhou derivaci
a vytesime rovnici f”(x) = 0. Podle znaménka pak urcime, zda je funkce konvexni nebo
konkavni. Bod, kde f”(z) = 0, muze byt inflexnim bodem.

Asymptoty bez smérnice se mohou vyskytnout pouze v bodech, kde funkce neni definovana
nebo neni spojitd. Asymptoty se smérnici vySetfujeme jen v pripadech, kdy funkce je
definovand v okoli kladného nebo zaporného nekonecna.

Ne vidy je tieba zjistovat vsechny uvedené vlastnosti funkce. Zejména p¥i zkousce
vySetrujte jen vlastnosti pozadované v zadani.

Porovnejte jednotlivé vlastnosti navzajem! Pokud jsou ve sporu, ve vypoctu je chyba.
Napiiklad pokud je funkce sudé, tj. f(—x) = f(x), jeji graf je symetricky podle osy y. Jeji
prvni derivace je funkce licha, tj. f'(—x) = —f'(x), jeji graf je symetricky podle stiedu
v pocatku [0, 0], staciondrni body jsou symetrické. Druhd derivace je opét funkce sudé.

7D. PRIKLADY VYSETROVANI PRUBEHU FUNKCE

Priklad 7.34. VySetiete prubéh funkee f(z) = 2 + £.

Reseni:

Defini¢ni obor Kvili zlomku 2 nutno vyloucit 2 = 0, proto D(f) = (—o0,0) U (0, 00).
Funkce je na D(f) spojitd, jedinym bodem nespojitosti je z = 0.

Vlastnosti funkce Protoze f(—x) = — f(x) jde o funkci lichou, bude sttedové symetricka
podle pocatku. Stacilo by ji vySetfovat pouze na intervalu (0, 00).

Nulové body Vyndsobenim rovnice f(x) = 0 vyrazem 2z dostavame rovnici 4+ 2% = 0,
kterd nemd feseni. Funkce proto nemd nulové body a tudiz na intervalu (0, c0) ma stejné
znaménko. Protoze napiiklad f(1) = 5/2, funkce je na intervalu (0,00) kladna. Diky
lichosti bude na intervalu (—oo, 0) zaporna.

Kvuli vyrazu % je lim, o4 f(2) = 00, lim, o f(z) = —oo. Funkce ma proto asymptotu
bez smérnice x = 0 pro y — 0o zprava a pro y — —oo zleva.

Limity v nekoneénu jsou lim, .. f(z) = oo, lim, ., o f(x) = —oo0. Spocitdme limity
k= lim, o f(z)/2 = 1 a ¢ = lim,oo(f(z) — £) = 0. Funkce md proto asymptoty se

smérnici y = $ pro x — oo. Podobné asymptota pro z — —oo je pifmka y = 7, coz je
v souladu se skutecnosti, ze funkce je licha.
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(6) Spocitejme prvni derivaci

2 z] 2 1 —4+a?
—|— = —— _= —
x? 2 212
V tomto pripadé neni vhodné davat zlomky na spoleény jmenovatel pred derivovanim,
lepsi je derivovat funkci ve tvaru souctu zlomku. Vysledné zlomky jsme dali na spolecny
jmenovatel az pro feseni rovnice f'(x) = 0.

Rovnici vyndsobime vyrazem 2z2. Dostavame tak rovnici 22 — 4 = 0, kterd m4d dvé fesent
x =2 ax = —2. Derivace ma stejnd znaménka na intervalech (—oo, —2), (—2,0), (0,2)
a (2,00). Vyéislenim hodnot, napiiklad f'(4) = % >0, f/(1) = —% < 0, podobné pro
x = —4 ax = —1, zjistime, ze funkce je rostouci v intervalech (—oo,—2) a (2,00) a

klesajici v intervalech (—2,0) a (0,2).
Protoze v bodé x = —2 funkce ptfechdazi z rostouci na klesajici, je zde lokalni maximum

f(—=2) = —2. Podobné v bodé x = 2 funkce ptechazi z klesajici na rostouci, je zde lokalni
minimum f(2) = 2. V bodé nespojitosti x = 0 je limita f’(z) = —oc z obou stran.

(7) Druhd derivace je f"(z) = [-2/2* + 1/2] = 4/2®. Je zépornd na (—oo,0), funkce je
zde proto konkdvni, a kladnd na (0,00), funkce je zde konvexni. Protoze funkce nenf
definovand v bodé x = 0, inflexni bod neexistuje. Zjisténé vlastnosti shrneme v piehledu:

’ konkavni ‘ ’ konvexni ‘

y=ux/2 [—2, —2] max. [2, 2] min. y=x/2

‘ rostouci ‘ klesajfcf H klesajici H rostouci ‘

’ —00 zapornd —00|| 0o kladnd OC‘
-5 2 | 0 | 2 | | 5

Obr. 7.7: Piehled zjisténych vlastnosti funkece f(z) = 2 + 2.

Nacrtneme souradnicové osy z, y, vyznacime jednotky na ose x v rozmezi cca (—6, 6). Naértneme
asymptoty se smérnicemi i bez smérnic. Vyznacime intervaly kladnych a zdpornych hodnot,
intervaly, kde je funkce rostouci a klesajici, bod lokdlniho maxima [—2, —2] a lokdlniho minima
2,2]. Na zavér vyznacime intervaly, kde je funkce konvexni a konkavni.

Je vidét, ze jednotlivé vlastnosti nejsou v rozporu a souhlasi se skutecnosti, ze funkce je
licha. Potom uz neni problém doplnit do obrazku graf funkce, viz Obr. 7.8.

_a?
1422 °

Priklad 7.35. Vysettete prubéh funkce f(z) =

Reseni:
(1) Defini¢ni obor Protoze jmenovatel 1 + z? je kladny, definiéni obor je celé R a funkce
je také spojita na celém definiénim oboru D(f) = R.

(2) Vlastnosti funkce Protoze f(—z) = f(z), jde o funkci sudou, graf bude soumérny
podle osy y. Stacilo by funkci vySetfovat pouze na intervalu (0, 0o).

(3) Nulové body Vynasobenim rovnice f(x) = 0 vyrazem 1+ z?* dostdvame rovnici 2% = 0,
jedinym nulovym bodem je bod z = 0. Protoze pro x # 0 je ¢itatel i jmenovatel zlomku
kladny, je funkce kladna na obou intervalech (—o0,0) i (0, c0).

(4)  Funkce je spojitd na celém R, proto nema zadnou asymptotu bez smérnice.
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YA

Obr. 7.8: Graf funkce f(z) = 2 + £

(5) Limity v nekoneénu jsou lim, ,+. f(z) = 1. Z vypoctu limit k = lim,_,, f(z)/z = 0,
q = lim, ,(f(x) — 0) = 1 plyne existence asymptoty se smérnicif y = 1 pro z — 0.
Protoze funkce je suda, bude to i asymptota pro xr — —oo.

(6) Spocitejme prvni derivaci:

f@) = { (1+22)? T (Tt (14222

Rovnice f'(z) = 0 mé jediné teseni x = 0. Protoze jmenovatel je kladny, derivace je
zapornd na (—oo,0); funkee je zde proto klesajici. Na (0, 00) je derivace kladné a funkce
rostouci. V bodé x = 0 funkce prechazi z klesajici na rostouci, je zde proto lokalni mini-
mum f(0) = 0. Pro x # 0 je f(x) > 0, v nule je proto absolutni minimum.

22 ] @Y+t -2 142 22(1+2Y)—2%-22 22
1+a22|

(7)  Pii pocitani druhé derivace je 1épe nejprve zlomek zkrétit virazem (1+x?) a teprve potom
roznasobit:

f”(x):{ 2x )2} :2(1+x) —2x-2(14+2%)2x 2(1+2%) —2x-2-2x  2(1 — 3x?)

(1 + 2 (1+ 22)* - (14 22)3 - (14 22)%
Vynédsobenim f”(z) = 0 vyrazem (z? + 1)* dostaneme rovnici 2 — 62 = 0, kterd m4d
dvé TeSeni x = i\%. Protoze jmenovatel je kladny, druhd derivace je kladna v intervalu

1 1

(—\/Lg, \/ig), funkce je zde konvexni. V intervalech (—oo, —75) a (-5, 00) je druhd derivace

zdporna, a proto funkce je konkdvni. Funkce m4 dva inflexni body [—\/Lg, 1, a [\/Lg, 11,

ve kterych jsou smérnice f’ (—\/Lg) = —%\/g, 1 (\/Lg) = %\/g Zjisténé vlastnosti shrneme

v tabulce. Inflexni body zapiSeme ve tvaru soutadnic bodu se smérnici: [z, f(z), f'(x)]:

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 25



7. Aplikace derivace 7D. Priklady vysetfovani prubéhu funkce

Inflexni body: [f%, 1 -3V3) [, 1,3v3

’ konkavni ‘ ’ konvexni ‘ ’ konkavni ‘
y = min. _
y=1 [0[0] mi y=1

’ klesajici ‘ ’ rostouci ‘

Sl

’1 nezaporna 1‘
‘ : = : ‘
1 _1 0 7 1 z
Obr. 7.9: Piehled zjisténych vlastnosti funkce f(z) = x2/(1 + z2)

Na zdvér nacrtneme souradnicové osy x,y, vyznacime jednotky na ose x v rozmezi cca (—2,2),
v ose y v rozmezi (0,1). Naértneme asymptoty. Vyznacime si intervaly, kde je funkce rostouci
a klesajici, a bod lokalntho minima [0, 0]. Vyznaéime inflexni body se smérnicemi a intervaly,
kde je funkce konvexni a konkavni.

S

Z nacrtu je vidét, ze jednotlivé vlastnosti nejsou navzajem v rozporu a souhlasi se skutec-
nosti, ze funkce je suda. Potom uz je snadné doplnit do obrazku graf funkce.

\y
1
~ o
-1 - % 0 % 1 x

Obr. 7.10: Graf funkce f(z) = 22/(1 + z?)

Priklad 7.36. Vysettete pribéh funkce f(z) = 2% .

Resent:
(1) Defini¢ni obor Protoze jmenovatel 1 + 22 je kladny, definiéni obor je celé R a funkce

je také spojita na celém definiénim oboru D(f) = R.

(2) Vlastnosti funkce Protoze f(—z) = —f(z), jde o funkci lichou, graf bude stiedove
soumérny podle pocatku [0, 0]. Stacilo by proto funkei vysetfovat jen na intervalu (0, 00).

(3) Nulové body Vyndsobenim rovnice f(x) = 0 vyrazem 1+ x? dostdvdme rovnici 2x = 0,
jedinym nulovym bodem je bod z = 0. Protoze 1 + 2?2 je kladné, znaménko funkce zavis{
na 2z, funkce je tedy zaporna na intervalu (—oo,0) a kladnd na (0, 00).

(4)  Funkce je spojita na celém R, proto nemd zddnou asymptotu bez smérnice.

(5) Protoze stupen polynomu ve jmenovateli je vétsi nez stupen polynomu v ¢itateli, funkce
m& nulové limity v +oo. Tudiz obé limity z vypoctu asymptoty: k = lim, 4., f(z)/z =0,
q =lim, 1. f(x) =0, funkce ma proto asymptoty se smérnici y = 0 pro r — +o0.

(6) Spocitejme prvni derivaci

2 ]/_2-(1+x2)—2x-2x 2222 2(1—a2)(1+2)
B (1+22)? (1+22)2  (1+a?)?

14 22 - -

)= |
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Rovnice f/(x) = 0 ma dveé feseni = 1. Protoze jmenovatel je kladny, znaménko derivace
zévisf na znaménku ¢itatele 1 — 2% pro |z| > 1 je derivace zdporn4, pro |z| < 1 je kladn4.
Funkee je proto klesajici na intervalech (—oo, —1), (1,00) a rostouci na (—1,1).

V bodé x = —1 funkce prechazi z klesajici na rostouci, je zde proto lokalni minimum
f(=1) = —1; v bodé z = 1 z rostouci prechdzi na klesajici, v z = 1 je proto lokalni
maximum f(1) = 1. Protoze obé limity v nekoneénu jsou nulové, oba extrémy jsou také
absolutni.

Pii pocitani druhé derivace je lépe nejprve zlomek zkratit vyrazem (1 + 2?) a aZ potom
roznasobit:

- |

2 — 222 }’ (1422 (2—22%) - 2(1 +2?) - 22
S| =

o TEa
 —dx(l42%) - (2—-20%)4r  —4x(3—2?)  da(a® - 3)
B (14 22)3 o (T+a?)d (1+a22)3

Rovnici f”(z) = 0 vyndsobime vyrazem (z?+1)3. Dostaneme rovnici 4z(z* —3) = 0, kterd
mé4 tii feseni = 0 a x++/3. Protoze jmenovatel je kladny, druhé derivace ménf znaménko
jen v bodech —v/3, 0, /3. Funkce f(z) je proto konkévni na intervalu (—oo, —v/3),
konvexni na (—v/3,0), konkdvni na (0, v/3) a konvexni na (v/3, 00). Funkce m4 tii inflexni
body v bodech z = —+/3,0, v/3. Uréeme jesté piislusné hodnoty funkce a smérnice tecen:

F=VB) = =4, f(=VB) = =%, f(0)=0, f(0) =2, f(V3)=% f(v8)=-1

Vysledky shrneme v tabulce:

Inflexni body: [—V/3, —?, -3 [0,0,2] V3, @, -]
’ konkavni ‘ ’ konvexni ‘ konkavni ‘ ’ konvexni ‘
y=0 [—1, —1] min. [1,1] max. y=20
’ klesajici ‘ rostauci ‘ klesajici ‘
’(J zZaporna 0‘ 0 kladna O‘
| V3 -1 0 1 V3 | o

Obr. 7.11: Ptehled zjisténych vlastnost{ funkee f(z) = 2x/(1 + %)

Na zavér nacrtneme souradnicové osy z,y, vyznacime jednotky na ose x v rozmezi cca (—4,4),
v ose y v rozmezi (—1,1). Nacrtneme asymptoty. Vyznacime intervaly kladnych a zapornych
hodnot, intervaly, kde je funkce rostouci a klesajici, a body lokdlniho minima a maxima.

Vyznacime inflexni body se smérnicemi a intervaly, kde je funkce konvexni a konkavni.

Z

nacrtu je videét, ze jednotlivé vlastnosti nejsou navzajem v rozporu s vlastnostmi sudé

funkce. Potom uz snadno do obrazku doplnime graf funkce.

Y
1

\

1

; ; 1_\/5 -

0 1 V3 | oz

—1
Obr. 7.12: Graf funkce f(z) = 2x/(1 + 2?)

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 27



7. Aplikace derivace 7D. Priklady vysetfovani prubéhu funkce

1

Piiklad 7.37. Vysetiete prubéh funkce f(x) = ez .

Reseni:

(1) Defini¢ni obor Kvili zlomku < nutno vylou¢it = 0, proto D(f) = (—o0,0) U (0, o0).
Funkce je na D(f) spojita, jedinym bodem nespojitosti je x = 0.

(2) Vlastnosti funkce Funkce neni lichd, suda ani periodicka.
(3) Nulové body Funkce e” je stédle kladné, proto i nase funkce nemé zadné nulové body.

(4) Bodem nespojitosti je x = 0. Pro x — 0+ je asymptota bez smérnice x = 0 pro y — oo.
Limita v nule zleva dava

. . 1 L= 1 . t
lim f(z) = lim ex = T = lim e =0.
z—0— z—0— t— —o0 t——o0

(5) Protoze lim, 1o % =0, plati lim, ,+., f(z) = 1. Asymptoty se smérnici jsou y = 1.

(6) Spocitejme prvni derivaci f'(z) = —er /2%, coz je funkce stéle zapornd, funkce je tedy
klesajici na obou intervalech (—o00,0) i (0,00) a nema zadné extrémy. Jesté uréime jedno-
strannou limitu derivace v nule zleva. S vyuzitim limity v 7.12 (c) mame

. . 11 t:l . 2
lim f'(z) = lim (—ew-—) :{ § }:tilmoo (—e"-¢*) =0.

Protoze lim, o+ f(z) = oo a funkce je klesajici, plati lim, o+ f'(x) = —o0.

(7) Druhd derivace f"(x) je

2
" 1 1 20 1 142z
[(@) =ev [(_;> + el I 4
Rovnice f"(z) = 0 ddvd 1 4+ 22 = 0. Jediné feSeni je z = —%. Pro z > —% je druha
derivace kladné, pro = < —% zapornd. Funkce je tedy konkdvni na intervalu (—oo, —%)
Na intervalech (—3,0), (0,00) je konvexn{ s inflexnim bodem z = —31. Dopoéitejme jesté

f(=3) =e?=0135a f'(—3) = —4e? = —0.541.
Inflexni bod: [—3,e72,—4e™?]
’ konkavni ‘ ’konv. ‘ ’ konvexni ‘
y=1 y=1
| klesajici | klesajici |
’1 kladna 0flco kladna 1‘
‘ ‘ 1 0 ‘1 ‘ ‘ :

2
Obr. 7.13: Piehled zjistenych vlastnosti funkee f(z) = e!/*.

Nacrtneme soufadnicovou osu z v rozmezi cca (—4,4) a osu y pro (0,2). Naértneme asymptoty
y = 1 i asymptotu x = 0. Vyznacime inflexni bod i jeho smérnici. Potom snadno doplnime do
obrazku graf funkce.
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Obr. 7.14: Graf funkce f(z) = e!/*.

Piiklad 7.38. Vysetiete prubéh funkce f(x) =2 cosx — sin(2z) .

Reseni:

(1)
(2)

Defini¢ni obor Funkce je definovand a spojitd na celém R.

Vlastnosti funkce Funkce cosz i sin x jsou periodické s periodou 27, funkce dvojnasobku
argumentu sin(2z) mé periodu poloviéni, tj 7. Jejich soucet ma periodu, kterd je nejmensi
spolecny nasobek, tj. 27. Funkce je tedy periodicka s nejmensi periodou 27. Staci proto
vysetfovat funkci na zakladni periodé délky 27. Za zakladni periodu zvolime interval
(—m, 7). Funkce neni sudé ani licha.

Nulové body Rovnici f(z) = 0 upravime pomoci vzorce sin(2z) = 2sinx cos z

f(x) =2cosx —sin(2zx) = 2cosx — 2sinxcosx = 2cosz(l —sinz) = 0.

V zdkladni periodé cosx = 0 ddvd dvé feseni x = —5, 2 = 7, rovnost sinx = 1 znovu
= 5. Nulové body proto jsou —% a 7. Z hodnot f(0) =2 a f(7) = —2 plyne, Ze funkce

je kladnd na (—im, 17) a zdpornd na intervalech (m, —%), (3, ).

Funkce nema zadné asymptoty.

Prvni derivaci je f'(r) = —2sinz — 2 cos(2x). Pomoci vzorce cos(2z) = cos?x — sin®x =

—= 1 — 2sin® 2 po tpravé dostdvame rovnici
f'(x) = —2sinx — 2cos(27) = 2(2sin’x —sinz — 1) =0,

coZ je po substituci ¢t = sinz kvadratickd rovnice 2¢> —t — 1 = 0 s dvéma kofeny t = 1 a

t = —%. Kofen t = sinz = 1 dava jedno feseni x = 7, druhy kofen ¢ = sinz = —% dava
feenf dvé: © = =37, & = —Zm. Opét hodnoty f'(—m) = =2, f'(=3) =4, f'(0)=—

f/(m) = —2 urcuji znaménko derivace na intervalech: derivace funkce je kladna a funkce
rostouci v intervalu (—27, —3m). V intervalech (—m, —=27), (—¢m, 3m), (37, m) je derivace

zapornd a funkce klesajici.

Proto funkce ma v bodé —% maximum f(—%w) = %\/§ = 2.598 a v bodeé —%7? minimum

f(— ) = 3\/_ —2.598. V bodé 7 extrém neni - je zde inflexni bod.

Studijn{ text UM FSI VUT v Brné 29



7. Aplikace derivace 7D. Priklady vysetfovani prubéhu funkce

(7) Druhd derivace je f”(x) = —2cosz + 4sin(2z). Opét pomoci vzorce pro sin(2z) rovnici
f"(x) = 0 upravime

f"(x) = —2cosx + 4sin(2x) = —2cosx + 8sinz cosx = 2cosz(4sinz — 1) = 0.
Rovnice cosz = 0 davd x = —7, 7 a z rovnosti sinz = § L plynou hodnoty = = arcsm( )=
0.253 a # = 7 — arcsin(3) = 2.89. K bodum z dopoéitdme hodnotu f(z) a der1vac1 f’(:c)
Ctyii inflexni body zaplseme ve tvaru [z, f(z), f'(z)]: [-%,0,4], [arcsin(}), 2 15, -9],
[5,0,0] a [r — arcsin(3), —2v/15, —§]. Zjistené vlastnosti shrneme do tabulky:

Inflexni body: [-Z,0,4]  [arcsin(1), 2v/15, 9] [2,0,0] [r—arcsin(d), —2V/15,-2]
konvexni H konkavni H konvexni H konkdvni H k¢nvexn
[—5(—)7“, —24/3] min. -5 %\/3] max.

klesaljici H rostouci ‘ klesajici ‘
;z’tp(n nd ‘ “ ‘ kladna ‘ H zZdporni ‘
-7 _%ﬂ —2 _ug -1 z 0 arcsini 1 é 2 ﬂ—arcsing g x

Obr. 7.15: Prehled zjisténych vlastnosti funkce f(x) =2 cosx — sin(2z).

Zavérem nacrtneme souradnicovou osu z v rozmezi zdkladni periody (—m,7) a osu y pro
(—2.5,2.5). Vyznacime periodu (¢ervené), extrémy a inflexni body se smérnicemi. Potom snadno

doplnime do obrazku graf funkce.

ar¢sin i ﬂ—arcsin}; T
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Obr. 7.16: Graf funkce f(z) = 2 cosz — sin(2x) na periodé (—m, ).
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