
7. Aplikace derivace 7E. Křivky

7E. Křivky

Derivace nacházej́ı uplatněńı také při studiu křivek. Obrazně řečeno křivka v rovině je množina
bod̊u, která vznikne pohybem pera po paṕı̌re. Předpokládáme přitom, že hrot pera je stále v
kontaktu s paṕırem a hrot pera je bod – má nulový pr̊uměr.

Polohu [x, y] hrotu pera v rovině paṕıru v čase t popisuj́ı dvě funkce X(t), Y (t) určuj́ıćı jeho
souřadnice x = X(t), y = Y (t). Tyto funkce jsou definované a spojité na nějakém intervalu I.

Např́ıklad graf spojité funkce f(x) na intervalu I je křivka, kdy X(t) = t a Y (t) = f(t),
t ∈ I. Graf nespojité funkce neńı křivka. Mnohé křivky však nejsou grafem žádné funkce,
obě souřadnice proto určujeme pomoćı spojitých funkćı proměnné t, tzv. parametru. Uved’me
jednoduchou definici, která však připoušt́ı i množiny, které mezi křivky nepoč́ıtáme.

Definice 7.39. (Křivka) Bud’te X(t) a Y (t) dvě funkce definované a spojité na intervalu
I, který může být otevřený nebo uzavřený, omezený i neomezený, př́ıpadně celé R. Křivkou
v rovině nazveme množinu Γ určenou vztahy

Γ = {[x, y] ∈ R2 | x = X(t), y = Y (t), t ∈ I}

a P = {x = X(t), y = Y (t), t ∈ I} nazveme parametrizaćı P křivky Γ.

Poznámky 7.40.

(a) Křivky budeme označovat řeckým ṕısmenem Γ. Už́ıvá se také symbol k nebo K podle
českého

”
křivka“ a německého

”
die Kurve“, nebo C z anglického

”
curve“. Značeńı neńı

jednotné. V teorii množin se prvky – body označuj́ı malými ṕısmeny a množiny velkými
ṕısmeny. Křivka jakožto množina bod̊u by se proto měla označovat velkým ṕısmenem,
v geometrii se však obvykle body označuj́ı velkými ṕısmeny A,B, P, . . . a množiny malými
ṕısmeny: např́ıklad př́ımky p, q, kružnice k, l, roviny a úhly α, β, γ.

(b) Stručně můžeme ř́ıci, že křivka je spojitým obrazem intervalu, tj. křivka je obor
hodnot (obraz) zobrazeńı t ∈ I 7→ [X(t), Y (t)] ∈ R2.

(c) Křivka jakožto spojitý obraz intervalu je vždy souvislá, tj.
”
nepřetržená“ množina. Nesou-

vislá
”
přetržená“ čára neńı křivkou. Podle této definice křivkou je i jednobodová množina

v př́ıpadě konstantńıch funkćı X(t) = c1, Y (t) = c2.

(d) Zřejmě každá dvojice spojitých funkćı X(t), Y (t) na stejném intervalu I určuje jedno-
značně nějakou množinu – křivku Γ, tj. parametrizace určuje křivku jednoznačně.

(e) Na druhé straně r̊uzné parametrizace mohou určovat stejnou množinu Γ, dokonce každá
křivka Γ má nekonečně mnoho parametrizaćı. Skutečně, jestliže trojice X(t), Y (t), I =
(a, b) určuje křivku Γ, potom

”
posunuté“ funkce Xc(t) = X(t − c), Yc(t) = Y (t − c) na

”
posunutém“ intervalu Ic = (a+ c, b+ c) určuj́ı stejnou množinu i křivku Γ.

(f) Podobně množina Γ se nezměńı při změně
”
rychlosti“ pohybu bodu v parametrizaci.

Např́ıklad pro v > 0 parametrizace Xv(t) = X(vt), Yv(t) = Y (vt) a Iv = ⟨a
v
, b
v
⟩ tak určuj́ı

stejnou množinu i křivku Γ.
”
Posunuté“ i r̊uzně

”
rychlé“ parametrizace určuj́ı stejné

množiny i křivky Γ.
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(g) Křivka však neńı jenom množina bod̊u, zálež́ı také na parametrizaci. Např́ıklad rovnice
x = cos t a y = sin t pro t ∈ ⟨0, 2π) určuj́ı kružnici. Tytéž rovnice s t ∈ ⟨0, 4π) sice
určuj́ı stejnou množinu, ale při určováńı délky křivky, modelováńı pohybu po křivce ji
považujeme za jinou křivku, protože parametrizace procháźı každým bodem dvakrát.
Křivky považujeme za stejné, jestliže každým bodem křivky parametrizace procháźı stejně
krát. Křivky budeme podrobněji studovat v předmětu Matematika 2 – křivkový integrál.

(h) Křivka je určena svoj́ı parametrizaćı. Kdy dvě parametrizace určuj́ı stejnou křivku?
Naznačme matematický př́ıstup k tomuto problému. Mezi parametrizacemi zavedeme re-
laci ≈. Řekneme, že parametrizace P1 a P2, (Pi = {x = Xi(t), y = Yi(t), t ∈ Ii}) jsou
v relaci P1 ≈ P2, jestliže existuje spojitá prostá funkce φ(t) (tj. rostoućı nebo klesaj́ıćı),
která zobrazuje interval I1 na I2 a plat́ı X1(t) = X2(φ(t)), Y1(t) = Y2(φ(t)), ∀ t ∈ I1.

Ověř́ıme, že tato relace je ekvivalenćı. Relace ≈ je

• reflexivńı: s funkćı φ(t) = t plat́ı P1 ≈ P1,

• symetrická: funkce φ : I1 → I2 je prostá, má proto inverzńı ψ : I2 → I1,
splňuj́ıćı φ(t) = s, právě když ψ(s) = t, d́ıky čemuž z P1 ≈ P2 plyne P2 ≈ P1,

• tranzitivńı: z P1 ≈ P2 s funkćı φ : I1 → I2 a P2 ≈ P3 s funkćı ψ : I2 → I3 plyne
P1 ≈ P3 se složenou funkćı ψ ◦ φ : I1 → I3.

Pomoćı této ekvivalence se nám množina všech parametrizaćı rozlož́ı na tř́ıdy (skupiny)
navzájem ekvivalentńıch parametrizaćı. Tyto tř́ıdy parametrizaćı prohláśıme za křivky.

(i) Uvedeným rozkladem parametrizaćı jsme rozlǐsili dvě křivky dané r̊uznými parametriza-
cemi v př́ıkladě (g), které určuj́ı stejnou množinu.

(j) Pokud k funkćım X(t), Y (t) na intervalu I přidáme ještě třet́ı funkci Z(t) na stejném
intervalu I, definujeme křivku v trojrozměrném prostoru R3:

Γ = {[x, y, z] ∈ R3 | x = X(t), y = Y (t), z = Z(t), t ∈ I}
a předchoźı vztah nazveme parametrizaćı křivky Γ.

Regulárńı (hladké) křivky.

Křivka jakožto spojitý obraz intervalu však ještě může vypadat dost divoce, omeźıme
se proto na

”
hezké“ křivky, které jsou

”
hladké“, tj. bez

”
zlomů“. V technické praxi často

potřebujeme
”
po částech hladké“ křivky, které maj́ı jenom konečně mnoho zlomů:

Definice 7.41. Necht’ funkce X(t) a Y (t) jsou definované a spojité na intervalu I.
Předpokládejme, že funkce maj́ı nav́ıc na I spojité derivace X ′(t) a Y ′(t) na celém inter-
valu I, v př́ıpadných krajńıch bodech intervalu derivace jednostranné. Předpokládejme nav́ıc

(X ′(t), Y ′(t)) ̸= (0, 0) ∀ t ∈ I. (∗)

Potom křivku nazveme křivkou regulárńı, nebo také hladkou.

Křivku Γ nazveme po částech regulárńı, pokud funkceX(t), Y (t) jsou spojité na celém I, ale
jejich derivace jsou spojité na intervalu I s výjimkou konečně mnoha bod̊u. Přesněji derivace
X ′(t), Y ′(t) jsou spojité na k intervalech I1 = (a, t1), I2 = (t1, t2), . . . , Ik = (tk−1, b), přičemž
v bodech ti existuj́ı pouze jednostranné limity derivace. Podmı́nku (X ′(t), Y ′(t)) ̸= (0, 0)
vyžadujeme na celém I, v bodech

”
zlomu“ ti pouze pro jednostranné derivace.

Body, ve kterých spojité funkce X(t) nebo Y (t) nemaj́ı spojitou derivaci, nazveme sin-
gulárńı, ostatńım bod̊um, ve kterých oboustranné derivace existuj́ı, ř́ıkáme regulárńı.
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Poznámky 7.42.

(a) Derivace podle proměnné t, která mı́vá význam času, se ve fyzice znač́ı tečkou, např. Ẋ(t).

(b) Podmı́nku (∗) vyžaduj́ıćı (X ′(t), Y ′(t)) ̸= (0, 0) lze také ekvivalentně zapsat ve tvaru

(X ′(t))2 + (Y ′(t))2 > 0 nebo |X ′(t)|+ |Y ′(t)| > 0 .

(c) Podmı́nka (X ′(t), Y ′(t)) ̸= (0, 0) je velmi d̊uležitá. Představ́ıme-li si význam parametru
t jako času, potom parametrické rovnice křivky maj́ı význam pohybu bodu [X ′(t), Y ′(t)]
po křivce Γ a (X ′(t), Y ′(t)) je vektorem rychlosti tohoto pohybu. Podmı́nka ř́ıká, že tato
rychlost nesmı́ klesnout na nulu. Bez

”
zastaveńı“ křivka nemůže mı́t singulárńı bod, tj.

”
zlom“ nebo

”
špičku“.

Např́ıklad křivka daná parametricky x = t3, y = t2 pro t ∈ ⟨−1, 1⟩ má v bodě [0, 0] pro
t = 0 zlom, tzv.

”
bod vratu“. Skutečně, z parametrických rovnic plyne y = t2 =

3
√
x2.

Funkce y = f(x) má v nule r̊uzné jednostranné derivace,
tj. směrnice tečny, viz Obr. 7.17:

lim
x→0−

f ′(x) = −∞ , lim
x→0+

f ′(x) = ∞ .

Bod vratu je umožněn nesplněńım podmı́nky (∗):

(X ′(0), Y ′(0)) = (3t2, 2t)|t=0 = (0, 0) .
−1 0 1 x

1

y

Obr. 7.17: Bod vratu

7.43. Daľśı pojmy a vlastnosti křivky

(a) V př́ıpadě omezeného uzavřeného intervalu I = ⟨a, b⟩ body [X(a), Y (a)] a [X(b), Y (b)]
nazýváme koncovými body. Pokud interval I je neomezený, křivka nemá jeden nebo oba
koncové body. Křivka s oběma koncovými body je vždy omezená.

(b) Křivku nazveme uzavřenou, pokud jej́ı koncové body splývaj́ı, tj. parametrizace křivky
splňuje [X(a), Y (a)] = [X(b), Y (b)].

(c) V př́ıpadě regulárńı uzavřené křivky požadujeme, aby existovala parametrizace křivky
maj́ıćı nejen stejné koncové body [X(a), Y (a)] = [X(b), Y (b)] ale i stejné jednostranné
derivace v koncových bodech, tj. X ′(a+) = X ′(b−) , Y ′(a+) = Y ′(b−) .

(d) Křivku nazveme jednoduchou, prostou, také neprot́ınaj́ıćı se, pokud

[X(s), Y (s)] ̸= [X(t), Y (t)] , ∀ s, t ∈ I , s < t

v př́ıpadě uzavřené křivky s výjimkou s = a a t = b. Pokud rovnost nastane pro nějaké
a ≤ s < t ≤ b, řekneme, že křivka se prot́ıná v tomto bodě, křivka je prot́ınaj́ıćı se, a bod
nazveme dvojnásobný, př́ıpadně v́ıcenásobný.

(e) Křivku nazveme orientovanou, pokud je dána jej́ı orientace, tj.
”
směr pohybu po křivce“.

V tomto př́ıpadě relaci ≈ zúž́ıme: dvě parametrizace jsou ekvivalentńı, pokud existuje
rostoućı funkce φ : I1 → I2 (vylouč́ıme funkce klesaj́ıćı) taková, že plat́ı X1(t) = X2(φ(t)),
Y1(t) = Y2(φ(t)) pro všechna t ∈ I1.

V tomto př́ıpadě rozlǐsujeme parametrizace, které jsou orientované souhlasně – při ros-
toućım parametru t se bod [X(t), Y (t)] pohybuje podle orientace křivky – a parametrizace
orientované opačně, nesouhlasně s orientovanou křivkou.
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(f) Pokud množina Γ je omezená, mluv́ıme o křivce omezené (ohraničené), v opačném př́ıpadě
o křivce neomezené (neohraničené).

(g) Křivku nazveme Ck-hladkou př́ıpadně nekonečně hladkou, pokud funkce X(t) a Y (t) maj́ı
spojité derivace do řádu k, př́ıpadně spojité derivace všech řád̊u. Terminologie zde neńı
jednotná, obvykle hladkou křivkou rozumı́me křivku, kterou lze parametrizovat funkcemi
X(t), Y (t), které maj́ı spojité prvńı derivace.

Př́ıklady 7.44.

(a) Úsečka x = t, y = kt + q pro t ∈ ⟨0, 1⟩ je jednoduchou omezenou otevřenou regulárńı
křivkou s koncovými body. Pokud se omeźıme na t ∈ (0, 1) křivka nemá koncové body (lze
je však snadno doplnit). V př́ıpadě t ∈ ⟨0,∞) křivka je neomezená a má jen jeden koncový
bod, př́ımka t ∈ (−∞,∞) je neomezená regulárńı křivka bez koncových bod̊u.

(b) Podobně grafy funkćı x2, x3, ex, sinx, cosx, . . . na R jsou jednoduché otevřené regulárńı
neomezené křivky. Grafy těchto funkćı na omezeném uzavřeném intervalu jsou také jedno-
duché otevřené regulárńı, ale omezené křivky s koncovými body.

(c) Kružnice x = r cos t, y = r sin t pro t ∈ ⟨0, 2π⟩ a elipsa x = a cos t, y = b sin t pro t ∈ ⟨0, 2π⟩
(a, b > 0) jsou regulárńı uzavřené prosté omezené křivky.

(d) Přidáńım třet́ı konstantńı souřadnice z = Z(t) z každé křivky v rovině dostaneme křivku
v trojrozměrném prostoru. Pokud Z(t) = z0, křivky lež́ı v rovině a ř́ıkáme jim rovinné
křivky. Př́ıkladem křivky, která neńı rovinná, je šroubovice. Parametrizace

x = r cos t, y = r sin t, z =
h

2π
t , t ∈ ⟨0, 20π⟩ (r, h > 0)

určuje 10
”
závit̊u“ pravotočivé šroubovice s poloměrem r a stoupáńım h na jeden závit.

(e) V př́ıpadě omezeného otevřeného intervalu I, křivka Γ může být omezená, ale i neomezená.
Např́ıklad pro x = cotg t, y = 0, t ∈ (0, π) je Γ celá osa x v rovině. A obráceně, pro I =
(−∞,∞) křivka může být neomezená, ale i omezená. Např́ıklad pro x = arccotg t, y = 0
je Γ úsečka v rovině bez svých koncových bod̊u [0, 0] a [π, 0].

(f) Na Obr. 7.18 křivky Γ1,Γ2,Γ4,Γ5 jsou regulárńı (hladké), Γ3 je po částech regulárńı. Křivky
Γ1,Γ3,Γ4 jsou otevřené, křivky Γ2 a Γ5 jsou uzavřené. Křivky Γ1,Γ2,Γ3 jsou prosté (ne-
prot́ınaj́ıćı se), Γ4 a Γ5 nejsou prosté, prot́ınaj́ı se, maj́ı jeden dvojnásobný bod. Všechny
uvedené křivky jsou omezené.

Γ1 Γ2 Γ3 Γ4 Γ5

Obr. 7.18: Př́ıklady křivek r̊uzných vlastnost́ı
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Derivace
”
funkce zadané parametricky“

Předpokládejme, že část křivky Γ zadané parametricky rovnicemi x = X(t), y = Y (t), t ∈ I
je grafem nějaké funkce y = f(x), x ∈ J , tj. Y (t) = f(X(t), t ∈ I. V tomto př́ıpadě budeme
stručně ř́ıkat, že funkce y = f(x) je zadaná parametricky. Jak určit jej́ı derivace?

Pomoćı pravidla o derivováńı složené funkce snadno odvod́ıme derivaci funkce y = f(x).
Z rovnosti Y (t) = f(X(t)) derivováńım podle t dostáváme

dY

dt
(t) =

df

dx
(X(t)) · dX

dt
(t) , (∗)

odkud za předpokladu X ′(t) ̸= 0 dostáváme

f ′(x) ≡ df

dx
(X(t)) =

dY
dt
(t)

dX
dt
(t)

≡ Y ′(t)

X ′(t)
.

Pro výpočet druhé derivace znovu derivujeme rovnost (∗) podle proměnné t, argument (t) u
funkćı X(t), Y (t) budeme vynechávat

d2Y

dt2
=

d

dt

[
df

dx
(X) · dX

dt

]
=

d2f

dx2
(X) ·

(
dX

dt

)2

+
df

dx
(X) · d2X

dt2
. (∗∗)

Z rovnosti (∗∗) opět d́ıky X ′(t) ̸= 0 můžeme vyjádřit druhou derivaci funkce f(x):

f ′′(x) ≡ d2f

dx2
(X) =

(
dX

dt

)−2[
d2Y

dt2
− df

dx
(X)

d2X

dt2

]
≡ Y ′′ − f ′(X) ·X ′′

(X ′)2

a po dosazeńı f ′(X) = Y ′/X ′ po úpravě dostáváme

f ′′(x) ≡ d2f

dx2
(X(t)) =

Y ′′(t) ·X ′(t)− Y ′(t) ·X ′′(t)

(X ′(t))3
.

Věta 7.45. Necht’ X(t), Y (t) jsou funkce tř́ıdy C2 na intervalu I přičemž X ′(t) ̸= 0 pro
všechna t ∈ I. Necht’ y = f(x) je funkce

”
dána parametricky“ rovnićı Y (t) = f(X(t)). Potom

jej́ı prvńı a druhá derivace jsou dány vztahy

f ′(x) ≡ df

dx
(X(t)) =

Y ′(t)

X ′(t)
, f ′′(x) ≡ d2f

dx2
(X(t)) =

Y ′′(t) ·X ′(t)− Y ′(t) ·X ′′(t)

(X ′(t))3
.

Uvedená věta nám pomoćı derivaćı X(t) a Y (t) umožňuje zjistit, zda funkce f(x) zadaná
parametricky v okoĺı daného bodu je rostoućı nebo klesaj́ıćı, konvexńı nebo konkávńı. Prvńı
derivace f ′ je směrnićı tečny. Druhá derivace f ′′, jak uvid́ıme dále, je v př́ıpadě f ′(x) = 0 rovna
křivosti κ, přičemž 1/κ je poloměr tzv. oskulačńı kružnice.

Tečna hladké křivky
Vrat’me se k obecným křivkám, které nemuśı být grafem nějaké funkce. Mı́sto směrnice

tečné př́ımky ke křivce Γ v bodě [x0, y0] = [X(t0), Y (t0)] tečnu křivky určuje tečný vektor
(u, v) = (X ′(t0), Y

′(t0)). Z parametrických rovnic př́ımky x = x0 + u(t− t0), y = y0 + v(t− t0)
procházej́ıćı bodem [x0, y0] a směrovým vektorem (u, v) dostáváme rovnice tečny:
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Věta 7.46. Bud’ [X(t0), Y (t0)] regulárńım bodem křivky Γ. Potom vektor (X ′(t0), Y
′(t0)) je

tečný vektor křivky Γ v bodě [X(t0), Y (t0)] a rovnice

x = X(t0) + (t− t0) ·X ′(t0) , y = Y (t0) + (t− t0) · Y ′(t0) , t ∈ R

jsou parametrické rovnice tečny ke křivce Γ v bodě [X(t0), Y (t0)].
Pokud X ′(t0) ̸= 0 a Y ′(t0) ̸= 0, potom rovnici tečné př́ımky lze přepsat v úsekovém tvaru

x−X(t0)

X ′(t0)
=
y − Y (t0)

Y ′(t0)
.

Vektor (−Y ′(t0), X
′(t0)) je normálový vektor křivky Γ v bodě [X(t0), Y (t0)].

Poznámky 7.47.

(a) Každý nenulový násobek tečného vektoru je opět tečným vektorem, podobně nenulový
násobek normálového vektoru je normálovým vektorem křivky.

(b) V trojrozměrném prostoru je situace složitěǰśı. Tečným vektorem v regulárńım bodě je
vektor (X ′(t0), Y

′(t0), Z
′(t0)), kolmých směr̊u je však nekonečně mnoho, proto normálový

vektor ke křivce v R3 neńı definován. Mı́sto toho lze definovat normálovou rovinu.

Křivost křivky
Pomoćı druhé derivace lze spoč́ıtat také křivost κ rovinné křivky v daném bodě. Křivost

křivky je převrácená hodnota poloměru r tzv. oskulačńı kružnice. Poznamenejme, že všechny
kružnice se středem na př́ımce kolmé k tečně křivky a procházej́ıćı daným bodem se dané křivky
dotýkaj́ı. Oskulačńı kružnice se křivky nejen

”
dotýká“, ale má s ńı stejnou i

”
druhou derivaci“,

tj. nejlépe se ke křivce v okoĺı bodu
”
přimyká“.

Uvažujme kružnici o poloměru r. V libovolném bodě
této kružnice je jej́ı oskulačńı kružnice totožná s p̊uvodńı
kružnićı. Křivost kružnice o poloměru r je κ = 1

r
. Křivost

př́ımky je nula, za
”
poloměr“ jej́ı

”
oskulačńı kružnice“

prohláśıme nekonečno.
Bez d̊ukazu uvedeme vzorce pro křivost i poloměr

oskulačńı kružnice ke křivce i ke grafu funkce (za
předpokladu, že jmenovatel neńı nula):

Γ

r

Obr. 7.19: Tečna, normála

a oskulačńı kružnice křivky Γ.

Věta 7.48. Necht’ [X(t0), Y (t0)] je regulárńım bodem křivky Γ a funkce X(t), Y (t) maj́ı
spojité druhé derivace. Potom jej́ı křivost κ a poloměr oskulačńı kružnice r v tomto bodě je

κ =
|X ′(t0) · Y ′′(t0)−X ′′(t0) · Y ′(t0)|

((X ′(t0))2 + (Y ′(t))2)3/2
, r =

1

κ
=

((X ′(t0))
2 + (Y ′(t))2)

3/2

|X ′(t0) · Y ′′(t0)−X ′′(t0) · Y ′(t0)|
.

Uvažujme křivku, která je grafem funkce y = f(x), tj. X(t) = t a Y (t) = f(t). Potom
plat́ı X ′(t) = 1, X ′′(t) = 0 a vzorce pro křivost κ a poloměr oskulačńı kružnice r v bodě
[x0, f(x0)] ≡ [X(t0), Y (t0)] se zjednodušš́ı na

κ =
|f ′′(x0)|

[1 + (f ′(x0))2]
3/2

, r =
1

κ
=

[1 + (f ′(x0))
2]

3/2

|f ′′(x0)|
.
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Poznámky 7.49.

(a) Křivost i poloměr oskulačńı kružnice jsou č́ısla kladná, přesněji r ∈ (0,∞⟩, κ ∈ ⟨0,∞),
hodnoty r = ∞, κ = 0 nastanou v př́ıpadě př́ımky, př́ıpadně

”
př́ımé“ části křivky nebo

inflexńıho bodu.

(b) Velikost výrazu k = X ′(t0) ·Y ′′(t0)−X ′′(t0) ·Y ′(t0) záviśı na parametrizaci křivky. Pokud
je parametrizace

”
rychleǰśı“, tj. má-li parametr t význam času, potom bod [X(t), Y (t)] se

pohybuje po křivce rychleji, tečný vektor (X ′(t), Y ′(t)) (rychlost) je větš́ı a také výraz k
je větš́ı. Proto v definici křivosti je tento výraz vydělen třet́ı mocninou velikosti tečného
vektoru, aby křivost κ nezávisela na velikosti tečného vektoru

”
rychlosti“ parametrizace.

(c) Hodnota k z předchoźıho bodu záviśı také na orientaci parametrizace křivky. Znaménko
k určuje, na kterou stranu se křivka

”
odchyluje“ od tečny při

”
pohledu“ podle orientace

parametrizace, tj. tečného vektoru.

Pokud k > 0, křivka se v okoĺı tečného bodu
odchyluje (je

”
zakřivena“) vlevo od tečny,

pokud k < 0, křivka se v okoĺı tečného bodu
odchyluje vpravo od tečny, viz. Obr. 7.20.

Γ

t

k > 0
Γ

t

k < 0

Obr. 7.20: Odchylka křivky od tečny

V př́ıpadě k = 0, jde o
”
př́ımý“ úsek křivky, přesněji vzdálenost bodu křivky od tečny

v okoĺı tečného bodu se zmenšuje rychleji než druhá mocnina vzdálenosti bodu křivky od
tečného bodu,

”
poloměr r oskulačńı kružnice“ je nekonečno.

Př́ıklady 7.50.

(a) Ověřme odvozené vzorce t́ım, že spoč́ıtáme křivost kružnice zadané parametricky rovni-
cemi x = r cos t, y = r sin t, t ∈ ⟨0, 2π⟩. Vzorec pro křivost dává

κ =
|X ′(t) · Y ′′(t)−X ′′(t) · Y ′(t)|

((X ′(t))2 + (Y ′(t))2)3/2
=

|−r sin t · (−r sin t) + r cos t · r cos t|
((−r sin t)2 + (r cos t)2)3/2

=
r2

r3
=

1

r
.

(b) Ověřme vzorec ještě pro kružnici zadanou explicitně. Horńı část kružnice je grafem funkce
y =

√
r2 − x2 pro x ∈ ⟨−r, r⟩. Spoč́ıtejme derivace pro x ∈ (−r, r)

f ′(x) = − x√
r2 − x2

, f ′′(x) = − r2

(r2 − x2)3/2

a po dosazeńı

κ =
|f ′′(x)|

[1 + (f ′(x))2]3/2
=

r2

(r2−x2)3/2(
1 + x2

r2−x2

)3/2 =

r2

(r2−x2)3/2

r3

(r2−x2)3/2

=
1

r
.

(c) Spoč́ıtejme dále křivost paraboly y = px2. Derivace jsou f ′(x) = 2px a f ′′(x) = 2p.
Křivost pro obecné x a speciálně pro x = 0 ve vrcholu je

κ(x) =
2p

(1 + (2px)2)3/2
, κ(0) = 2p ,

poloměr oscilačńı kružnice v počátku je proto r = 1/(2p) .
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(d) Spoč́ıtejme ještě křivost elipsy x2

a2
+ y2

b2
= 1 v obecném bodě [x, y] a poloměr oscilačńı

kružnice ve vrcholech elipsy.

Pro elipsu lze vźıt parametrické vyjádřeńı x = a cos t, y = b sin t, t ∈ ⟨0, 2π). Dosazeńım
derivaćı do vzorce pro křivost dostáváme

κ =
|X ′ · Y ′′ −X ′′ · Y ′|
((X ′)2 + (Y ′)2)3/2

=
|ab sin2 t+ ab cos2 t|

[(a sin t)2 + (b cos t)2]3/2
=

ab

[(a sin t)2 + (b cos t)2]3/2
.

Poloměr oscilačńı kružnice ra ve vrcholech [±a, 0] dostaneme pro t = 0, π a poloměr rb ve
vrcholech [0,±b] pro t = 1

2
π, 3

2
π:

κa =
a

b2
, ra =

b2

a
, κb =

b

a2
, rb =

a2

b
.

(e) Horńı část elipsy x2

a2
+ y2

b2
= 1 je grafem funkce y = b

a

√
a2 − x2. Spoč́ıtáme derivace

f ′(x) = − b

a
· x√

a2 − x2
, f ′′(x) = − ab

(a2 − x2)3/2

a dosad́ıme do vzorce pro křivost:

κ =
|f ′′(x)|

[1 + (f ′(x))2]3/2
=

a4 b

(a4 − a2x2 + b2x2)3/2
.

Speciálně pro x = 0 dostáváme κ = b/a2, tj. poloměr oskulačńı kružnice ve vrcholu [0, b]
je také r = a2/b.

(f) Na závěr spoč́ıtejme ještě křivost hyperboly x2

a2
− y2

b2
= −1 obecně a poloměr oscilačńı

kružnice ve vrcholu [0, b].

Parametrické vyjádřeńı horńı části hyperboly je x = a sinh t, y = b cosh t, t ∈ (−∞,∞),
kde hyperbolické funkce, viz kap. 4. Funkce, Definice 4.30, jsou sinh t = 1

2
(ex − e−x) a

cosh t = 1
2
(ex + e−x). Dosazeńım derivaćı sinh′ t = cosh t, sinh′′ t = sinh t, cosh′ t = sinh t,

cosh′′ t = cosh t do vzorce s využit́ım rovnosti cosh2 t− sinh2 t = 1 dostáváme

κ =
|X ′ · Y ′′ −X ′′ · Y ′|
((X ′)2 + (Y ′)2)3/2

=
|ab cosh2 t)− ab sinh2 t|
[(a cosh t)2 + (b sinh t2]3/2

=
ab

[(a cosh t)2 + (b sinh t)2]3/2
.

Pro x = 0 dostáváme κ = b/a2, ve vrcholu [0, b] poloměr oskulačńı kružnice je r = a2/b.

Vyjádřeńı horńı části hyperboly jako grafu funkce y = b
a

√
a2 + x2 vede ke stejnému

výsledku.

Studijńı text ÚM FSI VUT v Brně 38


