7. Aplikace derivace 7E. Krivky

TE. KRIVKY

Derivace nachazeji uplatnéni také pri studiu kiivek. Obrazné feceno kiivka v roviné je mnozina
bodu, kterd vznikne pohybem pera po papite. Predpokladame ptitom, ze hrot pera je stale v
kontaktu s papirem a hrot pera je bod — mé nulovy prumer.

Polohu [z, y] hrotu pera v roviné papiru v ¢ase t popisuji dvé funkce X (¢), Y (t) urcujici jeho
soutadnice x = X (t), y = Y (t). Tyto funkce jsou definované a spojité na néjakém intervalu I.

Napiiklad graf spojité funkce f(z) na intervalu I je kiivka, kdy X (¢) =t a Y (t) = f(¢),
t € I. Graf nespojité funkce neni kiivka. Mnohé kiivky vSak nejsou grafem zadné funkce,
obé soufadnice proto uréujeme pomoci spojitych funkef proménné ¢, tzv. parametru. Uved me
jednoduchou definici, ktera vsak ptripousti i mnoziny, které mezi kiivky nepocitame.

Definice 7.39. (Krivka) Budte X (¢) a Y (t) dvé funkce definované a spojité na intervalu
I, ktery muze byt otevieny nebo uzavieny, omezeny i neomezeny, pripadné celé R. Krivkou
v roviné nazveme mnozinu [ uréenou vztahy

I ={ry eR|z=X{1),y=Y({1), tel}

aP={xr=X(t),y=Y(t), t € I} nazveme parametrizaci P kiivky I'.

Poznamky 7.40.

(a) Krivky budeme oznacovat feckym pismenem I'. Uzivéd se také symbol k nebo K podle
ceského ,kiivka“ a némeckého ,die Kurve“, nebo C' z anglického ,curve®. Znaceni neni
jednotné. V teorii mnozin se prvky — body oznacuji malymi pismeny a mnoziny velkymi
pismeny. Kfivka jakozto mnozina bodu by se proto méla oznacovat velkym pismenem,
v geometrii se vsak obvykle body oznacuji velkymi pismeny A, B, P, ... a mnoziny malymi
pismeny: napiiklad primky p, ¢, kruznice k, [, roviny a tuhly «, 3, 7.

(b) Structné muzeme fici, ze kiivka je spojitym obrazem intervalu, tj. kiivka je obor
hodnot (obraz) zobrazeni t € I — [X(t),Y ()] € R%

(¢) Kiivka jakozto spojity obraz intervalu je vzdy souvisld, tj. ,nepfetrzena* mnozina. Nesou-
visla ,pretrzend* cara neni kiivkou. Podle této definice krivkou je i jednobodova mnozina
v piipadé konstantnich funkei X (t) = ¢1, Y (t) = co.

(d) Zrejmeé kazdd dvojice spojitych funkei X (¢),Y(¢) na stejném intervalu I urcuje jedno-
znacné néjakou mnozinu — kiivku I, tj. parametrizace urcuje kiivku jednoznacné.

(e) Na druhé strané ruzné parametrizace mohou urcovat stejnou mnozinu I'; dokonce kazdd
kiivka I" mé nekoneéné mnoho parametrizaci. Skutecné, jestlize trojice X(t),Y(t), I =
(a,b) urcuje kiivku I', potom ,posunuté funkce X (t) = X(t — ¢), Y.(t) = Y(t — ¢) na
,posunutém® intervalu I. = (a + ¢, b + ¢) uréuji stejnou mnozinu i kiivku T'.

(f)  Podobné mnozina I se nezméni pii zméné ,rychlosti“ pohybu bodu v parametrizaci.
Napitklad pro v > 0 parametrizace X,(t) = X(vt), Y,(t) =Y (vt) a I, = (%, 2) tak urcuji
stejnou mnozinu i kfivku I'. Posunuté“ i ruzné ,rychlé“ parametrizace urcuji stejné
mnoziny i kiivky I
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(g) Kiivka vsak neni jenom mnozina bodu, zalezi také na parametrizaci. Naptiklad rovnice
x = cost ay = sint pro t € (0,27) urcuji kruznici. Tytéz rovnice s t € (0,4m) sice
urcuji stejnou mnozinu, ale pii urcovani délky krivky, modelovani pohybu po kfivce ji
povazujeme za jinou kiivku, protoze parametrizace prochézi kazdym bodem dvakrat.
Krivky povazujeme za stejné, jestlize kazdym bodem kiivky parametrizace prochézi stejné
krat. Krivky budeme podrobnéji studovat v predmétu Matematika 2 — kiivkovy integral.

(h) Kiivka je urcena svoji parametrizaci. Kdy dvé parametrizace urcuji stejnou kiivku?
Naznactme matematicky ptistup k tomuto problému. Mezi parametrizacemi zavedeme re-
laci ~. Rekneme, Ze parametrizace Py a Pa, (P; = {z = X;(t),y = Yi(t),t € L;}) jsou
v relaci Py & Ps, jestlize existuje spojitd prosta funkce ¢(t) (tj. rostouci nebo klesajici),
kterd zobrazuje interval I} na I a plati X;(t) = Xa(p(t)), Yi(t) = Ya(e(t)), Vit € 1.
Ovérime, ze tato relace je ekvivalenci. Relace = je
o reflexivni: s funkei ¢(t) =t plati P, =~ P,

e symetricka: funkce ¢ : I} — I, je prostd, ma proto inverzni ¢ : I, — I,
spliujici p(t) = s, pravé kdyz ¢(s) = t, diky ¢emuz z Py ~ P plyne Py = P,

e tranzitivni: z P; = Py s funkel ¢ : I} — I, a Py = Ps s funkei ¢ : Iy — I3 plyne
P1 =~ P53 se slozenou funkei ¥ o ¢ : [ — I3.

Pomoci této ekvivalence se ndm mnozina vsech parametrizaci rozlozi na t¥idy (skupiny)

navzajem ekvivalentnich parametrizaci. Tyto tfidy parametrizaci prohlasime za kiivky.

(i) Uvedenym rozkladem parametrizaci jsme rozlisili dvé kiivky dané ruznymi parametriza-
cemi v prikladé (g), které urcuji stejnou mnozinu.

(j)  Pokud k funkcim X(t), Y(¢) na intervalu I pridame jesté tieti funkci Z(¢) na stejném
intervalu I, definujeme kiivku v trojrozmérném prostoru R3:

D= {[,y,2] €R® | 2 = X(0),y = Y(£), 2 = Z(t), t € T}
a predchozi vztah nazveme parametrizaci kiivky I
Regularni (hladké) kiivky.

Krivka jakozto spojity obraz intervalu vsak jesté muze vypadat dost divoce, omezime
se proto na ,hezké“ kiivky, které jsou ,hladké*, tj. bez ,zlomu“. V technické praxi casto
potiebujeme ,po ¢astech hladké“ krivky, které maji jenom konecné mnoho zlomi:

Definice 7.41. Necht funkce X(¢) a Y () jsou definované a spojité na intervalu I.
Predpokladejme, ze funkce maji navic na I spojité derivace X'(t) a Y'(t) na celém inter-
valu I, v ptipadnych krajnich bodech intervalu derivace jednostranné. Pfedpokladejme navic

(X'(),Y'(t)) # (0,0) Vtel. (+)

Potom ktivku nazveme ktivkou regularni, nebo také hladkou.

Kftivku I' nazveme po ¢astech reguldrni, pokud funkce X (¢), Y (¢) jsou spojité na celém I, ale
jejich derivace jsou spojité na intervalu I s vyjimkou koneéné mnoha bodu. Presnéji derivace
X'(t),Y'(t) jsou spojité na k intervalech I} = (a,t1), Is = (t1,t2), ..., Ix = (tx_1,b), pricemz
v bodech ¢; existuji pouze jednostranné limity derivace. Podminku (X'(¢),Y’(t)) # (0,0)
vyzadujeme na celém I, v bodech ,zlomu* ¢; pouze pro jednostranné derivace.

Body, ve kterych spojité funkce X () nebo Y'(t) nemaji spojitou derivaci, nazveme sin-
gularni, ostatnim bodum, ve kterych oboustranné derivace existuji, fikame regularni.
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Poznamky 7.42.

Derivace podle proménné ¢, ktera miva vyznam casu, se ve fyzice zna¢i teckou, napt. X (t).
Podminku (x) vyzadujici (X'(t),Y"(t)) # (0,0) lze také ekvivalentné zapsat ve tvaru
(X')*+ (Y'(t)*>0 mnebo |X'(t)]+|Y'(t)]>0.

Podminka (X'(¢),Y’(t)) # (0,0) je velmi dulezitd. Predstavime-li si vyznam parametru
t jako ¢asu, potom parametrické rovnice kiivky maji vyznam pohybu bodu [X'(t), Y"(t)]
po kiivee I' a (X'(t),Y'(t)) je vektorem rychlosti tohoto pohybu. Podminka iikd, ze tato
rychlost nesmi klesnout na nulu. Bez ,zastaveni“ kiivka nemuze mit singularni bod, tj.
»,zlom* nebo ,Spicku‘.

Napiiklad kiivka dand parametricky = = ¢3, y = t* pro ¢t € (—1,1) ma v bodé [0, 0] pro
t = 0 zlom, tzv. ,bod vratu“. Skutecné, z parametrickych rovnic plyne y = t* = v/a2.
Funkce y = f(x) ma v nule ruzné jednostranné derivace,
tj. smérnice tecny, viz Obr. 7.17: Yy
1
. / _ . / _
Bod vratu je umoznén nesplnénim podminky (x):

-1 0 1z
(X'(0),Y"(0)) = (3t%,2t)|—0 = (0,0). Obr. 7.17: Bod vratu

7.43. Dalsi pojmy a vlastnosti krivky

(a)

(b)

V piipadé omezeného uzavieného intervalu I = (a,b) body [X(a),Y (a)] a [X(b),Y ()]
nazyvame koncovymi body. Pokud interval I je neomezeny, kiivka neméd jeden nebo oba
koncové body. Kfivka s obéma koncovymi body je vzdy omezena.

Kftivku nazveme uzavienou, pokud jeji koncové body splyvaji, tj. parametrizace kiivky
spliaue [X (a), Y (a)] = [X(5). Y (b))

V pripadé regularni uzaviené krivky pozadujeme, aby existovala parametrizace kiivky
majici nejen stejné koncové body [X(a),Y (a)] = [X(b),Y(b)] ale i stejné jednostranné
derivace v koncovych bodech, tj. X'(a+) = X'(b—), Y'(a+) =Y'(b—).

Kftivku nazveme jednoduchou, prostou, také neprotinajici se, pokud
(X (s),Y(s)] # [X(t),Y()], Vs,tel,s<t

v pripadé uzaviené kiivky s vyjimkou s = a a t = b. Pokud rovnost nastane pro néjaké
a < s <t <b, fekneme, ze krivka se protina v tomto bodé, kiivka je protinajici se, a bod
nazveme dvojnasobny, piipadné vicenasobny.

Kftivku nazveme orientovanou, pokud je dédna jeji orientace, tj. ,,smér pohybu po kiivce®.
V tomto pripadé relaci ~ zuzime: dvé parametrizace jsou ekvivalentni, pokud existuje
rostouci funkece ¢ : I; — I (vylou¢ime funkce klesajici) takova, ze plati X;(t) = Xa(p(t)),
Yi1(t) = Ys(¢(t)) pro vsechna t € ;.

V tomto piipadé rozlisSujeme parametrizace, které jsou orientované souhlasné — pii ros-

toucim parametru ¢t se bod [X (¢), Y ()] pohybuje podle orientace kiivky — a parametrizace
orientované opacné, nesouhlasné s orientovanou kiivkou.
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(f)

(2)

Pokud mnozina I" je omezena, mluvime o kiivce omezené (ohranicené), v opaéném piipadé
o kiivce neomezené (neohranicené).

Kiivku nazveme C*-hladkou piipadné nekonecné hladkou, pokud funkce X (t) a Y (t) maji
spojité derivace do fadu k, pripadné spojité derivace vSech fadu. Terminologie zde neni
jednotna, obvykle hladkou kiivkou rozumime kfivku, kterou lze parametrizovat funkcemi
X(t),Y(t), které maji spojité prvni derivace.

Piiklady 7.44.

(a)

Usecka z = t,y = kt+qprot € (0,1) je jednoduchou omezenou otevienou regularni
kiivkou s koncovymi body. Pokud se omezime na ¢t € (0, 1) kiivka nema koncové body (lze
je vak snadno doplnit). V piipadé ¢ € (0, 00) kiivka je neomezend a ma jen jeden koncovy
bod, pfimka ¢t € (—o0, 00) je neomezena regularni kiivka bez koncovych bodu.

Podobné grafy funkei 22, 23, e%, sinx, cosz, ... na R jsou jednoduché oteviené reguldrni

neomezené kiivky. Grafy téchto funkei na omezeném uzavieném intervalu jsou také jedno-
duché oteviené regularni, ale omezené kiivky s koncovymi body.

Kruznice z = rcost, y = rsint prot € (0,27) aelipsax = acost,y = bsint pro t € (0, 27)
(a,b > 0) jsou reguldrni uzaviené prosté omezené kiivky.

Ptiddanim tfeti konstantni souradnice z = Z(t) z kazdé kiivky v roviné dostaneme kiivku
v trojrozmérném prostoru. Pokud Z(t) = zo, kiivky lezi v roviné a fikdme jim rovinné
kiivky. Prikladem ktivky, ktera neni rovinna, je sSroubovice. Parametrizace

h
x:rcost,yzrsint,z:Q—t, t € (0,20m) (r,h > 0)
T

urcuje 10 ,zavitu“ pravotocivé sroubovice s polomérem r a stoupanim h na jeden zavit.

V piipadé omezeného otevieného intervalu I, kiivka I' muze byt omezend, ale i neomezena.
Napiiklad pro x = cotgt, y = 0, t € (0,7) je I' celd osa x v roviné. A obricené, pro I =
(—o00,00) kiivka muze byt neomezend, ale i omezend. Napiiklad pro x = arccotgt,y = 0
je T" usecka v roviné bez svych koncovych bodu [0,0] a [, 0].

Na Obr. 7.18 kiivky I'1, 'y, I'y, I's jsou regulérni (hladké), I's je po ¢dstech regularni. Kiivky
['1,T'3, Ty jsou oteviené, kiivky I'y a I's jsou uzaviené. Kiivky I'y, 'y, I's jsou prosté (ne-
protinajici se), ['; a I's nejsou prosté, protinaji se, maji jeden dvojnasobny bod. Vsechny
uvedené kiivky jsou omezené.

)OO0

Obr. 7.18: Priklady kiivek riuznych vlastnosti
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Derivace ,,funkce zadané parametricky*

Predpokladejme, ze ¢ast kiivky I' zadané parametricky rovnicemi z = X (t),y =Y (¢t),t € I
je grafem néjaké funkce y = f(z), z € J, tj. Y(t) = f(X(¢), t € I. V tomto piipadé budeme
struéné fikat, ze funkce y = f(x) je zadana parametricky. Jak urcit jeji derivace?

Pomoci pravidla o derivovani slozené funkce snadno odvodime derivaci funkce y = f(z).
Z rovnosti Y (t) = f(X(t)) derivovanim podle ¢ dostavame

ay df dx
0= X)), ()

odkud za predpokladu X'(t) # 0 dostavame

) df AW Y
flw) = G (X0) = 35 = 5

dt

Pro vypocet druhé derivace znovu derivujeme rovnost (*) podle proménné ¢, argument (¢) u
funkei X (¢), Y (t) budeme vynechévat

2 2 2 2
d2y dt{df dX}:de()'(g)erf d2x

4t PSS Rl T X ()

Z rovnosti (xx) opét diky X'(t) # 0 muzeme vyjadiit druhou derivaci funkece f(z):

ef o (AX\T[RY  df, o X Y- (X)X
w0=(F) [F - ewE]=—Gr

f(x) = 2w e

a po dosazeni f'(X) =Y'/X’ po upravé dostavame

d2f
dz?

Yr() - X'(t) = Y'(t) - X(1)

fi@) = X0

(X(1) =

Véta 7.45. Necht X(t),Y(t) jsou funkce tifdy C? na intervalu I pficemz X'(t) # 0 pro
viechna t € I. Necht y = f(z) je funkce ,ddna parametricky* rovnici Y (t) = f(X(¢)). Potom
jeji prvni a druha derivace jsou dany vztahy

d*f

o Yt X'(6) - V') - X" (1)
X0) =gy @)= galX ) =

(X'()°

Uvedend véta ndm pomoci derivaci X () a Y () umoznuje zjistit, zda funkce f(z) zadand
parametricky v okoli daného bodu je rostouci nebo klesajici, konvexni nebo konkévni. Prvni
derivace f’ je smérnici tecny. Druha derivace f”, jak uvidime dale, je v ptipadé f'(z) = 0 rovna
kiivosti k, pficemz 1/k je polomér tzv. oskula¢ni kruznice.

Tecna hladké krivky

Vratme se k obecnym kiivkam, které nemusi byt grafem néjaké funkce. Misto smérnice
tetné piimky ke kiivce T' v bodé [zg,v0] = [X(to), Y (to)] tetnu kiivky uréuje tecny vektor
(u,v) = (X'(t0), Y'(t9)). Z parametrickych rovnic piimky = = zo + u(t — ty), y = yo + v(t — o)
prochéazejici bodem [xg, yo] a smérovym vektorem (u,v) dostavame rovnice teény:
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Véta 7.46. Bud [X(ty),Y (to)] regularnim bodem kiivky I'. Potom vektor (X'(to), Y (to)) je
tecny vektor kiivky I' v bodé [X (o), Y (t9)] a rovnice

= X(to) + (t—to) - X'(to), y=Y(to)+ (t—t) Y'(to), teR

jsou parametrické rovnice tecny ke kiivce I' v bodé [X (o), Y (t0)]-
Pokud X'(t9) # 0 a Y'(ty) # 0, potom rovnici te¢né piimky lze piepsat v isekovém tvaru

r — X(to) . Yy — Y(to)
X'(te)  Y'(to)

Vektor (—Y"(ty), X'(to)) je normélovy vektor kiivky I' v bodé [X (o), Y (to)].

Poznamky 7.47.

(a) Kazdy nenulovy nésobek teéného vektoru je opét tecnym vektorem, podobné nenulovy
nasobek normalového vektoru je normalovym vektorem kiivky.

N

(b) 'V trojrozmérném prostoru je situace slozitéjsi. Tetnym vektorem v reguldrnim bodé je
vektor (X'(to),Y(to), Z'(t9)), kolmych smértu je vSak nekoneéné mnoho, proto normélovy
vektor ke kiivce v R? neni definovan. Misto toho lze definovat normalovou rovinu.

Krivost krivky

Pomoci druhé derivace lze spocitat také kiivost x rovinné kiivky v daném bodé. Kiivost
kiivky je prevracend hodnota poloméru r tzv. oskula¢ni kruznice. Poznamenejme, ze vSechny
kruznice se stfedem na piimce kolmé k tecné kiivky a prochazejici danym bodem se dané kiivky
dotykaji. Oskula¢ni kruznice se kiivky nejen ,,dotyka“, ale ma s ni stejnou i ,druhou derivaci®,
tj. nejlépe se ke kiivce v okoli bodu ,,primyka“.

Uvazujme kruznici o poloméru r. V libovolném bodé r
této kruznice je jeji oskulaéni kruznice totozna s puvodni
kruznici. K¥ivost kruznice o poloméru r je k = % Krivost
primky je nula, za ,polomeér® jeji ,oskulacni kruznice®
prohléasime nekonecno.

Bez dukazu uvedeme vzorce pro kiivost i polomér
oskulacni kruznice ke kfivce i ke grafu funkce (za Obr. 7.19: Tecna, normala
predpokladu, ze jmenovatel neni nula): a oskula¢ni kruznice kiivky T'.

Véta 7.48. Necht [X(t9),Y (to)] je reguldrnim bodem kiivky I' a funkce X (¢),Y () maji
spojité druhé derivace. Potom jeji kiivost x a polomér oskulaéni kruznice r v tomto bodé je

= [ X'(to) - Y'(to) — X"(to) - Y'(20)| _ 1 (X'(t)* + (Y'(£)>)™”

(X)) + ()7 " [X'(t) - Y7(to) = X"(to) - Y (t0)]

Uvazujme kiivku, kterd je grafem funkce y = f(x), tj. X(t) = t a Y(t) = f(t). Potom
plati X’(t) = 1, X"(t) = 0 a vzorce pro kiivost s a polomér oskulaéni kruznice r v bodé
[0, f(z0)] = [X(to), Y (to)] se zjednodussi na

EA(ED] 1+ (@)
[1+ (/) |77 (o)

1
K = —_ =
K
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Poznamky 7.49.

(a)

(b)

Kiivost i polomér oskulacni kruznice jsou ¢isla kladnd, presnéji r € (0,00), k € (0, 00),
hodnoty r = oo, k = 0 nastanou v ptripadé piimky, pripadné ,piimé* ¢asti kiivky nebo
inflexniho bodu.

Velikost vyrazu k = X'(to) - Y"(ty) — X" (to) - Y'(ty) zavisi na parametrizaci kiivky. Pokud
je parametrizace ,rychlejsi“,; tj. mé-li parametr ¢ vyznam casu, potom bod [X (¢), Y (¢)] se
pohybuje po kiivce rychleji, teény vektor (X'(¢),Y’(t)) (rychlost) je vétsi a také vyraz k
je vétsi. Proto v definici kfivosti je tento vyraz vydélen treti mocninou velikosti te¢ného
vektoru, aby kfivost x nezavisela na velikosti te¢ného vektoru ,rychlosti“ parametrizace.

Hodnota k z ptedchoziho bodu zavisi také na orientaci parametrizace kiivky. Znaménko
k urcuje, na kterou stranu se ktivka ,,odchyluje* od te¢ny pfi ,pohledu” podle orientace
parametrizace, tj. tecného vektoru.

Pokud k£ > 0, kiivka se v okoli tecného bodu

t
odchyluje (je ,zaktivena®) vlevo od tecny, r
pokud k < 0, kiivka se v okoli tecného bodu k<0
odchyluje vpravo od tecny, viz. Obr. 7.20. Obr. 7.20: Odchylka kiivky od tecny

V piipadé k£ = 0, jde o ,prfimy*“ usek kiivky, presnéji vzdélenost bodu ktivky od tecny
v okoli tecného bodu se zmensuje rychleji nez druhd mocnina vzdalenosti bodu kiivky od
tecného bodu, ,,polomér r oskula¢ni kruznice* je nekonecno.

Piiklady 7.50.

(a)

Ovérme odvozené vzorce tim, ze spocitdme kiivost kruznice zadané parametricky rovni-
cemi x = rcost, y =rsint, t € (0,2m). Vzorec pro kiivost dava

_ |X'(t)-Y"(t) — X"(t)-Y'(t)| |—rsint-(—rsint)+rcost-rcost| r* 1

(X'(t)2 + (Y/(t))2)3/2 = (rsnt)? + (r Cost)2)3/2 =5=
Ovérme vzorec jesté pro kruznici zadanou explicitné. Horni ¢ast kruznice je grafem funkce
y=+Vr2—az2prozx € (—r, 7). Spocitejme derivace pro = € (—r,r)

T2

4 " -
fO=-Je=m W=
a po dosazeni
r2 r2
|f”(:[)| (r2—=x2)3/2 (rZ—z2)3/2 1
KR = = — — —
3/2 3/2 73
L+ (F@T? (+ 25" e 7

Spocitejme dale kiivost paraboly y = px?. Derivace jsou f'(x) = 2pz a f"(z) = 2p.
Kfivost pro obecné z a specidlné pro x = 0 ve vrcholu je

2p
(1+ (2px)2)*/*’

polomeér oscilaéni kruznice v pocatku je proto r = 1/(2p).

k(z) = r(0) = 2p,
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7. Aplikace derivace 7E. Krivky

(d)

Spocitejme jesté krivost elipsy 2—2 + % = 1 v obecném bodeé [z,y] a polomér oscilaéni

b
kruznice ve vrcholech elipsy.

Pro elipsu lze vzit parametrické vyjadieni x = a cost, y = b sint, t € (0,27). Dosazenim
derivaci do vzorce pro kiivost dostavame

XY= XY lab sin®t + ab cos? t| ab

(X7 1 ()22 [(asint? + (beos?P?  [(asind)? + (boos P2

Polomeér oscilacni kruznice r, ve vrcholech [£a, 0] dostaneme pro ¢t = 0,7 a polomeér 7, ve

vrcholech [0, £b] pro t = %7‘(‘, %w:

a b? b a?

/’{'a:ﬁa Ta:E> Kb:$7 Ty = /.

Horni ¢ast elipsy 2—; + ‘Z—j =1 je grafem funkce y = g\/ a? — x2. Spocitame derivace

b x ab
/ _ .z " e
f(l‘)— a a2_x27 f (I‘) (a2—$2)3/2
a dosadime do vzorce pro kfivost:
@)l ath
[1 + (f/(l'))Q]g/Q o <a4 —a2x2 + b2$2)3/2 ’

Specidlné pro x = 0 dostdvame k = b/a?, tj. polomér oskulaéni kruznice ve vrcholu [0, b]
je také r = a?/b.

Na zavér spocitejme jesté kiivost hyperboly 2—; — Z—z = —1 obecné a polomér oscilacni
kruznice ve vrcholu [0, b].

Parametrické vyjadieni horni ¢asti hyperboly je = a sinht, y = b cosht, t € (—o0, 00),
kde hyperbolické funkce, viz kap. 4. Funkce, Definice 4.30, jsou sinht¢ = %(em —e 7 a
cosht = 1(e” + e™™). Dosazenim derivaci sinh’¢ = cosh ¢, sinh” ¢ = sinh¢, cosh’t = sinht,
cosh” t = cosht do vzorce s vyuzitim rovnosti cosh®t — sinh?t = 1 dostdvame

X Y" = X"V |ab cosh®t) — ab sinh?t| ab
- (X2 + (Y7)2)*? ~ [(acosht)? + (bsinh#2]3/2 ~ [(acosht)? + (bsinht)2]3/2

Pro x = 0 dostdvdme x = b/a?, ve vrcholu [0, b] polomér oskulaéni kruznice je r = a?/b.

Vyjadieni horni ¢asti hyperboly jako grafu funkce y = 2\/ a? + 22 vede ke stejnému
vysledku.
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