7. Aplikace derivace 7B. Vypocet limit — L’Hospitalovo pravidlo

7B. VYPOCET LIMIT — L’HOSPITALOVO PRAVIDLO

V praxi ¢asto potfebujeme ur¢it limitu vyrazu, které vzniknou operacemi nebo slozenim
nékolika spojitych funkei. Vétsinou pomohou pravidla typu ,limita souc¢tu (ndsobku, soucinu,
podilu, slozeni) je soucet (ndsobek, soucin, podil, slozeni) jednotlivych limit“ a staci do vyrazu
dosadit prislusné hodnoty.

Je vsak potfeba zpozornét, kdyz prislusna funkce ma ve zkoumaném bodé nevlastni limitu
nebo operace v limité neni definovana, napiiklad déleni nulou. Nékdy vypocet limity nedéla
problém: napiiklad soucet nekoneéna a konec¢né hodnoty, sou¢in kladného ¢isla s nekonecnem,
podil konecného cisla a nekonecna. Situace je jasnd, kdyz limity jsou ,v souladu“, naptiklad

0

pro nésledujici typy limit plati: oo+ oo =00, co-0c0=00, 0-0=0, = =0.

0
'’ 0 oo!

Problém nastava, pokud tyto limity ,jdou proti sobé®, napiiklad oo — oo, 0 - o0
v téchto pripadech mluvime o limitdch ,neurcitych vyrazu“.

Vypocet limity neurcitych vyrazu ve tvaru podilu lze ¢asto urcit pomoci derivace uzitim
tvrzeni, které se nazyva L'Hospitalovo® [¢ti lopitalovo] pravidlo.

Véta 7.8. (L’Hospitalovo pravidlo pro limity typu %) Necht funkce f(z) a g(z) maji
konecéné derivace v pravém redukovaném okoli (g, o + A) bodu zy a nulové limity v bodé
To zprava, tj. lim, ...+ f(x) = lim, ., g(x) = 0. Necht existuje limita podilu derivact

koneéna nebo nekonecné. Potom existuje i limita podilu funkei a obé limity se rovnaji, tj.

/
lim @ = lim M .
sior g(@)  esar g'(a)
Tvrzeni plati pro oboustrannou i jednostrannou limitu zleva v koneéném bodé z a také pro
limity v nekonecnu, tj. pro x — oo nebo x — —oc.

Dikaz. Naznacme dukaz véty pro pripad x — xg+. Protoze obé funkce maji nulové limity
zprava v bodé xy, muzeme jejich hodnoty v o predefinovat tak, ze jsou spojité v bodé xg
zprava, pricemz f(zo) = 0 a g(zg) = 0. Z existence limity podilu derivaci plyne, ze v jistém
pravém redukovaném okoli (zg,z) podil je definovén, a proto i jmenovatel ¢'(z) # 0. Pomoci
Véty o sttedni hodnoté pro funkce f(z) a g(x) na intervalu (zo, z) pro funkce f(x) a g(z) plati

fl@) _ f@) = flxo) _ fle)(@—x0)  f(er)

g(x)  g(x) —g(wo)  g(c2)(x —x0) g'(c2)

pro vhodné ¢y, ¢y € (9, x). Prejdeme-li k limité z — xq, obé ¢isla ¢; € (xg, ) konverguji k xy,
odkud plyne nase tvrzeni. O

o]

L’Hospitalovo pravidlo lze vyuzit i pro limity typu 2. V tomto pifpadé dikaz neni tak
prithledny, proto ho vynechame.

3Guillaume de L’Hospital (1661-1704) byl francouzsky matematik, ktery toto pravidlo publikoval ve své
ucebnici z roku 1696. Byla to prvni ucebnice diferencidlniho poc¢tu. Pravidlo ptrevzal z prednasek Johanna
Bernoulliho (1667-1748).
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Véta 7.9. (L’Hospitalovo pravidlo pro limity typu 22) Necht funkce f(z) a g(z) maji
konecné derivace v pravém redukovaném okoli bodu zy a f(z) a g(z) nekoneénou limitu v bodé
To zprava, tj. lim, . ¢ |f(2)] = lim, 4+ |g(x)| = co. Necht existuje limita podilu derivact

f'(=)

a0t g'(x)

kone¢na nebo nekonecné. Potom existuje i limita podilu funkei a obé limity se rovnaji, tj.

lim O] = lim (@)

T—T0 g(qj) T30 g’(x)

Tvrzeni plati pro oboustrannou i jednostrannou limitu zleva v koneéném bodé zy a také pro
limity v nekonec¢nu, tj. pro x — oo nebo x — —o0.

Poznamky 7.10.

C

(a) Pii vypoctu vzdy ovéite typ limity. V piipadech limity typu =
nule a nepotiebujeme vyuzit I’'Hospitalovo pravidlo.

nebo & je limita rovna

(b) Tvrzeni iiké, ze pokud existuje limita vpravo — tj. umime ji urcit — existuje i limita vlevo.
Pokud limita vpravo neexistuje, limita vlevo muze existovat, viz Piiklad 7.11 (d).

(¢c) Casto nevime, zda existuje limita vpravo nebo ji neumfme uréit. Pokud zjistime, ze jde
opét o limitu typu 8 nebo 22, muzeme pouzit (zatim formalné) pravidlo jesté jednou.
Pokud posledni limita podilu druhych derivaci existuje, pak existuje i limita podilu prvnich
derivaci a diky tomu existuje i puvodni limita podilu f(x)/g(x) a tyto limity jsou stejné.

Nékdy je treba aplikovat pravidlo vicekrat — vzdy vSak predem musime ovérit typ limity.

(d) Pravidlo muzeme po tpravé pouzit i na limity, které nemaji tvar podilu, ale které lze na
podil prevést, viz nasledujici Piiklady 7.11 (e),(f),(g),(h).

Piiklady 7.11.

) . . . L. Ll *_1 In(1
(a) Pomoci I'Hospitalova pravidla muzeme spocitat zndmé limity =22 €—, w v nule.

Zjistény typ neurcitého vyrazu oznacime v hranatych zavorkach, ktery bude oznacovat, ze
pouzijeme 1"Hospitalovo pravidlo.

. sinz 0 . cosx 1
lim = |=| = lim =—-=1,
z—0 X 0 r—0 1 1

T 1 z 1
lim < :H:hme—:—zl,
=0 T 0 z—0 1 1

In(1 4
limmz{o}:hmlﬁ——zl.

z—0 €T z—0 1 1

0

Poznamenejme, ze uvedeny vypocet limit nenahrazuje jejich dukaz, byl by to tzv. dukaz
kruhem. L’Hospitalovo pravidlo totiz vyuziva derivaci funkei sinz, €* a Inx, které byly
odvozeny pomoci dokazovanych limit.
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(b) Neékdy je pottebné aplikovat I’'Hospitalovo pravidlo dvakrét, napfiklad pfi vypoctu limity:

hIIl —_— = = llHl —_— =
z—0 72 z—0 2x

1—cosx [O} 0+ sinx {0} . cosx 1

(¢) Troji aplikaci I'Hospitalova pravidla spoc¢itame limitu:

.et 00 . e” 00 . 00 .e
lim — = |—| = lim =|—|=1lim —=|—| = lim — = oo.
z—00 I3 00 z—00 312 00 z—00 BT 00

(d) Uvedme piipad, kdy pii pouziti 'Hospitalova pravidla limita podilu derivaci vpravo ne-
existuje, ale puvodni limita vlevo existuje. Vypocet pomoci I'Hospitalova pravidla dava:

. 2x+sinz 00 . 2+4cosx )
lim —— = [—] = lim ——— =2+ lim cosx.
Z—00 T 00 Z—00 1 z—00
Limita vpravo neexistuje, protoze funkce cosx napiiklad pro x = km nabyva hodnot

cos(km) = (—1)*. Jednoduchou tipravou vsak lze spocitat ptivodn{ limitu:

. 1 - .
. 2z +sinx . (24 2 sinx) . sinz
lim ——— = lim ——%——~ =2+ lim

=2.

Také dalsi neurcité vyrazy po vhodné tpraveé lze spocitat pomoci I’'Hospitalova pravidla.

(e) Limita lim, o4  Inx je neurcity vyraz typu [0 - (—oo)]. Tento soucin lze prevézt na podil

vvvvvv

lim z-Inz = lim % = {9} = lim ——— = lim (-2 (Inz)?) ,
x—04 z=0+ = 0 1

z—0+ r—0+ 1

T

] _
lim 2 -Inz = lim —— = {;.01 = lim = lim (—x) =0.

(f) Limita lim, .. (1 + %)5‘ je neurcity vyraz typu [1°°]. Jako obvykle, funkci typu f(z)9®
nejprve pievedeme na typ e?@) /(@)

(1 i i)m _ [er0+1)]7 = i)

a poc¢itame limitu exponentu. Proménnou z — oo nahradime proménnou t = % jdouci
k nule zprava a 'Hospitalovo pravidlo jako v piikladeé (a) dava:

1 —1 In(1 =
T

z—00 0+ t 0 t—0+ 1

Spocitali jsme tak limitu, ktera se uziva k zavedeni Eulerovy konstanty e

1 xT
lim <1+—) —e =e.
T—00 €T
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Neur¢itym vyrazem typu [0°] je limita lim, 0. 2%. Po prevedeni z* = e*™* pocitame
(g) ym vy yp ] + p p
limitu exponentu:
Inx —00 1
lim z-lnz = lim T:[ }:lim - = lim (—x) =0,
z—0+ r—0+ o0 z—0+ —22 z—0+

— 8]

odkud plyne lim, o4 2% =

(h) Neurcitym vyrazem typu [0c°] je limita lim,_ .. 2'/*. Opét po pievedeni '/ = e(n®)/=
pocitame limitu exponentu:

. Inzx 00
lim — = [—}
r—oo I o0

odkud plyne lim,_,o z'/* = % =

I
=
=

— 8=

I
—
=
=
|
I

@]

Neékolik uziteénych limit

Porovnejme limity funkci Inx, 2P a e v nule a v nekonec¢nu v piipadé, kdyz hodnoty funkci
jdou ,proti sobé“, napiiklad 0 - oo, 8, =

Priklady 7.12.

(a) 'V nule mocnina ,premuze* logaritmus:

|& I

= lim
x—0+4

—

lim z Inz = lim ln_:r; = [_OO]

T — = lim (—x) =0.
z—0+4 z—0+ P o0 z—0+4

s

T

Stejny vysledek plati pro libovolnou kladnou mocninu z? (p > 0), napiiklad

lim 22 -lnz =0, lim 2°-lnz=0,

. 1
lim z2 -lnx =0.
r—0+ x—0+

z—0+

(b) 'V nekonecnu je mocnina ,silnéjsi“ nez logaritmus, ale ,slabsi“ nez exponenciala:

lim — =
r—oo I

1 1 x T
ne [OO} lim = =0, hme—:[f] im o

X0 - xT— r—00 U O

Oba vysledky plati i pro kladné mocniny 2?: lim Inz/a2? =0, lim e*/2? = oo

T—00 T—r0o0

(¢) Exponencidla e” je ,silnéjsi“ nez mocnina z také v minus nekonecénu:

. . T —00 . 1 t:=—x 1
lim ze® = lim = [ ] = lim = { ]
T——00

= lim — =0.
r=—o0 €7 " T——c0 —e~ " t— oo t—o0 —et

Vysledek plati i pro obecnou kladnou mocninu: lim e* -2 = 0.
T—>r—00

Poznamka o radu velikosti funkce

Pfi pociténi limit typu [2], [2] nebo [0-00] je informace o hodnoté limity nula nebo nekonecno
nedostateénd. Napiiklad v limité pro z — 0 jsou hodnoty /z, x, % v okol{ nuly rtizné , malé*,
podobné hodnoty 1—12, 1—14 jsou pro x — 0 ruzné ,velké“. Proto zavedeme pojem iad funkce v okoli
bodu, ktery umoznuje porovnavat ,velikosti“ nuly a nekonecna v okoli x.
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Definice 7.13. Budte f(z) a g(z) funkce definované v okoli bodu =z, piicemz g(x) # 0
pro x # . Rekneme, ze funkce f(z) je v okoli bodu zy fadu malé o funkce g(x), piseme
f(z) = o(g(x)), pokud limita podilu obou funkci existuje a je nulové, tj.

f(z)=o(g(z))  prévé kdyz  lim 1)

= 0.
a=a0 g(z)

Za ,srovnavaci“ funkci obvykle volime mocninu g(x) = (z — x¢)".
Limita pfitom muze byt oboustrannd, jednostranna, v kladném nebo zaporném nekonecnu.

Poznamky 7.14.

(a) Vztah f(z) = o(g(x)) pro x — x¢ znamend, ze v limité hodnoty funkce f(z) jsou zane-
dbatelné vzhledem k hodnotdm funkce g(z). Napiiklad ,uzite¢né limity* v Piikladech 7.12
pro p > 0 lze zapsat jako Inxz = o(2?), 2P = o(e”) pro x — 00, €” = o(x™?) prox — —0.

(b) 'V tomto oznaceni lze Fici, ze zbytek R, (x) Taylorova polynomu 7T,,(z) je fadu o((x — z()")
a Taylorovy polynomy muzeme psat ve tvaru f(z) = T,,(x) + o((z — z0)").
C ro pocitani se symbolikou o pro x — 0 plati pravidla:
p itani bolik 0 plati idl
@) =o(a?) & f(z)-2* = o),
f(x) =o(z") A g(z) =o(a") = [f(z)+g(x) = o(a"),
ktera snadno plynou z rovnosti

Lok
i T gy )2t F@ A e@) oy F@) o e(@)
z—0 P z—0 xp-xk z—0 P z—0 P z—0 P

Napifklad jestlize f(x) = o(z?), potom f(z)-2® = o(2°) a f(z)/z* = o(1).

(d) Pro tplnost dodejme, ze pokud limita podilu f? je nenulova a konecnd, rikame, ze

g9
funkce f(z) je tadu ,velké O g(z) a piseme f(z) = O(g(x)).

N N2

Vyuziti Taylorova polynomu pri vypoctu limity

Piiklady 7.15. P1i pocitani limity typu [8] pro z — x Tayloruv polynom se sttedem v x
miuze dat rychlé feseni. Uvedme tii piiklady

a ayloruv polynom druhého stupné cosx =1 — 52° 4+ o(x®) umoznuje spocitat limitu:
Taylort ly druhého stupné 1 — 222 2 j ftat limit

. l—cosz . 1—[1—1a*+0(z?)] . tat—o(x?) . f-o(l) 1
hm—:hm :hm—:hm—:—.
z—0 xQ z—0 {1:2 z—0 ;(;2 z—0 1 2

(b) Tayloruv polynom ttetiho stupné sinx = = — %x3 + o(z3) umoziuje vypocet limity:
x

: 1.,.3 3 1.,.3 3 1
— r—|lx—zx°+0o(x = olx = —0(1 1
o Eosing - [T (@] _ . srool@) . gool) 1
z—0 3 x—0 x3 z—0 x3 z2—0 1 6

(¢) Tayloruv polynom e* =1+ x + %12 + o(2?) zjednodusuje vypocet limity:

. etde -2 o lt+z+iatto@d)+l-a+i’+o(a?) -2
lim —————— = lim = lim
x—0 [13‘2 r—0 1‘2 x—0 1'2

2>+ o(a?) .
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