
7. Aplikace derivace 7B. Výpočet limit – L’Hospitalovo pravidlo

7B. Výpočet limit – L’Hospitalovo pravidlo

V praxi často potřebujeme určit limitu výraz̊u, které vzniknou operacemi nebo složeńım
několika spojitých funkćı. Většinou pomohou pravidla typu

”
limita součtu (násobku, součinu,

pod́ılu, složeńı) je součet (násobek, součin, pod́ıl, složeńı) jednotlivých limit“ a stač́ı do výrazu
dosadit př́ıslušné hodnoty.

Je však potřeba zpozornět, když př́ıslušná funkce má ve zkoumaném bodě nevlastńı limitu
nebo operace v limitě neńı definovaná, např́ıklad děleńı nulou. Někdy výpočet limity nedělá
problém: např́ıklad součet nekonečna a konečné hodnoty, součin kladného č́ısla s nekonečnem,
pod́ıl konečného č́ısla a nekonečna. Situace je jasná, když limity jsou

”
v souladu“, např́ıklad

pro následuj́ıćı typy limit plat́ı: ∞+∞ = ∞, ∞ ·∞ = ∞, 0 · 0 = 0, 0
∞ = 0.

Problém nastává, pokud tyto limity
”
jdou proti sobě“, např́ıklad ∞ − ∞, 0 · ∞, 0

0
, ∞

∞ ,
v těchto př́ıpadech mluv́ıme o limitách

”
neurčitých výraz̊u“.

Výpočet limity neurčitých výraz̊u ve tvaru pod́ılu lze často určit pomoćı derivace užit́ım
tvrzeńı, které se nazývá L’Hospitalovo3 [čti lopitalovo] pravidlo.

Věta 7.8. (L’Hospitalovo pravidlo pro limity typu 0
0
) Necht’ funkce f(x) a g(x) maj́ı

konečné derivace v pravém redukovaném okoĺı (x0, x0 + ∆) bodu x0 a nulové limity v bodě
x0 zprava, tj. limx→x0+ f(x) = limx→x0+ g(x) = 0. Necht’ existuje limita pod́ılu derivaćı

lim
x→x0+

f ′(x)

g′(x)

konečná nebo nekonečná. Potom existuje i limita pod́ılu funkćı a obě limity se rovnaj́ı, tj.

lim
x→x0+

f(x)

g(x)
= lim

x→x0+

f ′(x)

g′(x)
.

Tvrzeńı plat́ı pro oboustrannou i jednostrannou limitu zleva v konečném bodě x0 a také pro
limity v nekonečnu, tj. pro x→ ∞ nebo x→ −∞.

Důkaz. Naznačme d̊ukaz věty pro př́ıpad x → x0+. Protože obě funkce maj́ı nulové limity
zprava v bodě x0, můžeme jejich hodnoty v x0 předefinovat tak, že jsou spojité v bodě x0
zprava, přičemž f(x0) = 0 a g(x0) = 0. Z existence limity pod́ılu derivaćı plyne, že v jistém
pravém redukovaném okoĺı (x0, x) pod́ıl je definován, a proto i jmenovatel g′(x) ̸= 0. Pomoćı
Věty o středńı hodnotě pro funkce f(x) a g(x) na intervalu (x0, x) pro funkce f(x) a g(x) plat́ı

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
=
f ′(c1)(x− x0)

g′(c2)(x− x0)
=
f ′(c1)

g′(c2)

pro vhodné c1, c2 ∈ (x0, x). Přejdeme-li k limitě x → x0, obě č́ısla ci ∈ (x0, x) konverguj́ı k x0,
odkud plyne naše tvrzeńı. �

L’Hospitalovo pravidlo lze využ́ıt i pro limity typu ∞
∞ . V tomto př́ıpadě d̊ukaz neńı tak

pr̊uhledný, proto ho vynecháme.

3Guillaume de L’Hospital (1661-1704) byl francouzský matematik, který toto pravidlo publikoval ve své
učebnici z roku 1696. Byla to prvńı učebnice diferenciálńıho počtu. Pravidlo převzal z přednášek Johanna
Bernoulliho (1667–1748).
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Věta 7.9. (L’Hospitalovo pravidlo pro limity typu ∞
∞) Necht’ funkce f(x) a g(x) maj́ı

konečné derivace v pravém redukovaném okoĺı bodu x0 a f(x) a g(x) nekonečnou limitu v bodě
x0 zprava, tj. limx→x0+ |f(x)| = limx→x0+ |g(x)| = ∞. Necht’ existuje limita pod́ılu derivaćı

lim
x→x0+

f ′(x)

g′(x)

konečná nebo nekonečná. Potom existuje i limita pod́ılu funkćı a obě limity se rovnaj́ı, tj.

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Tvrzeńı plat́ı pro oboustrannou i jednostrannou limitu zleva v konečném bodě x0 a také pro
limity v nekonečnu, tj. pro x→ ∞ nebo x→ −∞.

Poznámky 7.10.

(a) Při výpočtu vždy ověřte typ limity. V př́ıpadech limity typu c
∞ nebo 0

∞ je limita rovna
nule a nepotřebujeme využ́ıt l’Hospitalovo pravidlo.

(b) Tvrzeńı ř́ıká, že pokud existuje limita vpravo – tj. umı́me ji určit – existuje i limita vlevo.
Pokud limita vpravo neexistuje, limita vlevo může existovat, viz Př́ıklad 7.11 (d).

(c) Často nev́ıme, zda existuje limita vpravo nebo ji neumı́me určit. Pokud zjist́ıme, že jde
opět o limitu typu 0

0
nebo ∞

∞ , můžeme použ́ıt (zat́ım formálně) pravidlo ještě jednou.
Pokud posledńı limita pod́ılu druhých derivaćı existuje, pak existuje i limita pod́ılu prvńıch
derivaćı a d́ıky tomu existuje i p̊uvodńı limita pod́ılu f(x)/g(x) a tyto limity jsou stejné.
Někdy je třeba aplikovat pravidlo v́ıcekrát – vždy však předem muśıme ověřit typ limity.

(d) Pravidlo můžeme po úpravě použ́ıt i na limity, které nemaj́ı tvar pod́ılu, ale které lze na
pod́ıl převést, viz následuj́ıćı Př́ıklady 7.11 (e),(f),(g),(h).

Př́ıklady 7.11.

(a) Pomoćı l’Hospitalova pravidla můžeme spoč́ıtat známé limity sinx
x
, ex−1

x
, ln(1+x)

x
v nule.

Zjǐstěný typ neurčitého výrazu označ́ıme v hranatých závorkách, který bude označovat, že
použijeme l’Hospitalovo pravidlo.

lim
x→0

sinx

x
=

[
0

0

]
= lim

x→0

cos x

1
=

1

1
= 1 ,

lim
x→0

ex − 1

x
=

[
0

0

]
= lim

x→0

ex

1
=

1

1
= 1 ,

lim
x→0

ln(1 + x)

x
=

[
0

0

]
= lim

x→0

1
1+x

1
=

1

1
= 1 .

Poznamenejme, že uvedený výpočet limit nenahrazuje jejich d̊ukaz, byl by to tzv. d̊ukaz
kruhem. L’Hospitalovo pravidlo totiž využ́ıvá derivaci funkćı sinx, ex a ln x, které byly
odvozeny pomoćı dokazovaných limit.

Studijńı text ÚM FSI VUT v Brně 11
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(b) Někdy je potřebné aplikovat l’Hospitalovo pravidlo dvakrát, např́ıklad při výpočtu limity:

lim
x→0

1− cos x

x2
=

[
0

0

]
= lim

x→0

0 + sinx

2x
=

[
0

0

]
= lim

x→0

cosx

2
=

1

2
.

(c) Troj́ı aplikaćı l’Hospitalova pravidla spoč́ıtáme limitu:

lim
x→∞

ex

x3
=

[∞
∞

]
= lim

x→∞

ex

3x2
=

[∞
∞

]
= lim

x→∞

ex

6x
=

[∞
∞

]
= lim

x→∞

ex

6
= ∞.

(d) Uved’me př́ıpad, kdy při použit́ı l’Hospitalova pravidla limita pod́ılu derivaćı vpravo ne-
existuje, ale p̊uvodńı limita vlevo existuje. Výpočet pomoćı l’Hospitalova pravidla dává:

lim
x→∞

2x+ sin x

x
=

[∞
∞

]
= lim

x→∞

2 + cosx

1
= 2 + lim

x→∞
cosx .

Limita vpravo neexistuje, protože funkce cosx např́ıklad pro x = kπ nabývá hodnot
cos(kπ) = (−1)k. Jednoduchou úpravou však lze spoč́ıtat p̊uvodńı limitu:

lim
x→∞

2x+ sin x

x
= lim

x→∞

x(2 + 1
x
sin x)

x
= 2 + lim

x→∞

sinx

x
= 2 .

Také daľśı neurčité výrazy po vhodné úpravě lze spoč́ıtat pomoćı l’Hospitalova pravidla.

(e) Limita limx→0+ x lnx je neurčitý výraz typu [0 · (−∞)]. Tento součin lze převézt na pod́ıl
dvěma zp̊usoby. Prvńı při použit́ı l’Hospitalova pravidla výraz dělá složitěǰśı

lim
x→0+

x · lnx = lim
x→0+

x
1

lnx

=

[
0

0

]
= lim

x→0+

1

− 1
x(lnx)2

= lim
x→0+

(
−x · (lnx)2

)
,

což je opět neurčitý výraz typu 0 · ∞. Druhý zp̊usob vede k výsledku:

lim
x→0+

x · lnx = lim
x→0+

lnx
1
x

=

[
−∞
∞

]
= lim

x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0 .

(f) Limita limx→∞
(
1 + 1

x

)x
je neurčitý výraz typu [1∞]. Jako obvykle, funkci typu f(x)g(x)

nejprve převedeme na typ eg(x)·ln(f(x))(
1 +

1

x

)x

=
[
eln(1+

1
x)
]x

= ex·ln(1+
1
x)

a poč́ıtáme limitu exponentu. Proměnnou x → ∞ nahrad́ıme proměnnou t = 1
x
jdoućı

k nule zprava a l’Hospitalovo pravidlo jako v př́ıkladě (a) dává:

lim
x→∞

x · ln
(
1 +

1

x

)
=

[
x = 1

t

t→ 0+

]
= lim

t→0+

ln(1 + t)

t
=

[
0

0

]
= lim

t→0+

1
1+t

1
= 1 .

Spoč́ıtali jsme tak limitu, která se už́ıvá k zavedeńı Eulerovy konstanty e

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x

= e1 = e .
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(g) Neurčitým výrazem typu [00] je limita limx→0+ x
x. Po převedeńı xx = ex·lnx poč́ıtáme

limitu exponentu:

lim
x→0+

x · lnx = lim
x→0+

lnx
1
x

=

[
−∞
∞

]
= lim

x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0 ,

odkud plyne limx→0+ x
x = 1.

(h) Neurčitým výrazem typu [∞0] je limita limx→∞ x1/x. Opět po převedeńı x1/x = e(lnx)/x

poč́ıtáme limitu exponentu:

lim
x→∞

lnx

x
=

[∞
∞

]
= lim

x→∞

1
x

1
= lim

x→∞

1

x
= 0 ,

odkud plyne limx→∞ x1/x = e0 = 1.

Několik užitečných limit
Porovnejme limity funkćı lnx, xp a ex v nule a v nekonečnu v př́ıpadě, když hodnoty funkćı

jdou
”
proti sobě“, např́ıklad 0 · ∞, 0

0
, ∞

∞ .

Př́ıklady 7.12.

(a) V nule mocnina
”
přemůže“ logaritmus:

lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

lnx
1
x

=

[
−∞
∞

]
= lim

x→0+

1
x
−1
x2

= lim
x→0+

(−x) = 0 .

Stejný výsledek plat́ı pro libovolnou kladnou mocninu xp (p > 0), např́ıklad

lim
x→0+

x2 · lnx = 0 , lim
x→0+

x3 · lnx = 0 , lim
x→0+

x
1
2 · lnx = 0 .

(b) V nekonečnu je mocnina
”
silněǰśı“ než logaritmus, ale

”
slabš́ı“ než exponenciála:

lim
x→∞

lnx

x
=

[∞
∞

]
= lim

x→∞

1
x

1
= 0 , lim

x→∞

ex

x
=

[∞
∞

]
= lim

x→∞

ex

1
= ∞ .

Oba výsledky plat́ı i pro kladné mocniny xp: lim
x→∞

lnx/xp = 0 , lim
x→∞

ex/xp = ∞ .

(c) Exponenciála ex je
”
silněǰśı“ než mocnina x také v minus nekonečnu:

lim
x→−∞

xex = lim
x→−∞

x

e−x
=

[
−∞
∞

]
= lim

x→−∞

1

−e−x
=

[
t := −x
t→ ∞

]
= lim

t→∞

1

−et
= 0 .

Výsledek plat́ı i pro obecnou kladnou mocninu: lim
x→−∞

ex · xp = 0 .

Poznámka o řádu velikosti funkce

Při poč́ıtáńı limit typu [0
0
], [∞∞ ] nebo [0·∞] je informace o hodnotě limity nula nebo nekonečno

nedostatečná. Např́ıklad v limitě pro x→ 0 jsou hodnoty
√
x, x, x2 v okoĺı nuly r̊uzně

”
malé“,

podobně hodnoty 1
x2 ,

1
x4 jsou pro x→ 0 r̊uzně

”
velké“. Proto zavedeme pojem řád funkce v okoĺı

bodu, který umožňuje porovnávat
”
velikosti“ nuly a nekonečna v okoĺı x0.
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Definice 7.13. Bud’te f(x) a g(x) funkce definované v okoĺı bodu x0, přičemž g(x) ̸= 0
pro x ̸= x0. Řekneme, že funkce f(x) je v okoĺı bodu x0 řádu malé o funkce g(x), ṕı̌seme
f(x) = O(g(x)), pokud limita pod́ılu obou funkćı existuje a je nulová, tj.

f(x) = O(g(x)) právě když lim
x→x0

f(x)

g(x)
= 0.

Za
”
srovnávaćı“ funkci obvykle voĺıme mocninu g(x) = (x− x0)

k.
Limita přitom může být oboustranná, jednostranná, v kladném nebo záporném nekonečnu.

Poznámky 7.14.

(a) Vztah f(x) = O(g(x)) pro x → x0 znamená, že v limitě hodnoty funkce f(x) jsou zane-
dbatelné vzhledem k hodnotám funkce g(x). Např́ıklad

”
užitečné limity“ v Př́ıkladech 7.12

pro p > 0 lze zapsat jako ln x = O(xp), xp = O(ex) pro x→ ∞ , ex = O(x−p) pro x→ −∞ .

(b) V tomto označeńı lze ř́ıci, že zbytek Rn(x) Taylorova polynomu Tn(x) je řádu O((x−x0)
n)

a Taylorovy polynomy můžeme psát ve tvaru f(x) = Tn(x) + O((x− x0)
n).

(c) Pro poč́ıtáńı se symbolikou O pro x→ 0 plat́ı pravidla:

f(x) = O(xp) ⇔ f(x) · xk = O(xp+k) ,

f(x) = O(xp) ∧ g(x) = O(xp) ⇒ f(x) + g(x) = O(xp) ,

která snadno plynou z rovnost́ı

lim
x→0

f(x)

xp
= lim

x→0

f(x) · xk

xp · xk
, lim

x→0

f(x) + g(x)

xp
= lim

x→0

f(x)

xp
+ lim

x→0

g(x)

xp
.

Např́ıklad jestliže f(x) = O(x2), potom f(x) · x3 = O(x5) a f(x)/x2 = O(1) .

(d) Pro úplnost dodejme, že pokud limita pod́ılu
∣∣∣f(x)g(x)

∣∣∣ je nenulová a konečná, ř́ıkáme, že

funkce f(x) je řádu
”
velké O“ g(x) a ṕı̌seme f(x) = O(g(x)).

Využit́ı Taylorova polynomu při výpočtu limity

Př́ıklady 7.15. Při poč́ıtáńı limity typu
[
0
0

]
pro x → x0 Taylor̊uv polynom se středem v x0

může dát rychlé řešeńı. Uved’me tři př́ıklady

(a) Taylor̊uv polynom druhého stupně cosx = 1− 1
2
x2 + O(x2) umožňuje spoč́ıtat limitu:

lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

1−
[
1− 1

2
x2 + O(x2)

]
x2

= lim
x→0

1
2
x2 − O(x2)

x2
= lim

x→0

1
2
− O(1)

1
=

1

2
.

(b) Taylor̊uv polynom třet́ıho stupně sin x = x− 1
6
x3 + O(x3) umožňuje výpočet limity:

lim
x→0

x− sin x

x3
= lim

x→0

x−
[
x− 1

6
x3 + O(x3)

]
x3

= lim
x→0

1
6
x3 − O(x3)

x3
= lim

x→0

1
6
− O(1)

1
=

1

6
.

(c) Taylor̊uv polynom ex = 1 + x+ 1
2
x2 + O(x2) zjednodušuje výpočet limity:

lim
x→0

ex + e−x − 2

x2
= lim

x→0

1 + x+ 1
2
x2 + O(x2) + 1− x+ 1

2
x2 + O(x2)− 2

x2
= lim

x→0

x2 + O(x2)

x2
= 1 .
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