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Predmluva

Skripta jsou vénovana vypoctové dynamice tekutin, coz je ¢esky ekvivalent pro Com-
putational Fluid Dynamics, struéné CFD.

V uvodni kapitole jsou odvozeny zakladni rovnice proudéni, Eulerovy pro neviskézni
proudéni a Navierovy-Stokesovy pro proudéni viskézni. Eulerovy rovnice pro stlacitelné
proudéni jsou soustavou hyperbolickych parcidlnich diferencidlnich rovnic. Proto jsou do
druhé kapitoly zarazeny zakladni teoretické poznatky o feseni hyperbolickych problému.
Treti a ¢tvrta kapitola je vénovana numerickému teseni Eulerovych rovnic pro stlacitelné
proudeéni, tieti kapitola metodou koneénych objemu a ctvrta kapitola nespojitou Galer-
kinovou metodou. Pata kapitola se zabyva feSenim Navierovych-Stokesovych rovnic pro
stlacitelné proudéni nespojitou Galerkinovou metodou. Sest4 a sedmé kapitola je vénovéna
numerickému teSeni Navierovych-Stokesovych rovnic pro nestlacitelné proudéni, Sesta ka-
pitola metodou konecnych objemu a sedma kapitola metodou kone¢nych prvku.

Skripta jsou zaméfena pfedevsim na numerické metody a algoritmizaci. Z matema-
tického pohledu jde o efektivni postupy pro feseni soustav nelinedrnich nestacionarnich
parcialnich diferencidlnich rovnic doplnénych o pocatecni a okrajové podminky. Pro vétsi
srozumitelnost uvazujeme jen dvoudimenziondalni proudéni, takze nezavisle proménné jsou
dvé prostorové soutadnice a Cas.

Pro prostorovou diskretizaci Eulerovych rovnic se nejcastéji pouziva metoda konecnyjch
objemii, stru¢né FVM podle Finite Volume Method. Skvélym zdrojem informaci jsou mo-
nografie [17], [18], [52], [33], [34]. Pro prostorovou diskretizaci Eulerovych rovnic je velmi
vhodna také nespojita Galerkinova metoda, struéné DGM podle Discontinuous Galerkin
Method, viz monografie [26] a [14]. Prostorové diskretizace Navierovych-Stokesovych rov-
nic pro nestlacitelné proudéni se nejcastéji provadi metodou konecnych objemu, viz mo-
nografie [42], [55], [19], [37]. Hojné se pouziva také metoda konecnich prokiu, struéné
FEM podle Finite Element Method, viz monografie [21], [15], z casopisecké literatury lze
doporucit ¢lanek [50] a dalsi prace z tam uvedeného seznamu literatury.

Pro feseni tloh proudeéni je k dispozici celd fada softwarovych produktu. Mezi nejzna-
méjsi patii komeréni ANSYS Fluent, CD-adapco STAR-CD a volné dostupny OpenFoam.

Brno, zari 2019 Libor Cermak



1. Rovnice proudéni

V této kapitole odvodime zakladni rovnice popisujici proudéni tekutin. Chovani teku-
tin se Tidi zakony zachovani hmotnosti, hybnosti, momentu hybnosti a energie. Pomoci
Reynoldsovy transportni véty tyto zdkony zapiseme jako rovnici kontinuity, pohybové rov-
nice a rovnici energie. Uzitim konstitucnich vztahu a stavovych rovnic zredukujeme pocet
neznamych na hustotu, vektor rychlosti a energii. Nakonec doplnime okrajové a pocatecni
podminky. Zavér kapitoly je vénovan bezrozmérnému tvaru rovnic proudéni, Reynoldsovu
¢islu a strucéné zmince o turbulentnim proudéni.

1.1. Zakladni pojmy

Proudéni budeme zkoumat v oblasti Q € R, d = 2,3. Necht x = (z1,2...,24)7
je bod oblasti Q a t € [0,t,4.] je Cas. Zékladni fyzikalni veli¢iny, se kterymi budeme
pracovat, jsou hustota o(x,t), vektor rychlosti v(x,t) = (vi(x,t),va(x, 1), ..., va(x, )7,
celkova energie F(x,t), tlak p(x,t) a teplota T'(x,t).

V dalsim textu budeme obcas pouzivat FEinsteinovu sumacni konvenci, tj. s¢itame
automaticky pfes vSechny indexy, které se v daném vyrazu vyskytnou prave dvakrat.

Znaceni. Symbolem V oznac¢ime operator

T
V= 8’ aa"'a 0 :
0xy1 0x 014

Gradientem funkce f rozumime vektor

oy (9F Of ar\"
grad f =V [ = (axl,axz,...,axd)
Je-li f = (f1, fo,..., fd)T vektorova funkce, pak Jacobiho matice a gradient funkce f jsou

oh  Oh of
Oxry’ Oxy’ 7 0wy
an an (7f2 .

D_f I A B D_f )

Dx . . | VE=lpx) =(VATEL V)
Ofa  0Ja fa
6$1’ a{L'Q’ T (7xd

Laplaceuv operator A je definovan predpisem

d_ o
A= — -
; x?
Zapisem Af resp. Af pak rozumime

2
IV )= SN O WY YL



Divergence f je definovana ptedpisem

d
div — 895@

)

Pro matici F = (f}, £, ..., f;) definujeme
divF =V -F = (divf,,divf,, ..., dive)".

Skaldrn{ soucin vektoru a = (ay, as, ...,aq)”, b= (b1, b, ...,bq)7 je

d
a-b= Z aibi,
i=1

la] = (a,a)? je délka vektoru. Pro a, b € R? definujeme vektorovy soucin

a X b = (agbs — asby, asby — aibs, ajby — agby)’.
Zapisem a ® b oznacujeme tenzorovy soucin
arby a1be ... a1by
a@b—abl — ag.bl G/Q.bz ... aoby
ad.bl ad.bg ... agbg
Pro matice A = {a;;}{;_,, B = {b;;}¢,_, definujeme Frobeniiv skaldrni soucin
d
A:B=> a;by
ij=1
Pro matici A = (aj,a,...,a4) a vektor b definujeme

b-A=(b-a;,b-ay,...,b-a;,)" = A’b.
Definujme jesté prostory spojitych funkei na intervalu I s hodnotami v prostoru X:

C(I; X)={f:1— X; [ je ohranic¢end a spojitd v kazdém bodeé I}.

Popis proudéni. Budeme si predstavovat, ze tekutina vyplnujici oblast €2 se skladd
z ¢astic, a budeme predpoklddat, ze kazdym bodem x € v kazdém ¢case t € [0, tnaz]
prochézi prave jedna ¢astice tekutiny. K popisu tekutiny se pouzivaji dva zéakladni piistupy.

a) Lagrangeovsky popis proudéni zkoumd pohyb kazdé jednotlivé céstice tekutiny.
Drahu c¢astice, tzv. trajektorii, popiSeme rovnici

X = 90(X> t)’



kde X je referencni poloha uvazované ¢astice. Detailnéjsi zapis
X = LP(Xa th t)

nam tika, ze v ¢ase t je v misté x ta castice tekutiny, kterd v case t; zaujimala re-
ferencni pozici X. Referenéni polohou X je castice jednoznacné identifikovand, lze tedy
zjednodusené hovotit o ¢astici X. Slozky X7, X, ..., X, referenéniho bodu X jsou Lagran-
geovy souradnice castice X, zatimco slozky x1, xs, . .., x4 bodu x jsou Eulerovy souradnice
té castice X, ktera se v ¢ase t nachazi v bodu x. Je dobré si uvédomit, ze pevnym bodem
x prochéazeji v ruznych ¢asech ruzné castice tekutiny.

Rychlost v(x,t) v bodu x a v ¢ase t definujeme jako rychlost té ¢éstice tekutiny, kterd
v case t bodem x prochézi, tedy

0
v(x,t) = a—f(X,t) pro X takové, ze x = (X, ).

Vztah mezi Lagrangeovymi a Fulerovymi soufadnicemi lze popsat prostiednictvim
rychlostniho pole v(x,t). Jestlize ¢astice tekutiny zaujimd v case t, referenéni pozici X,
tj. ma Lagrangeovy soufadnice {X;},, a v ¢ase t zaujima pozici x = (X, ), tj. ma
Eulerovy soufadnice {x;}% ,, pak x = x(t) je fesenim pocatecn{ tilohy

dx(t)
dt

= v(x(t),t),  x(to) = X. (1.1)

Kiivka x(t) se nazyva trajektorie (Castice tekutiny, kterd v ¢ase ty byla v pozici X).

Ke grafickému znazornéni rychlostniho pole ve zvoleném case se pouzivaji proudnice.
Pro zvoleny cas ¢t a bod x definujeme proudnici jako kiivku x = x(s), kterd je Fesenim
pocatecni ulohy

dx(s _
d( ) =v(x(s),t), x(80) = X (1.2)
s

pro néjaké sy € R. Céstice tekutiny mé tedy v kazdém bodu proudnice rychlost, kterd
je k proudnici tecna. Nebo jinak: rychlost ¢éstice v libovolném misté proudu je te¢nou
k proudnici, kterd timto mistem prochazi.

Zatimco trajetrorie je drahou jedné c¢astice v ¢ase, proudnici tvoii c¢astice tekutiny,
z nichz kazdé dvé jsou navzdjem ruzné. Proudnice a trajektorie, které v ¢ase ¢ prochdzeji
bodem X, jsou obecné ruzné kiivky. Splyvaji jen v piipadé stacionarniho proudéni, tj.
kdyz rychlost v(x,t) = v(x) nezavisi na ¢ase, jak je zfejmé z (1.1) a (1.2).

Materialova derivace D F'(x,t)/Dt funkce F'(x,t) je totalni derivace dF (¢(X,t),t)/ dt.
Podle pravidla o derivovani slozené funkce dostaneme

DF(x,t) dF(e(X,1),t) OF(o(X,1),1) OF Don(X, 1)
Dt dt ot +2

oz, (‘P(Xa t)v t)T =

OF (x,t d OF (x,t OF (x,t
ZALXI S Y o

5+ v(x,t)-grad F'(x,t).

=1



Operator + v-grad

Dt ot
nazveme materidlovou derivaci (nékdy pouzivame také termin totdlni derivace nebo sub-
stancni derivace). Parcidlni derivace 0/0t se nazyva lokdini derivace a ¢len (v - grad)
se nazyva konvekéni derivace. Lokalni derivace OF (x,t)/0t vyjadiuje ¢asovou zménu F
v bodu x, konvekéni derivace v(x,t) - gradF'(x,t) = [dF(x(t),§)/ dt]e= vyjadiuje pro-
storovou zménu F' v case t a materidlova derivace D F(x,t)/Dt vyjadiuje zménu F' na
casoprostorové trajektorii [ (X, t),].

Transportni véta. Uvazujme soustavu castic tekutiny, které v ¢ase t vyplnuji omezenou
oblast o(t), tak zvany kontrolni objem. Ptedpoklddejme, ze v prubéhu casu kontrolni
objem obsahuje porad tytéz c¢astice. Necht oy = o(ty) je kontrolni objem v referenénim
case to. Funkce ¢ kazdé ¢astici X € oq prifazuje bod x = (X, t) € o(t). Protoze ¢éstice
tekutiny kontrolni objem beze zbytku vypliuji a jejich trajektorie se neprotinaji, 1ze ¢
povazovat za vzajemné jednoznacné zobrazeni referencni oblasti oy a oblasti o(?).

Necht funkce F'(x,t) reprezentuje néjakou fyzikdln{ veli¢inu. Celkové mnozstvi F(t)
veliciny F' v kontrolni objemu o(t) je integral

F(t) = /(t) F(x,t)dx.

V dalsim nés bude zajimat, jak se celkové mnozstvi F(t) veliciny F' na ¢asticich kontrol-
niho objemu méni v case, tedy ¢emu se rovna derivace

dF(t) d
—_— = — F :
o 7 /0 o (x,t)dx

V nésledujici Reynoldsové vété ukazeme, jak lze tuto derivaci vyjadrit.

Véta 1.1. (Reynoldsova transportni). Necht F a ¢ jsou dostatecné hladké funkce. Pak

dFt)  d
- F =
dt dt /U(t) (x,t) dx
/ {%—Z;(X, t) +v(x,t) - grad F(x,t) + F(x,t)divv(x,t)| dx = (1.3)
o(t)

/g(t) {aa_f(x> t) + div (Fv)(x, t)} dx. O

Diikaz véetné presné formulace predpokladi Reynoldsovy véty lze najit v [17]. Zde si
uvedme jen ndcrt dukazu. Pomoci transformace ¢ : 09 — o(t) piejdeme z casove zdvislé
oblasti o(t) na oblast 0g, kterd jiz na ¢ase nezavisi. Jestlize J(X, t) je jakobidn zobrazeni ¢,
tj. J(X,t) = det {dp; (X, 1)/0X,;}¢ ., pak

ij=1’

d d
di a(t)F(X’ B dx = /U E[F(sO(X,t),t) |J(X,t)|] dX = »

1.4
/UO [dF(SO(d)f,t),t) 1J(X, )] +F(¢(X,t),t)W} X



Ziejmeé

d

AFX.0.0) _ P00 | P X0, 92X,
dt ot p— ox; ot
D4 se dokazat, viz [17], ze
II(X )] <~ 9 [dalX, 1)
ot B 221 oz; ot 7, 1)l

Posledni dva vztahy dosadime do (1.45), vyuzijeme toho, ze 0p;(X,t)/0t = v;(p(X, 1), 1),
a zpétnym piechodem z referenéni oblasti oy na oblast o(t) dostaneme (1.35). O

Pomoci Greenovy véty lze transportni vétu ekvivalentné zapsat ve tvaru

T [ S [ Fxovixoneas
dt oty Ot o (t)

kde n(x) je jednotkovy vektor vnéjsi normély hranice do(t) v bodé x. Prvni integral
na pravé strané vyjadiuje casovou zménu veli¢iny F' v kontrolnim objemu o(t). Skalarni
sou¢in v-n = v, je rychlost ve sméru n, takze druhy integral

/ F(x,t)v(x,t)-n(x)dS = / F(x,t)v,(x,t)dS
do(t) da (t)

vyjadiuje tok veliciny F' ven z kontrolniho objemu o (¢) ve sméru vnéjsi normaly.

1.2. Zakony zachovani

Ve fyzice se jako zdkon zachovani oznacuje tvrzeni, ze urcita méfitelna veli¢ina fyzikal-
niho systému se béhem vyvoje tohoto systému neméni. V dynamice tekutin jde o zadkon
zachovani hmotnosti, hybnosti, momentu hybnosti a energie. V této kapitole budeme
opakované pouzivat termin kontrolni objem pro oznaceni objemu ¢asti tekutiny tvorené
stale stejnymi casticemi tekutiny. Kontrolni objem muze meénit svij tvar a proto byva
néekdy také oznacovén jako tekuty objem, viz [7].

Zakon zachovani hmotnosti zni:

hmotnost tekutiny v kontrolnim objemu se nemend.

Necht o(x,t) je hustota tekutiny v bodu x a v ¢ase . Hmotnost M(c(t)) tekutiny
v kontrolnim objemu o(t)

M((®) = [ olx.t)x
o(t)
Zékon zachovani hmotnosti tvrdi, ze hmotnost se v ¢ase nemeéni, tj. ze

— o(x,t)dx = 0. (1.5)
dt o(t)



Podle Reynoldsovy transportni véty proto
do .
—(x,t) + div(ov)(x,t)| dx =0,
@ LOt

a protoze o(t) muze byt libovolny kontrolni objem, dostavame rovnici kontinuity

do | . B
3t + div (ov) = 0. (1.6)

Nestlacitelné proudéni je takové proudéni, pii kterém se hustota castic tekutiny v case
nemeénti, tj.

Do _ 9o
— = -gradp = 0.
Dt ot +v-grade
Odtud a z rovnice kontinuity dostaneme

do | .. _ o
pn +div(pv) = n

Pro nestlacitelné proudéni tedy rovnice kontinuity nabyva tvaru

+v-grado+ odivv = pdivv = 0.

divv = 0. (1.7)

Ptipomenme, ze pod pojmem nestlacitelnd tekutina rozumime tekutinu s konstantni hus-
totou. Proudéni nestlacitelné tekutiny je ziejmé nestlacitelné proudéni.

Zakon zachovani hybnosti. Hybnosti rozumime sou¢in hmotnosti a vektoru rychlosti.
Zékon zachovani hybnosti ik, ze hybnost izolované soustavy téles se zachovdvd. Céstice
kontrolnfho objemu ale izolovanou soustavu netvoii, nebot na ¢éstice ptisobi obklopujici
prostiedi. V proudéni se zakonem o zachovani hybnosti rozumi druhy Newtonidv zdkon,
ktery iika, ze casovd zména hybnosti télesa se rovnd sile, kterd na téleso pusobi. Jestlize
za takové téleso povazujeme kontrolni objem, zdkon zachovani hybnosti zni:

casovd zmeéna hybnosti tekutiny v kontrolnim objemu je rovna sile, kterd na kontrolni
objem pisobi.

Jestlize hybnost tekutiny v kontrolnim objemu
H(o(t)) = / o(x, )v(x, £) dx
a(t)
a F(o(t)) je sila pusobici na kontrolni objem o(t), pak zdkon zachovani hybnosti fika, ze

@ L o(x, t)v(x,t) dx = F(o(t)). (1.8)

Vyraz na levé strané rovnice (1.8) predstavuje setrvacnou silu tekutiny kontrolniho obje-
mu. Zakon zachovani hybnosti lze tedy vyjadrit také takto: setrvacna sila tekutiny kontrol-
niho objemu je rovna vyslednici sil, které na kontrolni objem pusobi. Rozlisujeme dvé
zakladni sily pusobici na kontrolni objem.

10



a) Objemové sily pusobici na ¢éstice uvniti kontrolniho objemu
Fulolt) = [ alx0fxt)dx
o(t)

kde f je hustota objemovych sil vytazena na jednotku hmotnosti.

b) Povrchové sily, kterymi obklopujici tekutina pusobi na povrch do(t) kontrolniho
objemu o(t),

Fulo(t)) = /a T tnx))as,

kde T(x,t,n(x)) je vektor napéti. Ozna¢me
in:n(x’t’ej>7 7;7j:17"'7d7

kde e; je jednotkovy vektor v kladném smeéru osy z;. Veliciny oj; = 0;:(x,t) jsou slozky
tenzoru napéti o = {0;;}¢ Slozky vektoru napéti lze vyjadiit pomoci slozek tenzoru

ij=1-
napéti, viz [17]:

Ti(x,t,n) = 0;i(x, t)n;(x), 1=1,...,d, (1.9)
kde n;(x), 7 =1,2,...,d, je j-ta slozka vektoru n(x) vnéjsi normdaly v bodu x. V tomto

zapisu jsme pouzili Einsteinovu scitaci konvenci, tj. s¢ita se pres index j.
Zakon zachovani hybnosti (1.8) zapiSeme po slozkach a pomoci Reynoldsovy trans-
portni véty dostaneme

/a(t) {3(@(& ta):z(xa t)

+ div (o(x, t)vi(x, t)v(x,t)) | dx =

/ o(x,t) fi(x,t) dx + / 0ji(x,t)n;(x) dsS, i=1,...,d
o(t)

do(t)

Pomoci Greenovy véty nakonec obdrzime pohybové rovnice

0 0 Jo i
—(ovi) + =—(oviv;) = ofi + =2

=1,....,d. 1.1
ot 0z, ot LT beed (1.10)

Vektorové lze pohybovou rovnici zapsat ve tvaru

%(gv)—kdiv(gv@v) = of +dive. (1.11)

Se zdkonem zachovani hybnosti tzce souvisi
Zakon zachovani momentu hybnosti, ktery iika, ze

casovd zména momentu hybnosti tekutiny v kontrolnim objemu je rovna momentu sily,
kterd na kontrolni objem pisobi,

11



tedy, pro d = 3,

d

@ > (ov)(x,t) dx = / x x F(o(t)) dx. (1.12)

o(t)

D4 se ukézat, viz [17], ze zdkon zachovdni momentu hybnosti je splnén, pravée kdyz je
tenzor napéti o symetricky, tj. kdyz

045 = Oji, Z,j,:]_,...,d.

Zakon zachovani energie ve fyzikalnim smyslu znamenad, ze energie izolovaného sou-
stavy zustavd konstantni. Izolovanou soustavou pritom rozumime soustavu, kterd je od
svého okoli oddélena: okoli neovliviiuje soustavu a soustava neovliviiuje okoli. V termody-
namice je izolovany systém takovy systém, ktery si s okolim nevyménuje hmotu ani energii,
coz v pripadé tekutiny vyplnujici kontrolni objem ziejmé neplati. Tekutina kontrolniho
objemu predstavuje tzv. uzavreny systém: s okolim si nevyménuje hmotu, vyménu ener-
gie vSak pripousti. Pro uzavieny systém lze vyslovit proni termodynamicky zdkon, podle
kterého zména vnitini energie uzavreného systému je souctem prdce, kterou na systému
vykond jeho okoli, a tepla, které je do systému dodano. Vnitini energie je pfitom souhrn
energii (kinetické, potencidlni, elektrické, chemické atd.) vsech ¢dstic (molekul, atomu),
z nichz se systém sklada. Vnitini energie tedy predstavuje makroskopicky popis souhrnu
energii na molekularni a atomové trovni, kineticka a potencidlni energie, kterou ma sou-
stava jako celek, se do vnitini energie nezapocitava.

Pro formulaci zakona zachovani energie v dynamice tekutin pouzijeme kombinaci fy-
zikalniho a termodynamického piistupu: vyjdeme z prvniho termodynamického zakona,
uzavieny systém pro nas bude kontrolni objem s ¢asticemi tekutiny, misto vnitini energie
ale dosadime celkovou energii, kterou budeme rozumeét soucet vnitini energie ¢astic teku-
tiny a kinetické energie koneéného objemu jako celku, viz (1.15). Uvazime-li, Zze ¢asova
zména prace i tepla je vykon, muzeme zakon zachovani energie formulovat takto:

casovd zmena celkové energie tekutiny v kontrolnim objemu je souctem vykonu sil, kterymi
obklopugici prostredi na tekutinu v kontrolnim objemu pusobi, a vykonu tepla, které je
tekutine v kontrolnim objemu doddno.

Necht E(o(t)) je celkovd energie tekutiny v kontrolnim objemu o (t), W(o(t)) je vykon sil
pusobicich na kontrolni objem a Q(o(t)) vykon tepla dodaného do kontrolnimu objemu.
Zakon zachovani energie tvrdi, ze

ZE(o(1)) = W(o (1) + Qo (r). (1.13)

Energie tekutiny v kontrolnim objemu
E(o(t)) = / E(x,t)dx, (1.14)
o(t)

kde E je celkovd energie,
E=p(e+iv]), (1.15)
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e je mérnd vnitini energie a %|v 2 = Lyv; je mérnd kinetickd energie. Poznamenejme, 7e

slivkem , mérna“ vyjadiujeme, ze jde o velicinu vztazenou na jednotku hmotnosti.
Piipomenme, ze vykon W sily F pusobici na ¢éstici tekutiny v bodu x a v ¢ase t, je
W(x,t) =F(x,t) - v(x,t). Proto

W(o(t)) :/ Qf~VdX+/ T-VdS:/ gfjfujdx—i-/ o;in;v; dS =
o(t) 9o (t) o(t) Ao (t)

0
/J(t) |:ij’03' + a—xj(aﬂ’l]i)] dx.

Vykon tepla na kontrolnim objemu lze vyjadtit ve tvaru

(1.16)

0(t) = [ ogax+ [ a(-mas= [ [gq—%} as, (1.17)
o(t) do(t) o(t) Ly

kde ¢ je mérna objemova hustota tepelného zdroje a q je plosna hustota tepelného toku.
Znaménko minus u vektoru n vnéjsi normaly znamena, ze jde o tok tepla dovniti kon-
trolnitho objemu. Dosadime-li (1.14), (1.16) a (1.17) do (1.13) a pouzijeme Reynoldsovu
transportni vétu, dostaneme

o)) 0 B 0 Jq;
/U(t) {Ot + oz, (Ev])} dx = /J(t) |:Qf]?}] + oz, (oj:v;) + 0q 6%} dx,

a odtud rovnice energie

OE 9 9 g

o T (Bvy) = of; + — (0 _ 1.18

ot _'_ax]( UJ) Qf]v]_'_axj(ajv)_'_Qq 3@ ( )
maticove

oE . . :

Ejtdlv(Ev) = of -v+div(ev) + pq — divqg. (1.19)

1.3. Konstitutivni vztahy

Rovnice kontinuity, pohybové rovnice a rovnice energie predstavuji d 4+ 2 rovnic pro
d + 2 nezndmych: hustotu g, slozky {v;}&, vektoru rychlosti v a celkovou energii E.
V rovnicich proudéni ale najdeme také slozky {aij}g j=1 symetrického tenzoru napéti o
a slozky {q;}%_, vektoru tepelného toku q, celkem %d(d + 3) doposud neurcenych velicin.
Pomoci konstitutivnich vztaht pocet neurcenych velicin zredukujeme na pouhé dvé, tlak
p a absolutni teplotu 7.

Neviskozni proudénti je proudéni bez vnitiniho tieni. Ve skute¢nosti kazda realna teku-
tina néjaké vnitini tfeni mé, je-li vSak velmi malé, jako tteba v plynech, muzeme je v prak-
tickych vypoctech zanedbat. Vnitini tieni v tekutiné charakterizuje fyzikalni velicina,
které tikdme wviskozita nebo také wvazkost. Jeji hodnota zavisi predevsim na ptitazlivych
silach mezi ¢asticemi tekutiny. Kapaliny s vétsi pritazlivou silou maji vétsi viskozitu. Vétsi
vizkozita se projevuje vétsi odolnosti vici zméné tvaru, tj. brzdénim pohybu.
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V nevazké tekutiné je tenzor napéti urcen vyhradné pomoci tlaku,
Uij = —péij, Z,j = 1,...,d, (120)

kde p je tlak a 0;; je Kroneckerovo delta, tj. 6;; = 1 pro ¢ = j a 6;; = 0 pro ¢ # j.
Znaménko minus v rovnici (1.20) znamend, ze vektor napéti T(x, ¢, n) = p(—n), tj. kladny
tlak obklopujici tekutiny kontrolni objem stlacuje.

Dosadime-li (1.20) do pohybovych rovnic (1.10), dostaneme Eulerovy pohybové rovnice
v konzervativnim tvaru

0 0 Op

—(ov;) + —(ovv;) = of; — — > =1,...,d, 1.21

or (@) ¥ g (ev) = ofi = e 2
maticove

0 .

a(gv) +div(ov®@v) = of — Vp. (1.22)
Uzitim rovnice kontinuity (1.6) muzeme Eulerovy rovnice zapsat v nekonzervativnim tvaru

(%Z- a?}i 1 ap .

- = f, == ; =1,...,d. 1.23

ot U Ox; / 0 Ox; ! ( )

Viskézni proudéni je proudéni redlné tekutiny s vnittnim tfenim. Za predpokladu plat-
nosti Newtonovy hypotézy o linedrni zavislosti tenzoru napéti o na tenzoru rychlost:
deformace

1 a’UZ‘ a'U'
e =e(v) ={ei}i =1, %ii T 5 (ax- * 8:1:]) ’
J 1

dostavame, viz [17], nésledujici vyjadieni:

0ij = —poij + Tij,
! v ij=1,...,d. (1.24)
Tz’j = )\leVéij -+ 2/,681']',

Zde T = {‘I'Z-j}gl’j:1 je vazkd (deviatorickd) ¢ast tenzoru napéti. Vazkost tekutiny repre-
zentuji dva koeficienty: p je prvni koeficient viskozity zndméjsi jako koeficient dynamické

viskozity a A je druhy koeficient viskozity. V kinetické teorii plynt jsou odvozeny podminky
©>0,  3A+2u>0. (1.25)
Pro jednoatomové plyny plati

3A+ 21 = 0. (1.26)

vvvvvv

3\ + 2u = 3k, kde K je objemovd viskozita.
Koeficienty A a g mohou byt funkcemi termodynamickych velicin. Nejvyraznéjsi je
zavislost na teploté. V kinetické teorii plynu se casto se pouziva Sutherlandova formule
01T3/2

M_T‘FCQ’
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kde c;, ¢y jsou konstanty zavislé na plynu, tfeba pro vzduch ¢; = 1,51 -107°, ¢, = 120.
Tekutiny splnujici (1.24) se nazyvaji Newtonovské tekutiny. Piikladem jsou plyny
a nékteré tekutiny jako tieba voda, etanol nebo rtut. Pro fadu tekutin ale relace (1.24)
splnény nejsou. Takové tekutiny se nazyvaji nenewtonovské tekutiny. Jako ptiklad lze
uvést prirodni kaucuk, lavu, zubni pastu, skrobovou suspenzi nebo krev.
Jestlize v pohybové rovnici (1.10) dosadime za o;; z konstituéniho vztahu (1.24), do-
staneme Navierovy-Stokesovy pohybové rovnice v konzervativnim tvaru

0 0 0 0 0 ov;  Ov; ,
—(sz)—}——(gvzvj)zgfz_—p—l— (AleV)—'—— (lu( - + Uj))ﬂ Z:]-)"')da

ot &xj 8902 al'l al'j al'j 6@
maticove (1.27)
0
a(gv) +div(ov®v) = of — Vp+ V(Adivv) + div(2ue(v)). (1.28)

Uzitim rovnice kontinuity (1.6) dostaneme nekonzervativni tvar Navierovych-Stokesovych
rovnic

ov; ov; op 0 . 0 ov;  0v; o
QW—FQ%E}—% =ofi 3xi+8xi ()\dlvv)+8xj (u (8xj + 8@)) , i=1,...,d. (1.29)

Pro nestlacitelné proudéni, tj. kdyz divv = 0, a pro konstantni koeficient viskozity u
obdrzime Navierovy-Stokesovy rovnice pro nestlacitelné proudéni:

ov; ov; 1 dp

E‘ija—xj:fi

-3 + vAuv;, i=1,...,d, (1.30)
0 0T,

kde v = /o je tak zvand kinematickd viskozita. Skutecné, nebot

K2 avi+8vj Py N 0 (Jv\ Aw
al'j a &xj al'l _Mal'jal'j Mal'l al'j ks v

Maticove lze Navierovy-Stokesovy rovnice (1.30) zapsat ve tvaru

1
E;—:Jrv'Vv:f— EVerl/Av. (1.31)

Fouriertuv zakon. Tepelny tok lze podle Fourierova zédkona vyjadrit ve tvaru
q= —kgradT, (1.32)

kde k je koeficient vedeni tepla. Z druhého zakona termodynamiky plyne, ze k& > 0.
Vratime-li se k vyjadreni tepelného vykonu (1.17), pak tok tepla do koneéného objemu
o(t) ptes jeho povrch do(t),

T
/ q-(—n)dS:/ k:(n-VT)dS:/ k:a—dS,
do(t) do(t) do(t) on

je kladny, kdyz vektor (—n) je pro teplotu spadovy, neboli kdyZz teplota ve sméru n roste.
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Experimenty ukazuji, ze k = k(T) je funkei teploty, casto se vSak predpoklada, ze k
je konstanta.
Dosazenim konstitutivnich vztaht do rovnice energie (1.18) dostaneme

8E 0 0 0
B o — — () 4 —— (. di
L 8 ——(Ev;) =ofjv; 8xj(pvj)+8xj()w]dwv)+
(1.33)
0 . ov; +8U' n —I—i k&_T
ox; 0z; " Ou; e or, " o,
maticove

E
aa—t+d1v(Ev) = of -v—div(pv)+div(Avdivv)+div(2ue(v)v)+ 0g+div(EVT). (1.34)

Rownice zachovdnd vnitini energie. Vyjadiime-1li celkovou energii £ podle (1.15), pak po-
moci rovnice kontinuity (1.6) a Navierovych-Stokesovych rovnic (1.29) lze rovnice energie
zapsat ve tvaru

0 0 19) oT
= = (ov; (=) +D 1.
at(a)e)ﬂL(%j(Qvg e) = —pdivy +0q + 5 (kax]) + D(v), (1.35)
kde ¢len
2
D(v) = A(divv)? + MZ (aw + gZJ) (1.36)

je disipace energie vyvoland viskoznimi silami. Jestlize koeficienty A a p splnuji nerovnosti
(1.25), pak D(v) > 0, viz [17].

Cviceni 1.1. Odvodte rovnici (1.35). Navod: v (1.33) vyjddiete celkovou energii F podle
(1.15) a pouzijte rovnici kontinuity (1.6) a pohybové rovnice (1.30). O

1.4. Termodynamické stavové rovnice

V rovnici kontinuity (1.6), v Navierovych-Stokesovych rovnicich (1.27) a v rovnici ener-
gie (1.33) je potfdd o dvé nezndmé vic, nez kolik mame rovnic. Skuteéné, rovnic je d + 2
a neznamych d + 4: hustota p, vektor rychlosti v, celkova energie F, tlak p a teplota T
Pottebujeme proto jesté dvé dalsi rovnice a v tom nam pomuze termodynamika.

V termodynamice se absolutni teplota T, hustota o, mérng objem v = 1/p, tlak p,
mérnd vnitini energie e a nékteré dalsi veliciny oznacuji jako stavové proménné. Vztahy
mezi stavovymi proménnymi jsou znamé jako termodynamické stavové rovnice. Termicka
stavovd rovnice

T =T(p,v)
vyjadiuje teplotu pomoci tlaku a mérného objemu a kalorickd stavovd rovnice
e =e(p,v)
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vyjadiuje mérnou vnitini energii opét pomoci tlaku a mérného objemu. Pro termicky
1dedlni plyn je termickd stavova rovnice tvaru

pv P
T=—=—" 1.37
R Rp ( )
R je plynovd konstanta, kterd muze byt vyjadiena ve tvaru
R =c¢,—c,, (1.38)

kde ¢, je mérnd tepelnd kapacita pri konstantnim tlaku a c, mérnd tepelnd kapacita pri
konstantnim objemu. Z experimentu vime, ze ¢, > ¢,, takze R > 0. Vztah (1.38) je zndm
jako Mayerova rovnice. Veli¢ina

=2 1.39

= (1.39)

se nazyva adiabaticky exponent. Jen pro zajimavost, tfeba pro vzduch pfii teploté 0°C je

v = 1,4. Pro kaloricky idedlni plyn je kaloricka stavova rovnice tvaru

o p

=1 (v=1e

Kaloricky a termicky idedlni plyn se nazyva idedini plyn. Pro idedlni plyn jsou mérné

tepelné kapacity ¢, a ¢, konstanty. Konstantni adiabaticky exponent v je zndm také pod

nazvem Poissonova adiabatickd konstanta.
Dosadime-li do (1.37) za p ze rovnice (1.40), pak pomoci (1.38) a (1.39) obdrzime

o (1.40)

p_ b _(=Dee e (1.41)

~ Ro Ro Co

E 1
Podle (1.15) e = — — §|V|2, takze z (1.40) a (1.41) dostavame
0
1 2
p=C-1(E- §Q|V| : (1.42)

1 (E 1

T=—~ (— — —|v|2> : (1.43)
b \o 2

Rovnice kontinuity (1.6), Navierovy-Stokesovy rovnice (1.27), rovnice energie (1.33) a rov-

nice (1.42), (1.43) predstavuji kompletni soustavu rovnic proudéni pro neznamé o, v a FE.

Teplotni tvar rovnice energie. Jestlize e a p vyjadiime pomoci (1.41) a (1.37), rovnici
energie (1.35) muzeme zapsat v teplotach:

0 0 0 oT

—(cp0T) + —(coov,T) = —RpT di — | k=— D(v). 1.44

eT) 4 gleonT) = ReTdivw + g+ 50 (KT ) 400, (140
Rowvnici energie pro nevazkou tekutinu lze zapsat ve tvaru

Ip Ip :

5% + Uja—xj + ypdivv = 0. (1.45)
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Cviceni 1.2. Odvodte rovnici (1.45). Ndvod: v (1.35) polozte ¢ = 0, k = 0, D(v) = 0,
oe vyjadiete z kalorické stavové rovnice (1.40) a pouzijte rovnici kontinuity (1.6). O

Entropie je vyznamna termodynamicka stavova velicina, kterd umoznuje matematicky
vyjadrit druhy termodynamicky zdkon, viz (1.47) a (1.50). Pfipomenme, Ze jedna ze
slovnich formulaci druhého termodynamického zdkona, pochézejici od Clausiuse, zni: teplo
nemuze samovolné prechdzet ze studenéjsiho télesa na teplejsi.

Podle prvniho termodynamického zakona je zména de vnitini energie souc¢tem tepla
0q dodaného do systému a prace dw vykonané na systému, de = dq+ dw. Béhem vratného
termodynamického procesu (tj. procesu, ktery je v kazdém ¢asovém okamziku termody-
namicky rovnovazny) je infinitezimalni pfirustek préace dw = —pdwv. Jestlize de = de je
infinitezimaln{ zména vnitini energie a dq je infinitezimalni zména tepla (nejde o dife-
rencidl), dostaneme rovnost

0q = de + pdv.
Velicina s definovand predpisem

Tds = de+pdv (1.46)
se nazyva meérna entropie. V ptripadé vratného termodynamického procesu tedy plati

ds = dq/T.

Vratny termodynamicky proces je idealizovany, fiktivni proces. Skutecény, realny proces
je nevratny a pro néj druhy termodynamicky zékon fikd, ze ds > dq/T. Vezmeme-li tedy
v potaz jak vratné tak nevratné termodynamické procesy, pak

ds > dq/T. (1.47)

Nerovnost (1.47) je kvantitativni vyjadieni druhého termodynamického zdkona. V izolo-
vané soustavé oqg = 0, takze

ds > 0, (1.48)

coz se v termodynamice nazyva princip rustu entropie v izolované soustavé. Pro ¢astice
tekutiny obsazené v kontrolnim objemu o(t) lze druhy termodynamicky zakon zapsat ve
formeé

o(x,t)s(x,t)dx > /J(t) % dx — /aa(t) % ds. (1.49)

Odtud pomoci Reynoldsovy transportni véty, Fourierova zakona a rovnice kontinuity do-
staneme Clausiusovu—Duhemovu nerovnost

dt S

Ds _ oq . q)
> — _— . .
Dt = T div (T (1.50)
Cviceni 1.3. Odvod'te nerovnost (1.50). O

18



Entropickyj tvar rovnice energie pro idedlni plyn. Z defini¢ni rovnice entropie (1.46) uzitim
(1.41), vztahu dv = —dg/e? a (1.37) dostaneme

Tods = c,0dT — RT dp.

Protoze na trajektorii x = (X, t) castice X je
Ds DT Do

ds=—dt, dT = —dt, dp=—dt
T Dt Dt T D
dostaneme
Ds DT Do

Pomoci rovnice kontinuity (1.6) dale obdrzime

0

0 o o
TE(QS> +T——(0v;s) = +-(co0T) + 75— (coov;T) + RoTdivv.

895]- 815 &cj

Uzitim (1.44) odtud dostaneme rovnici energie zapsanou pomoci entropie

S0s) + tove) = 1 (204 - (KGD) 4 D). (151

Odpovidajici nekonzervativni tvar je

Ds pq divq D(v)
Ds o0q . 1.52
‘>i T T T (152)

Z rovnice (1.52) plyne Clausiusova-Duhemova nerovnost (1.50): sta¢i pouzit vztah

di dT)?
—div (3) __diva_, (eradT) (1.53)

T T T?

a nerovnost D(v) > 0. Protoze Clausiusova-Duhemova nerovnost (1.50) je ekvivalentni
s nerovnosti (1.49), potvrdili jsme, ze pro idedlni plyn druhy termodynamicky zékon plati.

Cviceni 1.4. Odvod'te detailné (1.52), (1.53) a ovéite, ze plati (1.50) a (1.49). O

Mérnd entropie idedlniho plynu. Pomoci (1.41) a vztahu dv = —do/¢* mizeme (1.46)
zapsat ve tvaru

Tds=c,dT — %dg.
%
Odtud pomoci (1.37), (1.38) a (1.39) postupné odvodime:

AT p do __d(p/o) R@:cv(w)ldcﬂ)—}%d(@/%):

ds =c,— — v
T oT o p/o 0 0/ 00 0/ 0o

“ [d (1“%> ~lr=1 d(lng_go)} - "’”d(m(;//g)v) |
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takze na trajektorii (X, t) ¢dstice X dostaneme

=S = Cplnl p/po S
S = (p7Q>_ vl (Q/Qo)’y_'_ 0, (154)

kde pp resp. 0o jsou libovolné pevné zvolené hodnoty tlaku resp. hustoty a sq = s(po, 00)-

Nevazké adiabatické proudéni. Jestlize tekutina nepfendsi teplo, hovorime o adiabatickém
proudéni. V adiabatickém proudéni neméa smysl uvazovat tepelné zdroje, tj. ¢ = 0. Také
tepelny tok je nulovy, tj. @ = o. Pro nevazké proudéni A = p = 0, takze disipace energie
D(v) =0.7Z (1.52) a (1.54) pro nevazké adiabatické proudéni dostaneme

s =04 na trajektorii libovolné ¢éstice tekutiny, (1.55)

p/po = Ca(0/00)” na trajektorii libovolné ¢astice tekutiny, (1.56)

kde Cy, Cy = exp((Cy — s¢)/c,) jsou konstanty, na kazdé trajektorii obecné jiné. Plati-li
(1.55), hovofime o izoentropickém proudéni. Jestlize je s konstanta stejnd pro celou oblast
proudéni, hovotime o homoentropickém proudend.

Rikdme, ze proudéni je barotropni, pokud lze tlak vyjadiit jako funkei hustoty, tj.
p =p(o). Z (1.56) plyne, ze pro adiabatické barotropni proudéni nevazkého plynu plati

p=ro, (1.57)

kde & je spolecna konstanta pro celou oblast proudéni. Takové proudéni je homoentropické.
Skutecné, podle (1.57) pro kazdou dvojici (p, o) a libovolnou pevné zvolenou dvojici (pg, o)

plati p/0” = po/ 0} = kK, takze podle (1.54) s(p, 0) = s(po, o)

Rychlost zvuku. V klasické mechanice je rychlost zvuku a definovana predpisem

o
(@)

kde (Op/0o)s je parcidlni derivace tlaku podle hustoty za predpokladu konstantni mérné
entropie. Pro idedlni plyn z (1.54) dostaneme

S— S
p=plo,s) =0"g(s), kde g(S)ZP—SGXp( 0)'
QO Cv
Odtud
8p> -1 i P
=) =r0 s) = ~p7g(s) = =,
(32) =00t = Lotats) = 2

takze

a= \/%- (1.58)

Dalsi dulezita charakteristika proudéni plynu je Machovo ¢islo

= (1.59)

a
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Rekneme, ze proudéni je podzvukové (subsonické) resp. zvukové (sonické) resp. nadzoukové
(supersonické) v bodu x a v case t, jestlize

M(x,t) <1 resp. M(x,t)=1 resp. M(x,t)>1.

Rekneme, ze proudéni je v néjaké oblasti transsonické, jestlize na casti této oblasti je
proudéni podzvukové a na jiné ¢asti nadzvukové.

1.5. Pocateéni a okrajové podminky

Soustavu diferencidlnich rovnic popisujicich proudéni tekutin je tteba doplnit o poca-
tecni podminky definujici stav v pocatecnim case t = 0 a o okrajové podminky, které
charakterizuji proudéni na hranici 0S2.

Pocatecni podminky pro stlacitelné viskézni proudéni mohou byt formulovany naptiklad
tak, ze predepiseme

v(x,0) = v'(x), o(x,0)=0"(x), T(x,0)=T"x), x €, (1.60)

pro dand pocateéni data v°, ¢°, T°. V pifpadé stlacitelného neviskézniho proudéni se
obvykle misto teploty piedepisuje pocatecni hodnota tlaku, tj. p(x,0) = p°(x).

Pro nestlacitelnou tekutinu je hustota znama, predepisuje se proto jen pocatecni rych-
lost. Rovnici energie (1.44) lze tesit oddélené, predepisuje se pocatecni teplota.

Okrajové podminky podstatné zavisi na tom, zda se jednd proudéni viskézni nebo
neviskozni. Svou roli hraje také to, zda jde o proudéni stlacitelné nebo nestlacitelné.
Ptipomenme si proto, jaké rovnice jednotlivé typy proudéni popisuji.

Rowvnice proudéni. Rovnici kontinuity, pohybové rovnice a rovnici energie lze zapsat ve
tvaru

oW <~ 0 LI,
9 + ; 8—xzfl(w) = ; oz, ri(w,Vw) + s, (1.61)
kde
0 ov; 0 0
ovy 0v;v1 + pdj Tfl fi
w=| 1| fi(w)= : , Ti(w) = : ,s=0 | (1.62)
004 0V;Vq + Pdiq Tid T fa
E (E+p)vz Tijvj—l—k?— fV+q

al’i

Funkce f;(w) se nazyvaji neviskdzni Eulerovy toky a r;(w,Vw) jsou viskozni toky. Tlak
a teplotu v nich vyjadiime pomoci (1.42) a (1.43). Soustava (1.62) je konzervationi formou
Navierovyjch-Stokesovyjch rovnic pro stlacitelné viskozni proudéni. V ptipadé neviskézniho
proudéni je A = =k = 0 a tedy r; = o, takze konzervativni tvar Eulerovych rovnic pro
stlacitelni neviskozni proudént je tvaru

oW <= 0
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kde s = 0(0, fi, ..., fa,f-v)T.V pifpadé proudéni plynu Ize obvykle zanedbat vliv obje-
movych sil i tepelnych zdroju, takze pak s = o. K pouzité terminologii poznamenejme:
v uzsim slova smyslu rozumime pod pojmem Navierovy-Stokesovy rovnice resp. Eulerovy
rovnice jen pohybové rovnice (1.27) resp. (1.21), v 8irsim slova smyslu pak kompletni
soustavu rovnic (1.61) pro vizkézni proudéni resp. (1.63) pro neviskézni proudéni.
Nestlacitelné proudéni je specifické v tom, ze hustota neni neznamé. Pokud viskozita
nezavisi na teploté, muzeme ftesit pohybové rovnice a rovnici kontinuity oddélené od
rovnice energie (1.44). Za Navierovy-Stokesovy rovnice nestlacitelného proudéni se proto
standardné povazuji jen pohybové rovnice (1.27) a rovnice kontinuity (1.6), tedy

9v;
&rj

d 0 _ ap 0 (%Z- 8vj .
at(gvz) + axj(gvzvj) =of; oz, + oz, (M ((%j + 8902)) ,1=1,...,d.

Eulerovy rovnice pro nestlacitelné neviskozni proudéni dostaneme tak, ze v predchozi rov-
nici polozime p = 0.

=0,
(1.64)

Okrajové podminky. Pti feSeni problému proudéni se pouziva celd fada okrajovych pod-
minek. Z nich je tteba vybrat ty, které nejlépe odpovidaji povaze zkoumaného problému.
Rozhodovéani ovliviiuje predevsim typ hranice a povaha proudéni vysetfovaného déje.

Typy hranice. TTi zékladni typy hranice jsou vtok, vytok a sténa. Vtok resp. vytok je ¢ast
hranice, kterou tekutina do oblasti vtéka resp. z ni vytéka. Sténa je pak cast hranice,
kterd je pro tekutinu neprostupna. Vtok budeme oznacovat symbolem I'; (I jako input),
vytok symbolem I'p (O jako output) a sténu symbolem 'y, (W jako wall). Jestlize n(x)
je jednotkovy vektor vnéjsi normély hranice OS2, pak ¢asti 'y, I'p a I'yy hranice 1ze cha-
rakterizovat takto:

Iy ={x€dN|v(x,t) n(x) < 0},
I'o={xe€d|v(x,t) n(x) >0},
Iy ={x€0Q]|v(x,t) -n(x)=0}.

Ptredpokladejme, ze typy casti hranice se v case neméni.

Pti feseni tuloh, které vykazuji znaky symetrie piipadné periodi¢nosti, je vyhodné
téchto skutecnosti vyuzit. PTi popisu takovych tloh proto pracujeme také s ¢astmi hra-
nice, které reprezentuji osu resp. rovinu symetrie nebo predstavuji k¥ivky resp. plochy pro
uplatnéni podminek periodic¢nosti.

Okrajové podminky pro stlacitelné viskozni proudénd. V tomto pfipadé je soustava (1.61)
hyperbolicko-parabolického typu. Rovnice kontinuity je hyperbolickd pro neznamou p
a pohybové rovnice resp. rovnice energie jsou parabolické pro neznamé v resp. 7T'.

Pro hustotu lze zadat jen jeji hodnotu ¢ = 0 a to jen na vtoku. Okrajovou podminku
pro teplotu je tteba zadat na celé hranici. V tivahu piipadé Dirichletova okrajova podminka
predepisujici teplotu T = T, tepelny tok lze piedepsat prostfednictvim Neumannovy okra-
jové k0T /On = ¢ nebo Robinovy okrajové podminky —kdT/0On = h(T — Ty,), kde h je
koeficient pfestupu tepla a T, je teplota obklopujictho prostiedi.

22



Pohybovym rovnicim ptislusi okrajové podminky ptedepisujici slozky vektoru rychlosti
v a slozky vektoru napéti T = on. V kazdém bodu hranice je tfeba piredepsat d okrajovych
podminek. V dalsim budeme symbolem t,, £k = 1,...,d — 1, znacit tec¢ny vektor, ve 2D
je t = t; vektor kolmy k n, ve 3D jsou t; a to dva navzdjem kolmé tecné vektory, tj.
t1-ta =0,t;-n=0, ty-n = 0. Ozna¢me v, = n-v normélovou slozku vektoru rychlosti,
vy = bty - v tecné slozky vektoru rychlosti, 7,, = n - T normalovou slozku vektoru napéti
a Ti =ty - T tecné slozky vektoru napéti.

Na vtoku se zadava rychlost v = v. Na pevné nekluzké sténé predepisujeme tzv. no-
slip okrajovou podminku v = o, tj. nulovou rychlost, a na pevné kluzké sténé tzv. slip
okrajovou podminku

Up=0, Tp=0, k=1, ..d—1,

tj. nulovou normalovou slozku vektoru rychlosti a nulové teéné slozky vektoru napéti.
Okrajové podminky na sténé umoznujici prostupnost a tfeni jsou obecné tvaru

v, +ad, = v, + &Tn, Ve + B’lng = Uy + ﬁ’lfnk, k=1,...,d—1,

kde « je parametr prostupnosti, v, je rychlost pohybu stény, 8 je parametr tieni, v
jsou zadané tecné slozky vektoru rychlosti, 7T;, je zadand normélova slozka vektoru napéti
a T jsou zadané tecné slozky vektoru napéti. Zrejmeé

a=0 = v, =0, B—0 = Ty —T,,
a—o00 = T, —T,, f—00 = U — Ui

Na vytoku se piedepisuje obvykle vektor napéti T = T, ¢asto T = o. Pro T = —pn je
T,=-p,T;,=0,k=1,...,d — 1. Rovnost T,, = —p lze ekvivalentné vyjadrit ve tvaru

(1.65)

542 v,

Kdyz 2u|0v,/On| < |p|, 1ze rovnici (1.65) interpretovat jako p = p.

Okrajové podminky pro stlacitelné neviskdzni proudéni. Soustava rovnic (1.63) je hyper-
bolického typu. Predepisuji se jen hodnoty o, v a p a to jen na ¢astech hranice. Volba
okrajovych podminek je podrobné rozebrana v kapitole 3.2.4. Zde uvedeme jen piehled.
Na sténé se predepisuje nulovd normalova slozka rychlosti, tj. v, = 0. Na vtoku pro
podzvukové proudéni, tj. kdyz |v,| < a, pFedepiSeme ¢ = g, v = v, a pro nadzvukové
proudéni, tj. kdyz |v,| > a, pFedepiSeme navic jesté p = p. Na vytoku pro podzvukové
proudéni predepiSseme p = p a pro nadzvukové proudéni nepredepisujeme nic.

Okrajové podminky pro nestlacitelné viskézni proudénd. Soustava rovnic (1.64) je elipticko-
parabolického typu. Okrajové podminky pro slozky vektoru rychlosti a vektoru napéti se
zadavaji stejné jako v ptripadé stlacitelného viskézniho proudéni.
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1.6. Bezrozmeérny tvar rovnic proudéni

umoznuje posoudit redlné proudéni na zakladé experimentu provedeného na malém mo-
delu. Nejdiive zavedeme referencni veliciny: referencéni délku L*, referencni rychlost U™,
referencni hustotu o*, referen¢ni objemovou silu f*, referenéni dynamickou viskozitu p*
a referencni koeficient tepelné vodivosti £*. Pomoci téchto referencnich veli¢in zavedeme
bezrozmeérné veliciny

v, =uaz;/L", ' =tU"/L*, o =0/0", v =v/U", E/:E/(Q*U*Q), (1.66)

c, T qL*

P =p/(0U?), T'= =8/ d =755 W=p/w N=XMu, K=k

- U*Q’

Uzitim (1.66) dostaneme z (1.6) bezrozmérnou rovnici kontinuity

a /
a—i’, +div(d V) =0, (1.67)
kterd, jak je vidét, zustavd nezménénd. Z (1.28) obdrzime bezrozmérné pohybové rovnice

£~V — [V(Vdivy') + div(2e(v)))] (1.68)

0 ro ! . /ot no__ /
(V) +div (o v @ V) = =0 ”

a z (1.34) bezrozmérnou rovnici energie

aEl : /! ]' /! / : /!
v +div(E'V') = F—rzgf v —div(p'v')+ (1.69)
1 [div( AV divv’) + div(2p'e(v)V')] 4+ o'¢’ + div el vT'
e Re Pr ’
pricemz
Fr=U"/\/L*f*, Re=o"'L*U"/u*, Pr=c,u*/k* 1.70
P

jsou postupné Froudovo, Reynoldsovo a Prandtlovo ¢islo. V rovnicich (1.67)—(1.69) jsou
pritom parcialni derivace v operatorech div, V a v tenzoru rychlosti deformace € uvazovany
vzhledem k proménnym z.

Bezrozmérny tvar rovnic (1.42) a (1.43) pro tlak a teplotu je

1 E 1
pr=(-1) (E/ - §Q/|V/|2) , I'= ? - §|V/|2- (1.71)

Vidime, ze bezrozmérné rovnice proudéni (1.67)—(1.69) a (1.71) obsahuji t¥i podobnostni
parametry Fr, Re a Pr.

Uvazujme dvé proudéni v geometricky podobnych oblastech €2y a €y takovych, ze
»$1 je L-krat vétsi nez 2 “, symbolicky €2y = L€),. Pfedpokladejme, ze obé proudéni maji
stejné konstantni koeficienty viskozity A, p a stejny konstantni koeficient vedeni tepla k.
Hodnoty koeficienti u a k povazujme za referencni, tj. u* = u, k* = k, takze p/ = 1,
K =1a )N = \pu. Rekneme, ze dvé takova proudéni jsou dynamicky podobnd, jestlize

24



maji stejnd Froudova, Reynoldsova a Prandtlova cisla. Jestlize obé proudéni maji stejny
adiabaticky exponent v a stejny pomér \/u koeficientu viskozity, pak jejich bezrozmérné
rovnice kontinuity, pohybové rovnice a rovnice energie jsou identické. Jestlize jsou iden-
tické také jejich bezrozmérné pocateéni a okrajové podminky, muzeme jedno proudéni
popsat pomoci druhého. Skutecné, jestlize k-té proudeéni, k£ = 1,2, je charakterizovano
pomoci veli¢in o), Ufk), E® ) k) pak
0@ @ B g g @ (U*m))? .
U1

o 7 M )’ p) - o*(1)
Reynoldsovo ¢islo hraje vyznamnou roli pti posuzovani charakteru proudéni vazké nestla-
citelné tekutiny. Uvazujme zjednodusenou modelovou tlohu s konstantni hustotou, kon-
stantni viskozitou a bez objemovych sil. Zvolime-li o* = o, u* = pu, pak o =1, y/ = 1,
a protoze pu/o = v,

Re:gLU :LU'
¥ v

Bezrozmérné pohybové rovnice pro nestlacitelné proudéni v nekonzervativnim tvaru tak
nabudou tvaru formélné stejného jako Navierovy Stokesovy rovnice (1.31),
ov'
ot

1

== (1.72)

+v Vv = —éVp' + VAV, kde V
Reynoldsovo ¢islo vyjadiuje pomeér setrvaénych sil, v rovnici (1.72) reprezentovanych
¢lenem Dv//Dt' = ov'/ot' + v'- Vv’ a vazkych sil reprezentovanych ¢lenem v/Av’. Popu-
larné teceno, pro velké Reynoldosovo ¢islo prevazuje vliv rychlosti proudu a pro malé
Reynoldsovo ¢islo méa rozhodujici vliv tieni.

Pro ilustraci uvedme Reynoldsova ¢isla pro nékolik situaci. Pro velké letadlo letici
ve vysce 12,5 km rychlosti 900 km/h mame: L* = 3,8m je prumérnd hloubka kiidla,
U*=900km/h, v =4,9-1075m? /s, takze Re = 3,8-900/4,9- 1075 = 7-107. Pfi pfistan{
je rychlost letadla mensi, U* = 250 km /h, viskozita je naopak vyssi, v nadmorské vysce
250 m je v = 1,4 -1075m?/s, takze Re = 3,8 -250/1,4 - 107° = 6,8 - 107. Jako dalsf
priklad uvazujme potrubi kruhového prutfezu o pruméru 50 mm, kterym protéka voda
rychlosti 2m/s pii teploté 20° C. Pak L* = 0,05m, U* = 2m/s a v = 1075m?/s, takze
Re =0,05-2/107% = 10°.

Dalsi piiklady jsou: tok krve v kapilaie = Re = 2-1072, tok krve v Zile = Re = 1,4-102,

véela = Re = 102, nejmensi rybka = Re = 1, plovouci ¢lovék = Re = 4 - 108, plejtvak
obrovsky = Re = 3 - 108, mal4 jachta = Re = 107, Boeing 747 = Re = 2 - 10°, nejvétsi
lodé = Re =5-10°.
Laminarni a turbulentni proudéni. Pii lamindrnim proudéni vytvaii tekutina rovnobézna
proudova vldkna, ktera po sobé klouzaji, takze tekutina ze sousednich proudovych vlaken
se nepromichava. Pti turbulentnim proudénise proudova vlakna za¢nou proplétat a vznika-
ji viry. Proudéni, které uz neni laminarni a jesté neni turbulentni se oznacuje jako proudéni
prechodové. Proudéni je

e laminarni pro Re < 2300,
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e piechodové pro 2300 < Re < 4000,
e turbulentni pro Re > 4000.

Kritické meze, zde Rey, = 2300 a Reg, = 4000, lze v literatufe najit rovnéz pro mirne
pozménéné hodnoty. Treba pro proudéni v trubicich se uvadi Reg, = 2320, pro Ry, se
uvadeéji hodnoty mezi 4000 a 6000.

Plné vyvinuté turbulentni proudéni se sklada z velkého poctu viru ruznych méritek.
Viry nejvétsich rozmeéru jsou charakterizovany délkovym métitkem ¢y, které je srovnatelné
s charakteristickou délkou L*, rychlostnim métitkem ug, které je srovnatelné s charakteris-
tickou rychlosti U*, a ¢asovym méritkem 79 = £y /ug. Nejmensi viry jsou charakterizovany
Kolmogorovovymi méritky: délkovym meéfitkem 7, rychlostnim méfitkem w, a Casovym
méfitkem 7, = n/u,. Da se ukazat, ze

D Re ¥t Y gevd D0 Re12, (1.73)
0 Uo 7o
Turbulentni proudéni lze modelovat numerickym fesenim Navierovych-Stokesovych rov-
nic. Takovy postup je zndm jako primd numerickd simulace (struéné DNS podle ang-
lického direct numerical simulation). Pro jednoduchost predpokladejme, ze oblast feseni
Q lze vykryt rovnomérmou siti s krokem h a nejméné N uzly ve sméru kazdé souradné
osy. Ziejmé musi platit

Nh>1{y, h<mn = N>—0>€—0%R63/4,
"

takze celkovy pocet uzli ve tiech dimenzich je fadu O(Re®*). Pro velkd Reynoldsova
c¢isla je prakticky nezbytné provést casovou diskretizaci pomoci explicitni metody. Délku
kroku At je tfeba zvolit tak, aby kazda castice tekutiny urazila za dobu At vzdalenost
mensi nez h, tj. aby ugAt < h. Protoze ug = ¢y/79, h < 1, a pokud doba feseni ¢,,,, = 7o,
dostaneme

g—oAt<77 lo At ~1 = tm“ng—OzReW‘l,
7o N tmaz At n

tj. pocet kroki casové diskretizace je fadu O(Re**). Celkovy pocet operaci metody DNS
je pak fddu O(Re?). Pro velkd Reynoldsova ¢fsla je takovy pocet operaci piilis velky
na to, abychom metodou DNS mohli uspésné tesit redlné inzenyrské tlohy. Pro prak-
tické vypocty turbulentniho proudéni byla proto vyvinuta fada specialnich metod, mezi
nimi zejména metoda velkyjch vird (struéné LES podle anglického large eddy simulation)
a metoda ¢asového stredovdnd (struéné RANS podle anglického Reynolds-averaged Navier-

Stokes).

26



2. Zakladni poznatky z teorie Eulerovych rovnic

Eulerovy rovnice jsou hyperbolického typu. Nejdiive proto vysvétlime, kdy soustava
parcialnich diferencialnich rovnic prvniho tadu je hyperbolickd. Uvedeme také nékolik
piikladi hyperbolickych systému. Vysvétlime pojem klasického feseni, slabého feSeni
a slabého entropického teseni. Zavedeme jednodimenzionalni Riemannuv problém a popi-
Seme jeho TeSeni.

2.1. Hyperbolicky systém

Uvazujme soustavu s parcidlnich diferencialnich rovnic prvniho fadu pro s neznamych
funkef w = (wy, wy, ..., w,)T, w = w(x,t), x € R%:
d
Ow o8 (w)
ot

= 2.1

kde f; : D = R°, j =1,2,...,d, jsou spojité diferencovatelné funkce, D = R(w) je obor
hodnot funkce w.

Pro Eulerovy rovnice s =d+2af;, j=1,2,...,d, jsou neviskézni Eulerovy toky, viz
(1.62). Protoze w = (wy,wa, . . ., Wayr1, Waro) = (0, 0v1, . .., 0vg, E)T, plati
2 2
wy 4+ Fw
wy =0 >0, waro = E = o(e + %|V|2) > %Q|V|2 = - ow =1
1
a tedy

w%+"'+wc2£+1}'

D = {W ERd+2|w1 > 0, wge >
2w1

Jestlize w € CH(R? x (0, taz))?, Pak lze soustavu (2.1) zapsat ve tvaru
d
ow ow
A el 2.2
LA =0 (22

kde A;(w) = Df;(w)/Dw je Jacobiho matice f;(w), j =1,2,....d.
Definice 2.1. Rekneme, ze systém (2.2) je hyperbolicky, jestlize pro kazdy vektor w € D

a kazdy vektor n = (ny,...,nq)7 € R% |n| = 1, m4 matice
d
P(w,n) = 3 n;A;(w) (2.3)
j=1
s redlnych vlastnich ¢isel \; = \j(w,n), i =1,2,...,s, a je diagonalizovatelnd, tj. existuje

reguldrni matice T = T(w, n) takovd, ze

M0 ... 0

B 0 A ... O

T'PT=D(w,n)=|. . = . 0
0 ... As
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Jestlize T = (ry,ry,...,rs), pak Pr; = \iry, © = 1,2,...,s, tj. r; je vlastni vektor
matice P piislusny vlastnimu ¢islu A;. Vlastni vektory {r;};_, jsou linedrné nezdvislé. Lze
tedy tici, ze P ma uplny systém vlastnich vektoru piislusnych realnym vlastnim cislum.

Jsou-li vlastni ¢isla matice P redlnd a navzajem ruznd, fikame, ze systém (2.2) je ryze
hyperbolicky.

2.2. Priklady hyperbolickych systémi

Piiklad 2.1. Eulerovy rovnice. Systém (2.2) Eulerovych rovnic je hyperbolicky. Dukaz
je uveden tieba v [18]. Pro d = 2 jsou matice T a D popsany vzorci (3.15) a (3.14). O

Priklad 2.2. Linearizované Eulerovy rovnice (strutné LEE) popisuji siteni akustickych
vln. Odvodime je z nekonzervativniho tvaru Eulerovych rovnic (1.6), (1.23), (1.45):

%‘I—V-vg—l—gdiVV:O,

ov 1

oL, v/ 2.4
8t+v VV-I—QVp , (2.4)
dp .

E+V~Vp+*ypdlvv:0.

Ptedpokladejme, ze
o=0+d, v=vo+Vv, p=po+7,

kde veliciny o9, vo, po charakterizuji staciondrni podkladové proudéni a o, v/, p’ jsou

akustické fluktuace. Vyuzijeme-li toho, ze akustické fluktuace jsou velmi malé, dostaneme
LEE

?

a /
a—i + v VQ/ + 0o divv' = hc,
ov’ 1

VvV + —=Vp' =h,, 2.5
ot + Vo vt 00 p ( )
op

n +vo - Vp' + ypo divv’ = h,,

kde
he = —vo - Vg — 0o divvy,

1

hm =f - Vo - VVO - —Vpo, (26)
Qo0

he = —vo - Vpo — ypo divvy.

V homogennim prostiedi jsou gy, vy a py konstantni, takze h. =0, h,, =f a h, = 0.
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LEE lze zapsat ve tvaru

ow d ow

— A.— =h 2.7

-+ Z Sor, = (2.7)
J=1

kde w = (o,vT,p)T je vektor akustickych veli¢in (¢drku jsme pro zjednoduseni zapisu

vypustili) a h = (h,,hZ h.)T. Pro d = 2, pti oznaceni v = (u,v)?, vo = (ug, vo)7,

0 u o0 0 0 v 0 0o 0
|u 10w 0 1/g [0 v O 0

Y=ol AT o 0w o 22T o 0w el (2.8)
p 0 o 0 g 0 0 o o

Systém LEE je hyperbolicky. Pro d = 2 vlastni ¢isla matice P = nyA; + nyAs jsou
AL =Von — o, A2 = A3 =Uon, A4 = Upn + ao, (2.9)

kde vg, = ugny + vona, ag = /Ypo/0o- Matice vlastnich vektori T a matice T~! jsou

—nNn1 —TN9 1
0 200 2a9 2a?
% 0 % 0 0 0010
T | M Ny N1 R @& |. O (2.10)
—n9ag 0 ny neag 0 —no ny 0
Qoa% 0 0 Qoa(% ny N9 1
O _ -
2a9  2a9 2ado
Cvicenf 2.1. Ovéite, ze T-'PT = D, kde D = diag(A1, A2, As, Aa). =

Priklad 2.3. Vinovd rovnice. Uvazme LEE pro d = 2, h = o, uy = vy = 0. Podle (2.7),
(2.8) dostavame

1 1
u+—p, =0, v+ —p, =0, p+ypo(us+vy)=0.
0o 0o

Prvni rovnici zderivujeme podle x, druhou podle y, tieti podle ¢ a vylouc¢ime ¢leny uy,,
vyy. Tak dostaneme

YPo
(

2 (pos + i)

Put

Vidime, ze tlakové fluktuace spliiuji vlnovou rovnici

0%p
5 = agAp. O (2.11)

Priklad 2.4. Rowvnice mélké vody. Uvazujme proudéni nestlacitelné neviskézni tekutiny
v oblasti, jejiz rozmér ve sméru soutradné osy z je vyrazné mensi nez rozmér ve smeéru

29



kazdé ze soufadnych os x a y. Jako piiklad uvedme proudéni v moiském zalivu: hloubka
nepiesahuje nékolik desitek metril, zatimco plocha zalivu je tieba 10 km?.

V takovém pripadeé lze vliv vertikdlni slozky
rychlosti w zanedbat a ptredpokladat, ze ho- P~ T ———
rizontalni slozky rychlosti v i v nezaviseji na
soufadnici z. Necht x = (z,y)?, n(x,t) popi-
suje volnou hladinu a b(x) dno, viz Obr. 2.1. nx,t)| | h(xt)
Pak h(x,t) = n(x,t) — b(x) je vyska tekutiny
v misté x a v case t. Pokud jde o tlak, budeme
predpoklddat, Ze je zpusoben jen vlastni tihou - S— —
tekutiny, tj. ze p = 0g(n— 2) + pa, kde o je kon-
stantni hustota, g je gravitacni konstanta a p,
je atmosféricky tlak na povrchu tekutiny. Obr. 2.1: mélki voda,

Z podminky nestlacitelnosti uzitim Reynoldsovy transportni véty dostaneme

d oh '
7 /J(t) h(x,t) dx = /J(t) {E(X’ t) +div(hv)(x,t)| dx = 0.

Rowvnice kontinuity mélké vody je tedy tvaru
he + (hu), + (hv), = 0. (2.12)
Protoze p,/0 = gn., py/0 = g1y, pohybové rovnice pro mélkou vodu nabyvaji tvaru

U + ULy + VU = — g1y, (2.13)
U + UV, + Vv, = —gny, (2.14)

Vynésobime-li rovnici (2.12) rychlosti u, rovnici (2.13) vyskou h a secteme, dostaneme
(hu); + (hu?), + (huv), = —ghn,. (2.15)
Podobné, vyndsobime-li rovnici (2.12) rychlosti v, rovnici (2.14) vyskou h a secteme, méme
(hv); + (huv), + (h?), = —ghn,. (2.16)
Déle vyuzijeme toho, ze
—ghne = —gh(b+ h), = —ghb, — ghhy = —ghb, — 5g(h*),.

Podobné obdrzime —ghn, = —ghb, — %g(hQ)y. Dosadime-li tato vyjadieni do rovnic (2.15)
a (2.16), dostaneme pohybové rovnice mélké vody

(hu)y + (hu? + %ghQ)m + (huwv), = —ghb,, (2.17)
(hv); + (huwv), + (W® + 1gh®), = —ghb,. (2.18)

30



Rovnice meélké vody tedy jsou tvaru

ow N of (w) N ofy(w)

= 2.19
ot ox oy s(w), (2.19)
kde
h hu hv 0
w=|hu], fi(w) = [h?+ Lgh?|, fa(w)= huv , s(w) = [—ghb, |. (2.20)
hv huv hv? + 1gh? —ghb,
2. Dfj(w)
Rovnice mélké vody jsou hyperbolické. Vlastni ¢isla matice P(w) = Z n; 5 jsou
W
j=1
M=vU,—¢C, A=1v,, A3=1,+c, (2.21)
kde v,, = un; 4+ vny a ¢ = /gh. Matice vlastnich vektorti T a matice T~! jsou
CHtUn ™ M2
1 0 1 2c 2c 2c
T=|u—cny no utcng |, T l=]|mv—nu ng  —np |. (2.22)
Vv—Cny —N1 U+ cng C— Uy nq )
2c 2c 2c

2.3. Klasické reseni hyperbolického systému

Formulace hyperbolického problému zahrnuje kromé diferencialni rovnice (2.1) rovnéz
okrajovou podminku na hranici 92 a pocatecni podminku v ¢ase ¢ = 0. Korektni volba
okrajovych podminek je choulostiva zalezitost. V ptipadé Eulerovych rovnic budeme okra-
jové podminky podrobné diskutovat v kapitole 3.2.4. Zde se pro jednoduchost omezime
na Cauchyho tlohu

ow ., O (w)

En =0 x € R ¢ € (0,00), (2.23)

Y
895]-

w(x,0) = w’(x), x € RY, (2.24)

kde f; : D — R*, 5 =1,2,...,d, jsou spojité diferencovatelné funkce na oboru D hodnot
funkce w.

Definice 2.2. Rekneme, Ze vektorova funkce w je klasickym fesenim Cauchyho tlohy
(2.23), (2.24), jestlize

a) w € CHR? x (0,00))* N C(R? x [0,00))%,
b) w(x,t) € D pro kazdé x € R4, t € (0, 00),

c¢) w splituje (2.23) pro kazdé x € R?, t € (0,00) a (2.24) pro kazdé x € R?.
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Rekneme, ze w je klasické fesenf rovnice (2.23), jestlize w € C'(R?x (0,00))*, w(x,t) € D
pro kazdé x € R, t € (0,00) a w spliiuje (2.23) pro kazdé x € R%, t € (0, 00). O

Nasleduje nékolik jednoduchych prikladu, na nichz ukazeme nékteré pozoruhodné
vlastnosti hyperbolickych problému.

Priiklad 2.5. Linedrni skaldrni rovnice. Uvazujme tlohu

a_w aa—wzo’ l’eR,te(Ogoo)a
ot Ox (2.25)

w(x,0) =w’(z), z€R.
Regen{ lze ziskat metodou charakteristik. Pro tilohu (2.25) je charakteristikou kiivka x(t)
splnujici

dz(t)
dt

=a. (2.26)

Charakteristika je piimka, prochézi-li bodem [z, to], pak z(t) = x¢ + a(t — t5). Na cha-
rakteristice je w konstantni, nebot

dw(z(t),t)  Ow(x(t),t) N ow(x(t),t) dz(t) [&w ow
dt ot Ox dt

N + a%} (x(t),t) = 0.
Proto
w(xo,t0) = w(z(to), to) = w(x(0),0) = w(zy — aty,0) = w’(zo — aty).
Protoze [z, tp] muze byt libovolny bod, pro feseni tlohy (2.25) méme
w(z,t) = w'(z — at). (2.27)
Toto Feseni se nazyva postupnd vina. Pro w® € C*(R) je w klasické feSen tilohy (2.25). O

Priiklad 2.6. Linedrni systém. Uvazujme tlohu

ow ow
— 4+ A— =0, x€R, te(0,00),
ot Oz ( ) (2.28)

w(r,0) =w'(z), z€R.

Predpokladejme, ze A je matice fadu s, ktera je diagonalizovatelnd a ma redlna vlastni
¢isla Ay, Ao, ..., As. Existuje tedy regularni matice T takova, ze

T'AT = D = diag(A, Ao, ..., \s). (2.29)

Jestlize T = (ry,ra,...,rs), pak Ar; = \;iry, coz znamend, Ze r; je vlastni vektor matice A
prislusny vlastnimu ¢islu A;, i = 1,2, ..., s. Ulohu (2.28) zapiseme v ekvivalentnim tvaru

(T 'w); + (T 'AT)(T 'w), =0, (T 'w)(z,0) = (T 'w’)(z).
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Pii oznaceni T~ 'w = u, T7!w® = u? tedy

au ou
+D— = =u’
nebo-li
aui auz 0 .
o + N\ e 0, wi(z,0) = u; (x), i ,2,...,8

Podle predchoziho pifkladu u;(z,t) = u(z — \it). Proto

w(z,t) = Zul z, t)r Zu — \it)r;, (2.30)

kde ud(z — N\it) = [T'w?;(z — \it)]. Pro w® € C'(R?®) je w klasické Fesenf tlohy (2.28).
0

Piiklad 2.7. Nelinedarni skalarni rovnice. Uvazujme tlohu

ow ow
— Fa(w)=— =0, zeR, te(0,00),
ot ( >8:L“ ( ) (2.31)

w(r,0) =w’(z), =€R,
kde a,w® € C'(R). Charakteristika z(t) je ddna rovnici

do(t)
= a(w(z(t),t)). (2.32)

Na charakteristice je w konstantni, nebot

dw(x(t),t) Ow(x(t),t) Ow(x(t),t) dx(t) ow ow
T T A [E +“(w)a_x] (2(1), &) = 0.

Na charakteristice je tedy konstantni také a(w) a podle (2.32) je charakteristika prochazejici
bodem [xg, to] piimka

(t) = xo + a(w(zo, to))(t — to). (2.33)
Proto

w(zo, to) = w(z(ty), to) = w(ze — alw(xg, to))t, 0) = w’(xe — a(w(wy, t))to).
Resenf tilohy (2.31) je tedy urceno implicitné prostfednictvim rovnice

w(z,t) = w'(z — a(w(z, t))t). (2.34)

Reseni tlohy (2.31) miizeme zkoumat tak, ze budeme sledovat, jak se pocateéni vina
reprezentovand funkei w® §¥{ po charakteristikdch vychézejicich z bodt na ose x. Pro
body [z, t] lezici na charakteristice x(t) vychazejici z bodu [xg, 0] plati

1

t= m(m — ), w(z,t) = w"(xo).
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Tato charakteristika svird s kladnym smérem osy = thel a(xg), kde

1

a(w(zo))

Prozkoumejme dva specialni ptipady:

tan a(xg) =

I. Necht a' > 0, (w?) > 0. Pak

(tana(z)) = —

Funkce tan a(x) je tedy nerostouci funkce proménné z, coz znamend, ze kazdym
bodem [z,t], x € R, t > 0, prochdzi préavé jedna charakteristika, viz Obr 2.2 vlevo.
Proto je w klasické feseni tlohy (2.31).

I1. Jestlize @’ > 0, (w®)’ < 0, pak funkce tan a(x) je rostouci a charakteristiky vychdzejict

z bodu (z1,0) # (z2,0) se protinaji v bodu P = (27,,t},). Snadno spocteme, ze

% L2 — 21

t - — )

P a(w(@) - a(w(ar))
tj. pro t > t}, klasické feseni neexistuje. Klasické teseni tedy existuje jen lokalné
pro ¢asovy interval [0,t*). D4 se ukdzat, ze

1 .
inf o/ (w(z))(w?)'(x)

zeR

=~

Na Obr. 2.2 vlevo je ukéazka neprotinajicich se charakteristik, vpravo pak piipad, kdy se
charakteristiky protinaji. 0

/

Obr. 2.2: a(w) = w, vlevo w’(z) = 47 + atan(z), vpravo w°(z) = 37 — atan(z + )

Ptipad II demonstruje vyznamnou vlastnost nelinearnich hyperbolickych rovnic, a sice
mozny vznik nespojitych reseni v konecném case i v pripade, Ze data jsou hladkd. Tyto
nespojitosti vznikaji rovnéz pii feSeni Eulerovych rovnic nebo tieba rovnic mélké vody.
Ukazuje se tedy, ze pozadavek na existenci klasického teSeni pro nelinearni hyperbolické
problémy je piilis omezujici. Proto se ucelné zavést pojem slabého feSeni, které existenci
nespojitosti pripousti.
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2.4. Slabé reSeni hyperbolického systému

Nejdifve zavedme nékolik pojmu a oznaceni. Necht M je méfitelnd mnoZina. Pak
L>(M)?® oznacuje prostor vektorovych funkei f = (f1, fo, ..., fs)? seslozkami f; € L>°(M)
proi=1,2,...,s. Normu v L>(M)* definujeme piedpisem ||f||zec(ar)s = 1H<1@<X||fi||L°°(M)-

Zapisem f € LS (M)*® vyjadiujeme to, ze f|ynx € L®°(M N K)*® pro kazdou kompaktni
mnozinu K € R% Symbolem Cg°(R? x [0, 00)) oznaéujeme prostor nekoneénékrat spojité
diferencovatelnych funkef ¢, jejichz nosi¢ supp(¢) je kompaktni mnozina v R? x [0, c0),
tj. supp(p) = {[x,t] | p(x,t) # o} je v R% x [0, c0) uzaviend ohranicend mnozina.

Piedpokladejme, 7e w je klasické fesenf tlohy (2.23)—(2.24) a ¢ € [C5(R? x [0, 00))]*.
Uzitim Greenovy véty a toho, ze ¢(x,t) = o pro [x,t] ¢ supp(¢p), dostaneme

o0 oW = Of; (W)
0= — + J cpdxdt = — [ w(x,0)-@(x,0)dx—
A4d<at;axj)¢ (x.0)- 9lx.0

R4
- I Zd I

Vidime tedy, ze klasické Teseni spliuje identitu

~ % : dp 0
W — + f:(w) — | dxdt+ X)-p(x,0)dx =0
/ /Rd < ot Z +(W) 8xj> R () (x,0) (2.35)
Ve € [C5°(R? x [0, 00))]°.
Rovnost (2.35) ma smysl i pro w € [L.(R? x (0, 00))]*. Proto mizeme zavést nasledujic
definici:

Definice 2.3. Necht w° € [L{ (R9)]*. Vektorovou funkci w nazveme slabym fesenim

tilohy (2.23)—(2.24), jestlize w € [L2(R? x (0,00))]*, w(x,t) € D pro skoro vsechna

(x,t) € R? x (0,00) a plati (2.35). O

Slabé teseni w hyperbolického problému nemusi byt spojité. Skutecné, aby se integrély
v identité (2.35) daly spocitat, staci, kdyz w je funkce po ¢astech spojitd. My budeme
predpokladat vic, a sice, ze w je funkce po castech hladka. Pfesny vyznam tohoto pojmu
objasnuje nasledujici definice:

Definice 2.4. Rekneme, 7e funkce w je po ¢dstech hladké, kdyz existuje koneény pocet
hladkych hyperploch T' v R x [0, 00) takovych, Ze w je mimo tyto hyperplochy hladka,
tj. w € CY([R x [0,00)] \ T'), a na hyperlochdch ma w a jeji prvni parcidlni derivace
kone¢né jednostranné limity. Pro funkei w jsou jednostranné limity w*(x, t) pro (x,t) € T
definovany predpisem

wh(x,t) = lin% w((x,t) £ en), (2.36)

E—>
kde n = (ny,ny,...,ng,n;)? je norméla k hyperplose I'. Jednostranné limity pro parcialni
derivace Ow/0x;, i =1,2,...,d, a Ow/0t se definuji obdobné. O
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V nésledujici vété uvedeme postacujici a nutnou podminku k tomu, aby po ¢astech
hladké funkce w byla fesenfm rovnice (2.23) ve smyslu distribuci v R? x (0, 00), tj. aby

00 d
/0 /R (W | %_f - ;fj(w) ' %) dxdt =0 Ve € [CF(R? x (0,00))]". (2.37)

Rovnici (2.37) dostaneme z (2.23) podobné, jako jsme z (2.23)—(2.24) dostali (2.35), rozdil
je jen v tom, ze pii odvozeni (2.37) uplatnime to, ze ¢(x,0) = o.

Véta 2.1. Nechf w : R? x [0,00) — R® je po ¢astech hladkd funkce. Pak w je feSenf
rovnice (2.23) ve smyslu distribuci, pravé kdyz jsou splnény néasledujici dvé podminky:
(i) w je klasické feseni v kazdé oblasti, v niz w je tifdy C*,

(ii) w splauje Rankine- Hugoniotovu podminku
d
wt —wn; + Z [£;(w™) —f;(w )] n; =0 (2.38)
j=1

na kazdé hladké hyperplose nespojitosti I'.

Diikaz. Necht w je po ¢dstech hladka funkce spliujici (2.37). Volbou vhodné testovaci
funkce ¢ snadno odvodime, ze w spliiuje podminku (i).

Vénujme se tedy podmince (ii). Zvolme
bod [xg,tg] € T a necht U je oteviend

t

T koule se stfedem [x,%y] a polomérem e,
w i U = {(x0) 1 [(x,t) = (x0,%0)] < &}
Zvolime-li polomér ¢ dostatecné maly, mu-
zeme predpokladat, ze U N ' rozdéluje U
na dvé souvislé podoblasti U~ a U™, takze
X U=U UUNT)uUT, viz Obr.2.3. Ozna-
¢ime-li vnéjsi norméalu oblasti 4~ na hranici
UNT jako n, pak vnéjsi normadla oblasti U™

na hranici Y N I' je —n.

Obr. 2.3: hyperplocha nespojitosti

Necht ¢ € [C5°(U)]*. Pomoci Greenovy véty z (2.37) obdrzime

Op d Op Op d Op
:/_ <W'E+jzlfj(w)'8—xj) dX+/u+ (W-E—I—jij(w)-a—xj) dx =




Protoze w je v UT klasické feSeni, integrdly pies U a U~ jsou rovny nule, takze

_/Mmr[ +Zn] _f( ))]-LpdS:O,

a protoze koule U je libovolné malé a testovaci funkce ¢ je libovolna, Rankine-Hugoniotova
podminka (2.38) plati.
Opacneé lze dokazat: kdyz je w po ¢astech hladké funkce splnujici podminky (i) a (ii),
pak w je Fesenim rovnice (2.23) ve smyslu distribuci, tj. plati (2.37). O
Jestlize ve vektoru n = (ny,na, ..., ng,ny)" oznacime n; = —s, pak Rankine-Hugonio-
tova podminka nabude tvaru

s[w an : —f;(w)]. (2.39)

Vektor n, = (ny,ns,...,nq)T resp. &islo s pak lze povazovat za smér resp. rychlost sifeni
nespojitosti I'. To je dobfe srozumitelné v piipadé d = 1. Predpokladejme, Ze nespojitost
' je popsana kiivkou x = £(t). Jestlize s = d&/dt, pak (s,1)T je vektor ke kiivce £(t)
tecny a tedy n = (1, —s)T je vektor ke kiivce £(t) kolmy. Rankine-Hugoniotova podminka
pro d =1 je tvaru

s(wh—w)=f(wh) —f(w"). (2.40)
V piipadé spojitého slabého Feseni podminka (2.39) resp. (2.40) ziejmé plati.

Priklad 2.8. Cauchyho tloha pro Burgersovu rovnici je tloha

0 0
—w+w—w:O, x € R x (0, 00),
ot Ox (2.41)
w(x,0) = w’(z), z eR.
Burgersovu rovnici lze zapsat v konzervativnim tvaru s tokem f(w) = sw?.
1) Uvazme pocatecni podminku
1, x <0,
wl(z) =< 1—-2, 0<z2<1, (2.42)
0, x> 1.

Charakteristika vychdzejici z bodu [zg,0] je ptimka z = z + w®(z)t, viz (2.33). Proto

To + ¢, zo <0,
xr = To + t(l — 33'0), 0<zo <1, (243)
Zo, Ty > 1.
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Pro ¢t < 1 se charakteristiky neprotinaji, takze v R x (0,1) mame spojité Feseni

1, r <t,
w(z,t)=<¢ (1—x)/(1—1), t<ax<l, pro t < 1. (2.44)
0, x>1,

Skutecné, feseni na charakteristikdch vychazejicich z bodu [z, 0], o < 0, je rovno 1, Feseni
na charakteristikdch vychazejicich z bodu [xg, 0], o > 1, je rovno 0. Na charakteristikach
vychdazejicich z bodu [z, 0], 0 < zy < 1, mame w(x,t) = 1 —xg, piicemz = xo+t(1—x0).
Odtud zp = (z —t)/(1 — t), takze 1 —zg = (1 —2)/(1 — t) = w(x,t).

r r
—1 0 1 2 -1 0 1 2
Obr. 2.4: charakteristiky, pro ¢t > 1 Obr. 2.5: charakteristiky slabého FeSenf
klasické feSeni neexistuje
5|t Vsimnéte si, ze feSeni (2.44) neni feseni

klasické, nebot nemé spojité prvni par-
cialni derivace, je to vSak feSeni slabé, jak
plyne z véty 2.1. Pokusme se tedy najit
2 feseni nespojité, které prot > 1 nabyva na
jedné strané od krivky nespojitosti hod-
notu wt =1 a na druhé strané¢ hodnotu
w~ = 0. Podle Rankine-Hugoniotovy pod-
minky (2.40) je s(1—0)=51?—10? a odtud
s = 3. Tedy dxz(t)/dt = 3, coz znamens,
ze ktivka nespojitosti je ptimka z = %t—kc.
Protoze tato ptimka méa prochazet bodem

x [1,1], musi byt ¢ = 3, takze z = $(t + 1).

-1 Pro ¢t > 1 budeme tedy definovat teseni
Obr. 2.6: slabé fesen{ predpisem

1,  z<i(t+1), - o

w(x,t) = 0. v (4 1), pro ¢t > 1. (2.45)
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Snadno ovéfime, ze (2.44)—(2.45) je jediné slabé Feseni ulohy (2.41)—(2.42). Situaci ilu-
struji obrazky Obr.2.4, Obr.2.5 a Obr.2.6. U

2) Uvazme pocétecni podminku

0, z <0,

2.46
1, z > 0. ( )

(o) = {
Pomoci charakteristik zjistime, ze pro x < 0 je w(z,t) = 0 a pro x > t je w(z,t) = 1.
Zbyva urcit w pro 0 < x < t. Existuje nékolik moznosti, jak to udélat.

a) Nespojitost v poc¢dtecni podmince se §ii{ rychlosti s = % po pifmce x = t/2. Jak se
snadno pfesvédcime,

0, x <t/2,
w(z,t) = <t/ (2.47)
1, x>1/2,
je nespojité slabé feseni tlohy (2.41),(2.46).
b) Funkce u(z,t) = x/t vyhovuje Burgersové rovnici,
ou n ou T 1 0
- U— = —— — . = =
ot Ox 2t t ’
a pritom u(0,t) = 0, u(t,t) = 1. Jak se lze snadno presveédcit,
0, z <0,
w(z,t) = x/t, 0<x<t, (2.48)
1, T >,
je spojité slabé feseni ulohy (2.41),(2.46).
c¢) Neni tézké oveérit, ze pro libovolné s € [0, %] je funkce
0, T < st,
2s, st < x < 2st,
w(x,t) = B (2.49)
x/t, 2st < x < t,
1, T >,

slabym fesenim tlohy (2.41),(2.46). Skutecné, na piimce nespojitosti z = st plati Rankine-
Hugoniotova podminka s(2s — 0) = $(2s)? — 02, O

Na ptikladu Burgersovy tlohy jsme poukézali na zajimavou skutecnost, a sice, ze hy-
perbolickd tiloha muze mit vice slabych feseni. Nabizi se proto otazka, jak mezi slabymi
feSenimi vybrat spravné feSeni, které vérohodné vystihuje fyzikalni podstatu uvazované
hyperbolické tlohy. K tomu nam poslouzi tzv. podminka entropie. Abychom ji mohli vy-
slovit, potfebujeme definovat entropii pro obecnou hyperbolickou rovnici (2.23).
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Definice 2.5. Nechf D je konvexni mnozina. Konvexni funkci n : D — R, n € CY(D),
nazveme entropil rovnice (2.23), jestlize k ni existuji funkce G1,Gs,...,Gq, Gj : D = R,
G; € CYD), j=1,2,...,d, takové, ze

Van(w)|TA (W) = [VuGy(w)]T,  weD, j=12...d (2.50)
O
Funkce Gj,7 = 1,2,...,d, nazyvame entropické toky. Symbolem Vy, rozumime gra-

dient vzhledem k w, tj. Vy = (9/0wy,d/0ws, . ..,0/0wy)T.

Cviceni 2.2. Jestlize w je klasické feseni rovnice (2.23), pak

JZ EM] = (2.51)

Dokazte to! O
Slabé feseni rovnice (2.23) podminku (2.51) spliovat nemusi.

Definice 2.6. Rekneme, ze slabé feseni w rovnice (2.23) je entropické, jestlize pro kazdou
entropii 7 rovnice (2.23) a odpovidajici entropické toky {G, };l:l plati podminka

Z EM] ) < (2.52)

jf

ve smyslu distribucf v R? x (0, 00), tj.

//OO< +ZG )dxdt>0 Vo € Ci(R? x (0,00)), ¢ > 0. (2.53)
O

Nerovnost (2.53) se nazyva podminka entropie. Ta souvisi s podminkou entropie (1.50)
v dynamice tekutin. V [17] je dokazéno: jestlize (2.23) jsou Eulerovy rovnice, pak lze jednu
konkrétni entropii n a odpovidajici entropické toky G1, Gs, ..., G4 zvolit takto:

n = —o8, Gj=—ov;s, j=12,....d, (2.54)

kde s je entropie idedlniho plynu, viz (1.54). Je-li w je klasické feseni Eulerovych rovnic
(2.23), pak podminka entropie (2.51) je tvaru

2 00+ 3 2 () =0 (2.55)
at = 8xj J ’

coz je entropickd rovnice (1.51) pro adiabatické proudéni idedlniho plynu. Z (2.55) pak
dostaneme Clausiusovu-Duhemovu podminku entropie (1.50) jako rovnost Ds/Dt = 0.
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D4 se ukazat, ze slabé teseni je entropické, praveé kdyz je na hyperplose nespojitosti I'
splnéna nésledujici analogie Rankine-Hugoniotovy podminky (2.38): pro vsechny entro-
pie 7 a odpovidajici entropické toky {G;}7_, plati

d
[n(w ) = n(w )] ne+ Y [Gi(w*) = Gi(w)]n; >0, (2.56)
j=1
kde n = (ny,ns,...,n4,m)7 je vektor kolmy ke I', w¥ jsou jednostranné limity w na T,

viz (2.36), a norméla n je orientovéna stejné jako na Obr. 2.3, tj. ve sméru od U~ do U™.
Nerovnost (2.56) 1ze odvodit pomoci (2.53) podobné, jako je ve vété 2.1 odvozena Rankine-
Hugoniotova podminka (2.38) pomoci (2.37). Ovéite! Pro d = 1 dostaneme analogii
podminky (2.40):

s[n(w?) —n(w)] > Gw") = G(w), (2.57)

kde s = d&(t)/ dt je rychlost sifeni nespojitosti I' a w™ resp. w' je hodnota z levé resp.
pravé strany kiivky nespojitosti &(t).
Vsimnéte si: kdyz w je spojité slabé teseni, pak w~ = w a podminka (2.56) resp.
(2.57) splnéna trivialné jako rovnost.To znamena, ze spojité slabé tesent je entropické.
V pripadé skalarni rovnice

Ow |~ 0f(w)
815 i 895]-

=0 (2.58)

je kazdd konvexni funkce n € C'(D) entropii. Skuteéné, piislusné entropické toky Gj,
spliujici podle (2.50) podminky

G =nf, j=12...4d (2.59)
lze ziskat z rovnic (2.59) integraci .

Priiklad 2.9. Posoudime, ktera teseni Burgerovy rovnice z piikladu 2.8 jsou entropicka.
1) Nespojité slabé feseni (2.44) - (2.45) ulohy (2.41)—(2.42) je entropické, dukaz viz [17].
2) Nespojité slabé feseni (2.47) tlohy (2.41) a (2.46) neni entropické. Dokazme si to. Pro

n = zw? pomoci (2.59) obdrzime G = sw®. Pro s =, w~ =0 a w™ = 1 dostaneme

takze (2.57) neplati.

3) Spojité slabé feseni (2.48) tlohy (2.41) a (2.46) je entropické.

4) Slabé teseni (2.49) ulohy (2.41) a (2.46) je entropické jen pro s = 0, kdy je totozné se
spojitym Fesenim (2.48). O
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Metoda umélé viskozity. Slabé entropické teseni lze dostat také tzv. metodou umélé
vizkozity. Tato metoda, navrzena Laxem v roce 1954, je zalozena na tom, Ze na pravou
stranu hyperbolické rovnice (2.23) vlozime umeély viskézni (disipacni) ¢len eAw, kde e > 0
je maly parametr. Tim se hyperbolickd rovnice pfeméni v rovnici parabolickou,

ow . Of;(w)

ow _ A 2.
pr o, eAW, (2.60)

a slabé entropické feseni zkusime ziskat jako limitu feSeni rovnic (2.60) pro € — 0. Tato
myslenka je inspirovana situaci v dynamice tekutin, kdy na Eulerovy rovnice muzeme
nahlizet jako na limitni ptipad rovnic Navierovych-Stotekovych, kdyz viskozita v — 0.
Vzdjemny vztah mezi Fesenimi rovnic (2.60) a (2.23) uvadi nésledujici

Véta 2.2. Necht {w.}.~¢ jsou feseni rovnice (2.60) spliujici podminky

(@) ow. Ow. O*w,
a

ot ’ &cj ’ &cz 895]-
() |Wellperys < e(K) Ve >0, VK € R? x (0, 00), K kompaktni,

jsou spojité v R? x (0, 00),

(¢) w.—w skoro véude v R% x (0, c0).

Pak w je slabné entropické Fesenim rovnice (2.23) ve smyslu distribuci, viz (2.37).
Diikaz: viz [17]. O

Laxova metoda umélé viskozity je vychodiskem pro odvozeni numerickych metod, které
poskytuji dobré aproximace slabého entropického feseni.

O existenci slabého entropického feseni existuje jen nékolik dil¢ich vysledki. Pro
skalarni dlohu v R?, tj. kdyz s = 1,d > 1, plati nasledujici

Véta 2.3. Necht f; € CY(R), j =1,2,...,d. Pak pro kazdou funkci w® € L>®(R?) existuje
slabé entropické feseni w € L®(R x [0, 00)) tlohy

ow 1 0f;(w)

- = R 2.61
ot 2o, 0, (xt)eRx(0,00), (2.61)

w(x,0) = w’(x), x € R%

Diikaz viz [17]. Vétu dokézal Kruzkov v roce 1970. Slabé entropické feseni zkonstruoval
metodou umeélé viskozity, tj. w = lim._,gw,, kde w, je feSenim ulohy
d
Ow, Of;(we)
e 3 2ilvd) _

o, we, we(z,0) = w’(z). O

Jiny diléi vysledek dokézal Glimm v roce 1965 pro obecny hyperbolickou soustavu
v jedné dimenzi, tj. kdyz s > 1,d = 1. Abychom Glimmuv vysledek mohli zformulovat
a pochopit, musime nejdiive zavést nékolik novych pojmu.
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Definice 2.7. Necht I C R je interval a uvazujme mnozinu II vzestupné uspotrddanych
N—tic bodu a = (aj, as,...,ay) zintervalu I, tj. a; <as <...<ay,a; € I,i=12,... N,
kde N je libovolné ptirozené ¢islo. Totdlni variace TV (f) funkce f : I — R? je definovana
predpisem

N-1
TVi(f) = sup » _ |f(aix1) — f(a;)]. O (2.62)
acll i—1
Jestlize TV;(f) < oo, fekneme, ze funkce f mé v intervalu I omezenou totdlni variaci.
Totélni variaci funkce f na celé ¢iselné ose, tj. kdyz I = R, oznaéime TVg(f).

Necht rij(w), i = 1,2,...,s, jsou vlastni vektory Jacobiho matice A(w), w € D,
a \;(w) jsou odpovidajici vlastni ¢isla.

Definice 2.8. Rekneme, Ze vlastni vektor ri(w) matice A(w) je

ryze nelinedrni, e # 0

linedrné degenerovany, } Jestlize Ve Ar(w) rk(w){ =0 } vweb. =
Vsimnéte si: jestlize VyAg(u) - ri(u) # 0 a VyAg(v) - rg(v) = 0 pro néjakd u, v € D, pak
vlastni vektor ry neni ani ryze nelinedrni ani linedrné degenerovany.

Véta 2.4. Necht d = 1, systém (2.23) je ryze hyperbolicky a vsechny vlastni vektory
matice A = Df(w)/Dw jsou ryze nelinedrni nebo linedrné degenerované v okoli néjakého
konstantniho stavu w. Pak existuji dvé kladna cisla 6, a d takova, ze pro pocatecni data
w? € [L5° (R)]* splaujict

loc
[w? — W poom)ys < 01, TVew? < 85,
mé Cauchyho tloha (2.23), (2.24) slabé entropické feseni w € R x [0, 00) a plati
[w(-,t) = Wllzoomy < CollW® = Wlromys,  te€[0,00),
TVr(w(-, 1)) < CoTVr(WY), t €0, 00),

[w(-,t1) = w(- ta)| 1wy < Colts — t1|TVr(WY), t1,t2 € [0, 00)

1
loc

pro néjakou konstantu Cy. Navic w € C([0,00); Lj,.(R))®, takze pocateéni podminka

(2.24) je prirozené splnéna.

2.5. Riemanntv problém

Rada numerickych metod pro Feseni vicedimenziondlnich hyperbolickych dloh, napi-
klad Godunovovy metody, viz kapitola 3.2.3, je zalozena na presném nebo jen pfiblizném
feSeni jednodimenzionalnich Riemannovych tloh

ow ow
o owr, <0,
w(z,0) = { wr >0, (2.64)

kde wy,wgr € D jsou konstantni pocatecni stavy.
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Véta 2.5. Jestlize Riemannuv problém (2.63) —(2.64) mé jediné po ¢astech hladké fesent
w, pak pro t > 0 lze w zapsat v ekvivalentnim tvaru w(z,t) = w(z/t), kde w : R — R®
je po castech hladka funkce jedné proménné.

Diikaz. Nejdiive ovéfime, ze pro kazdé pevné a > 0 je w(ax, at) feseni (2.63)—(2.64).
Dosadime-li v (2.63) ot misto ¢ a ax misto z, dostaneme

ow (azx, at) ow (ax, at)
———~+A ) —t =
ofar) AWl TEe N =0
a protoze podle pravidla o derivovani slozené funkce
ow(ax,at) 10w(az,al) ow(ax,at)  10w(az,ol)
oat)  « ot ’ olaz)  « or

vidime, ze w(ax, at) rovnici (2.63) vyhovuje. Podobné, dosadime-li do (2.64) ax misto =,
dostaneme

wr, ax <0,
W(&x’o):{wg ax > 0.

Protoze ax < 0 <= 2 < 0,ax >0 <= z > 0, w(az, at) spliuje také pocatecni
podminku (2.64).

Vzhledem k jednoznacnosti proto w(ax, at) = w(x,t). Jestlize pro kazdé pevné = a t
zvolime o = 1/t, pak w(z,t) = w(x/t,1) =: w(z/t). O

Linearni Riemannuv problém. Predpoklddejme, ze A(w) = A je konstantni matice.
Ozna¢me

o = T_IWL, ﬁ = T_le,

kde T = (ry,ry,...,1,) je matice vlastnich vektoru A. Necht D = diag(A1, Ao, ..., \s) je

diagondlni matice odpovidajicich vlastnich ¢isel, tj. Ar; = \ir;, e =1,2,...,s. Stejné jako
v pitkladu 2.6 dostaneme pro u = T~ 'w ekvivalentni Riemannovu tlohu
ou ou a, =<0,
E“"D%—O, u(x,O)—{,& v >0,
nebo-li
ou; ou; a;, <0, .
BT +Ai%_0, ui(:p,O)—{ﬁi’ v 0. 1=1,2,...,s.
Odtud

a;, T — M\t <0,

Bi’ ‘/L‘_Azt>07 221727---,8.

wi(z,t) = wi(z — N\it, 0) = {
Protoze w = Tu =, u;(z,t)r;, dostaneme

w(z,t) = Z Bir; + Z a;r;, (2.65)

Ai<z/t Ai>x/t
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pricemz v prvni resp. druhé sumé scitdme pres takové indexy i € {1,2,..., s}, pro které
Ai < x/tresp. \; > x/t. Jestlize —00o = Ag < A S A <+ o- <Ay < A1 =00 a A < A
pro néjaké 0 < k < s, pak w je v oblasti Q; = {(z,t) : \x < z/t < \g11} konstantni,

w(z,t) = wy pro (z,t) € Q, (2.66)
kde
k s
wWr=» Biri+ > o, k=0,1,...5s (2.67)
i=1 i=k+1

Reseni w definované piedpisem (2.66) je slabé fesen{ linedrntho Riemannova problému.
Podle véty 2.1 staci ovérit, ze na polopiimkach nespojitosti x/t = A je splnéna Rankine-
Hugoniotova podminka (2.40). Podle (2.67) zfejme

Wi — Wi = (B — o)1y,
A(wi —wi_1) = (Bk — ag)Arg = (B — ag) ATy = Ap(Wg — Wi—1).
Rovnice
Me(We — Wi_1) = Awy — Awy (2.68)

predstavuje Rankine-Hugoniotovu podminku (2.40), ve které s = A; je rychlost sifeni
nespojitosti, wt = wy, w~ = wy_q, f(wh) = Awy, f(w™) = Awy_;.

Cviéeni 2.3. Necht
Y = T_I(WR — WL).

Ukazte, ze TeSeni linedrniho Riemannova problému lze ekvivalentné zapsat v jednom
z nasledujicich tvaru:

w(z,t) =wp + Z YiTi, (2.69)

)\i<$/t

w(z,t) =wp — Z Vilis (2.70)

Ai>x/t

1 S
w(z,t) = 5 | WLt Wr - Z sgn(\; — x/t)yr; | . (2.71)
i=1

Nelinearni Riemanntv problém. V néasledujicim textu ukdzeme, jak vypada feseni
nelinearntho Riemannova problému pro specialni dvojici stavii w; a wg. Podrobnosti
véetne dukazu lze najit v [18].
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Vina zredeéni (anglicky rarefaction wave). Pro kazdy ryze nelinedrni vlastni vektor ry
a libovolny stav w;, € D existuje jednoparametricka tiida stavi wg a funkce w s témito
vlastnostmi:

a) A(wp) < Ap(wg), (2.72)
b) w(z/t) je spojité feseni rovnice (2.63) pro \p(wr) < z/t < A\p(wg) takové, ze
W(Ak(WL)) =W, W(Ak(WR)) = WR.

Pak funkce w definovana predpisem

Wi, x/t < Me(wp),
w(x,t) =< w(x/t), Me(Wr) < z/t < A\p(Wr), rE€R, t>0,
WR, l’/t > )\k(WR), (273)
9 < 07
w(z,0) = { Wi
wg, >0

je spojitym entropickym fesenim nelinearni Riemannovy tlohy (2.63) —(2.64) a nazyva se
k-zredugici vina (anglicky k-rarefaction wave).

Casto se k-zied'ujici vlnou rozumi jen funkce Wyq.(z,t) = W(x/t) definovana na
mnozing Q. = {(z,t) | Me(wr) < 2/t < M\(wg)}. Jindy se k-ziedujici vinou oznacuje
mnozina .4, které se rovnéz iikd véjir zredénd (anglicky rarefaction fan).

Nespoyjitd entropickd vina. Uvazujme po ¢astech konstantni feSeni Riemannova problému

w(z,t) = { Wi, @< st } rE€R, t>0, (2.74)
Wpg, I > st,

s pfimkou nespojitosti x = st. Ma-li byt tato funkce slabym entropickym feSenim, musi
byt splnény podminky (2.40) a (2.57), tj.

s(wg —wp) =f(wg) — f(wp), (Rankine-Hugoniotova podminka) (2.75)
sn(wg) —n(wr)] > G(wg) — G(wr) (podminka entropie) (2.76)
pro kazdou entropii 7 a odpovidajici entropicky tok G. Funkce w tvaru (2.74) spliujici

(2.75) —(2.76) se nazyva nespojitd entropickd vina. Rozlisime dva typy takové viny.

Rdzovd vina (anglicky shock wave). Predpokladejme, Ze vlastni ¢isla matice A jsou jedno-
ducha. Pak pro kazdy ryze nelinedrni vlastni vektor r; a libovolny stav w;, € D exis-
tuje jednoparametrickd tiida stavii wg takova, Ze nespojita vlna (2.74) je slabé entro-
pické Feseni. Takova vlna se nazyvé k-rdzovd vina (anglicky k-shock wave). Misto neptilis
nézorné podminky entropie (2.76) lze rdzovou vlnu identifikovat pomoci srozumitelnéjsi
Lazovy podminky entropie, viz [34],

A(wp) > s > A\ (wg) (Laxova podminka entropie). (2.77)
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Kontaktni nespojitost (anglicky contact discontinuity). Pro kazdy linedrné degenerovany
vlastni vektor ry a kazdy stav w € D existuje jednoparametricka tiida stavi wg takova,
ze nespojitd vina (2.74) je slabé entropické teseni. Pritom

M(wp) = s = A\ (Wg). (2.78)

Takova vlna se nazyva k-kontaktni nespojitost (anglicky k-contact discontinuity).

Pod k-rédzovou vinou resp. k-kontaktni nespojitosti rozumime ¢asto jen primku nespo-
jitosti x = st funkce (2.74). Konstantu s nazyvame rychlosti k-rdzové vlny resp. rychlosti
k-kontaktni nespojitosti.

Véta 2.6. Lazovo feseni Riemannova problému. Necht hyperbolicky systém (2.63) je ryze
nelinedrni a kazdy vlastni vektor matice A(w) je ryze nelinedrni nebo linedrné degenero-
vany. Necht pocdtecni stavy wr,wr € D jsou dostatecné blizké, tj. ||wg — wr|| < & pro
n¢jaké € > 0. Pak mé Riemannuv problém (2.63)—(2.64) jediné slabé entropické fesend.
Toto teseni se sklada z nejvyse s + 1 konstantnich stavii spojenych pomoci vin ziredéni
nebo razovych vin nebo kontaktnich nespojitosti. 0

Priklad 2.10. Uvazujme Riemannuv problém pro Burgersovu rovnici, tj.

ow ow wyp, x <0,
E—kwa—x—o, w(x,O)—{ wp >0

pricemz f(w) = sw? Pak A\ = w a odpovidajici vlastni vektor r = 1 je ryze nelinedrni.
Levy stav wy, lze proto spojit s pravym stavem wg # wy budto vlnou zredéni nebo
razovou vilnou. V [17] je dokdzano, ze pro ryze konvexni tok f(w) je podminka entropie
(2.76) ekvivalentni s podminkou wy, > wg. Pfipomenme, ze f je v D ryze konvexni, pokud
f"(w) >0 Vw € D. Tok f(w) = 1w? je ryze konvexni, nebot f”(w)=1> 0.

V pripadé wy > wg tedy vznikne réazova vina a v piipadé w; < wpg vznikne vina
ziedéni:

wr, z/t <wp,
je-liw, <wp = w(z,t) =< z/t, wp < z/t < wg,
WR, x/t > wg,

wr, T < st,

-1
wn x> st kde s = 5(wr + wg). O

je-li wp > wp = w(x,t) = {

Priiklad 2.11. Riemannuv problem pro 1D Fulerovy rovnice. Rovnice jsou tvaru

ow Of(w)

o, A _, (2.79)
kde

w = (0,0u, E)", f(w) = (ou, ou*+p, (E +p)u)”, (2.80)
a

p=(y—1)(E—ou?). (2.81)
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Df(w)

Jacobiho matici A(w) = 5
w

lze vyjadrit ve tvaru

A(w) = 5(v = 3)u’ B-—mu -1}, (2.82)

kde

— = P _ i1l = Z
. . 2(7 Ju v_1+2u

je entalpie. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice A(w) jsou

(2.83)

A\ =u—a, ri(w)=(l,u—a,H— au)’,
Ay = u, ro(w) = (1,u, 3u*)7, (2.84)
A3 = u + a, r3(w) = (L,u+a, H+ au)’.

Tti viny prislusné vlastnim cislum Ay, Ao a A3 spojuji ctyfi konstantni stavy: levy stav
stav wp, pravy stav wg a dva vnitini stavy, levy wj a pravy wj. Vnitini konstantni
stavy lze vyjadrit ve tvaru

L %k B = =+ dop ()’
wi=|ou|, wip=|0ru| kde o 1 ) (2.85)
E7 Ej EE=7_1+5@R(U)-

D4 se ukazat, ze vlastni vektory r; a rsg jsou ryze nelinearni a vlastni vektor ry je
linearné degenerovany. To znamen4, ze leva a prava vilna je vlna zredéni nebo réazova vina
a stfedni vlna je kontaktni nespojitost. Konkrétni typ levé a pravé viny lze stanovit takto:

p*>pr = leva vlna je razova

p* <pr = leva vlna je vlna ztedéni
p* > pr = prava vlna je razova

p* <pr = prava vlna je vlna zredéni.

Pro urceni vnitinich stavu je klicové stanoveni tlaku p*. Explicitni vzorec neexistuje,
je v8ak znama algebraicka rovnice, kterou musi tlak p* spliiovat. Pro fyzikalné realistické
hodnoty pocateénich stavi wy a wg lze p* urcit numericky, obvykle pomoci nékolika
malo iteraci Newtonovy metody. Zbyvajici hodnoty g}, o} a v* vnitinich stavi w} a wj,
dopocitame snadno dosazenim do pfiislusnych vzorcu. Déle je tfeba urcit:

a) v piipadé nespojitych vin rychlosti jejich sifeni, tj. rychlost s; levé razové viny, rychlost
so kontaktni nespojitosti a rychlost s3 pravé rdzové viny,

b) v pripadé spojitych vin: u levé viny zfedéni rychlost A;(wy) resp. A\j(wj) cela resp.
tylu vlny a tvar wp, .4, (2, t) vlny v oblasti zfedéni A\y(wy) < z/t < A\j(w}), u pravé viny
zfedeéni rychlost A\3(wpg) resp. A\3(wp) Cela resp. tylu viny a tvar wg o, (z,t) viny v oblasti
ziedént A3(wh) < z/t < A\3(wpg).

Podrobnosti 1ze dohledat v [18].
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Priiklad 2.12. Shock tube problem. Predstavme si trubici s prepazkou. Obé oddélené casti
jsou naplnény plynem, ktery je v klidu. Vlevo od prepazky ma plyn hustotu gy, tlak py
a rychlost uy = 0, vpravo od prepazky ma plyn ma hustotu og, tlak pg a rychlost ugp = 0.
Deéj, ktery nastane po odstranéni prepazky, popisuje Riemannuv problém pro 1D Eulerovy
rovnice. Pro v = 7/5 je

W = (QL,(), SpL)T, Wpr = (QR,O, ng)T-
Je-1i délka trubice je rovna jedné, prepazka je umisténa uprostied a

oL = 17 bL = 17 OrR = 071257 PR = 0717
dostaneme tlohu zndmou jako S}od {s}hock {t}ube {p}roblem, strucné problém SST, viz
46]. Reseni v ¢ase t = 0,2 je zndzornéno na obrazku 2.7. K vypoctu byl pouzit program
publikovany v [52]. Zjistime, ze p* = 0,30, a protoze p;, = 1 > 0,30 = p* > 0,125 = pg,
leva vina je ziedujici a prava je razova. V case 0,2 je ¢elo viny v poloze x = 0,26 a tyl
v poloze x = 0,49, kontaktni nespojitost je v poloze x = 0,68 a razova vlna v poloze
x = 0,85. Déle je o = 0,43, o5, = 0,27, u* = 0,93. Pro e = p/((y — 1)p) dostaneme
e}, = 1,78 aep = 2,85. O

hustota v €ase 0.20 rychlost v ¢ase 0.20

I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09

tlak v ase 0.20 vnitfni energie v ¢ase 0.20

281

261

I I I I I I I I I I I I I I I I I I
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Obr. 2.7: Sod shock tube problem
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3. Reseni Eulerovych rovnic metodou kone¢nych ob-
jemu

Pro teseni 1iloh dynamiky tekutin je prostorova diskretizace metodou koneénych ob-

jemt (struéné FVM podle anglického Finite Volume Method) zdaleka nejpouzivangjsi. Jeji

hlavni prednosti je to, Ze zajistuje lokdlni platnost zdkonu zachovani na malych podob-
lastech, tzv. konecnych objemech, vykryvajicich oblast feseni.

3.1. Eulerovy rovnice

Pro zjednoduSeni vykladu se omezime na tlohu ve dvou prostorovych proménnych
s nulovym zdrojem, tj. v (1.63) polozime d = 2 a s = o. Hledana vektorova funkce
w(x,1), kde x = (z,y)7T, je fesenf 2D Eulerovy rovnice

ow N of; (w) N ofy(w)

= 3.1
ot " or ay (3.1)
kde
0 ou ov
| ou | ouu+p | ouv
w=1 | fi(w) = ovu , H(w)= ovtp | (3.2)
E (E+pu (E+pv

Oznacime-li v = (u,v)" a |[v]? = u? 4+ v?, pak

p=(—1(E~-30vP). (3.3)
Ziejmeé
2 2
Q0 = W, U:%, U:%a E:w4> p:(’}/—l) |:w4_w:| . (34)
W1 w1 2wy

Snadno odvodime, ze

w9 ws
2 2 2
5 wy + w3 wWwaws3
—2 -1 —
wl +(r—-1) I:wzl S, ] wr
fi(w) = | wows , Bo(w) = w_§ F(y—1) |ws— w3 + wj - (3.5)
w1 w1 2w1
2 2 2 2
w9 w5 + W ws w5 + W
— |ywy — (y — 1) 2—2 — |qwy — (y = 1) 22—
w1 2w w1y 2w

Jacobiho matice A;(w) = Dfj(w)/Dw, Ay(w) = Dfy(w)/Dw toku f;, f; lze zapsat ve
tvaru
0 1 0 0

s(y = DIv[? —u? (3—7)u (1—7v ~v-1
Ay = , (3.6)

—Uuv v u 0

ulg(y—DvP—-H|] H—(y—1u® (1-yuw ~u
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0 0

—Uuv v u
Ay = .
S N PG B PR (3.7)

2
v[z(y =P -H] (1-yuw H-(y-1)0*

kde

je entalpie. Pro tok
P(w,n) = fi(w)ng + f5(w)ns (3.9)

ve sméru jednotkového vektoru n = (ny,n2)T, |n| = n? + n3 = 1, uréime Jacobiho matici

DP(W, Il) . Dfl(W) 1 DfQ(W)
Dw ~ Dw n1 Dw

Z (3.6), (3.7) dostaneme

P(w,n) = ny = A1(w)ng + Agy(w)ns. (3.10)

0 ny (P) 0
nlé(*y —DIvE—uv, v,—(y=2)mu  nou— (y—Dnv ny(y—1)
P=| ° ) . (3.11)
noz(y = DIVIF —vv, mv—(y = 1Lngu v, — (v = 2)ngv nap(y — 1)
Uy, [%(7 —1)|v|]* = H} niH — (y—1Duv, neH — (v —1)vo, YU,
kde v,, = un; + vng. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice P(w,n) jsou
A =, —a, r = (1,u—any,v — any, H — av,)7,
Ay = Uy, ry = (1,u,v, iv[?)T,
’ 2= 21 (3.12)
A3 = Un, rs = (07 No, =N, N2Uu — nl'U) )
A = v, +a, r3 = (1,u+ any,v + any, H + av,)T.
Vlastni vektory jsou linedrné nezavislé, takze matice P je diagonalizovatelnd. Plati
P=TDT !, (3.13)
kde
v,—a 0 0 0
0 v, 0 0
D= 0 0 o, 0 (3.14)
0 0 0 v,4+a
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je matice vlastnich cisel,

1 1 0 1
T— U — any U N9 U + any (3.15)
VU — ansy v —ny V4 ang
H—av, iv]* nou—nv H+av,
je matice vlastnich vektoru a matice k ni inverzni
Sv=DvP2+av, —ani—(y—1Lu —any—(y—1)v  y-—1
1| 2a®=(yv=1)v? 2(y - 1)u 2(y — v —2(y-1
- L i (v =Dl (v 2 ) (v 2 ) (v=1) (3.16)
2a 2a°(vny — ung) 2a°ns —2a°n 0

Sv=DvP—av, ami—(y—-1Lu ana—(y—1v y-—1

V dalsim budeme potiebovat jeden novy pojem: fekneme, ze funkce F(w) je homogenni
Fadu jedna, jestlize F(aw) = oF(w), kde « je libovolné nenulové ¢islo. Plati

Lemma 3.1. (0 homogenni funkci ¥ddu jedna). Necht F je C'!'—spojitd homogenni funkce
fadu jedna. Pak
DF(w)

Dw

Diuikaz vychazi z definice diferencidlu, podle niz

_ DF(w)
~ Dw

w)

F(w +aw) — F(w) ||E)zaw||

aw + n(aw), piitemz — o pro |law| — 0.

Odtud, a protoze F je homogenni fadu jedna, obdrzime

_ DF(w) F(w+aw)—-F(w) n(aw)

A = li _
(ww=—5 W = Jm, o o 11
1 F —F
i L OFW) ZEW) gy O
a—0t (e

Piimym vypoctem lze snadno ovérit, ze toky f, fy a P jsou homogenni radu jedna, takze

fi(w) =A(w)w, fH(w)=Ayw)w, P(w,n)=P(w,n)w. (3.17)

Rotac¢ni invariance. Jednou z vyznamnych vlastnosti Eulerovych rovnic je jejich neza-
vislost na rotaci a translaci souradného systému. Ukazme si to.
Necht n = (nq,n2)%, |n| =1, a

QOI( m "2). (3.18)

—MNgo Ny
Novy pravotocivy kartézsky souradny systém (P, Z,7) definujme transformaci

x = Qo(n)x + xo, (3.19)
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kde x = (7,9)T jsou nové soufadnice, xq jsou soufadnice nového pocatku Py, vektor n
urcuje kladny smér osy z. Stavovy vektor w v novém soutadném systému dostaneme
z puvodniho vektoru w transformaci

W = Q(n)w, (3.20)
kde
1 0 00
. 0 ny nNo 0
Qm)={, _' g (3.21)
0 0 01

Transformovany vektor w uvazujme jako funkci z,y a ¢asu t:
W =w(X,t) = Qm)w(Qy ' (n)(X — xo),1). (3.22)

Neni tézké ovérit, ze pro tok P(w,n) = nif;(w) + nofe(w) ve sméru n, tedy v kladném
sméru osy x, plati

P(w,n) = Q' (n)f;(Q(n)w). (3.23)
Pro tok
Q(w,t) = —nof) (W) + nifo(w) (3.24)

ve sméru t = (—ng,n1)7, tedy v kladném sméru osy 4, lze odvodit podobny vztah
Q(w,t) = Q ' (n)f2(Q(n)w). (3.25)
Toky P a Q vyhovuji rovnici

ow N OP(w,n) N 0Q(w,n) _

ot o dy (3:26)

Skutecné, vyjadiime-li derivace podle z a ¢ pomoci derivaci podle = a y, dostaneme
Eulerovy rovnice (3.1) v puvodni soufadné soustavé. Vynéasobime-li posledni rovnici matici
Q(n), uzitim (3.20), (3.23) a (3.25) dostaneme Eulerovy rovnice

ow  of(w) 0Ofy(w)

=t 55 = ° (3.27)

v nové soufadné soustave, stejné jako rovnice (3.1) v puvodni soutradné soustave.

3.2. Metoda koneénych objemu

Bez jmy na obecnosti budeme predpokladat, ze vypocetni oblast €2 je mnohothelnik.
Pokud by redlna oblast mnohotuhelnikem nebyla, 1ze ji mnohothelnikem dostatecné presné
aproximovat a € necht je takovou aproximaci. Uzavienou oblast 2 vyjadifme jako sjedno-
ceni koneéného poctu uzavienych trojihelniki, z nichz kazdé dva jsou bud'to disjunktni

23



nebo maji spolecny vrchol nebo stranu. Vrcholy trojihelnikt nazyvejme uzly. Uzly lezici
uvnitt €2 se nazyvaji vnitini a uzly lezici na hranici 02 se nazyvaji hrani¢ni. Soubor vsech
trojuhelniku vytvari tzv. triangulaci oblasti 2, v metodé konecnych objemu oznacovanou
jako primdrni sit, viz Obr. 3.4. Ke kazdému uzlu P; prifadime koneény objem D;. Se-
stavime ho z pfilehlych ¢asti Dz vSech trojuhelniku s vrcholem P;. Objasnéme si to
podrobnéji.

Necht Tike je trojihelnik s vrcholy Pj, P, a P,. Oznacme Pj;, stfed strany ﬁ, P;

ctyftuhelnik Djge s vrcholy P, Pk, Pjre a Pj, viz Obr. 3.1. Tento postup opakujeme pro
vSechny trojuhelniky Tji,, které obsahuji uzel
Pj, a sjednocenim pfilehlych casti Djp, do-
staneme konecny objem D;. Konecny ob-
jem prislusny vnitfnimu uzlu nazveme vnitini
a konec¢ny objem piislusny hranié¢nimu uzlu na-
zveme hranic¢ni. Vnéjsek oblasti €2 povazujeme
za konecny objem D_;. Spole¢nou hranici sou-
sednich konecénych objemu D; a D, oznacime
I'je. Konecny objem D; pifslusny vnitinimu
uzlu je zakreslen na Obr. 3.2, hrani¢ni konecny
objem pak na Obr. 3.3.

Obr. 3.1: Djkg = Dj N Tjk@

Obr. 3.2: Vnitin{ koneény objem Obr. 3.3: Hrani¢n{ kone¢ny objem

Mnozina vsech koneénych objemiu se nazyvé dudlni sif. Na Obr. 3.4. je zakreslena
tenkou ¢arou primdrn{ sit a silnou ¢arou sit dudlni.
Hranice I'j, je tvofena jednou nebo dvéma tseckami, tj.

Bit
Lie=J % (3.28)
a=1

kde Bj, = 1, kdyz oba uzly P; i P, jsou hrani¢ni, v ostatnich pfipadech g;, = 2, viz Obr.
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3.2 a 3.3. Zrejme ['j, = T'y;, usecky I'j, a I'y; oznacme tak, ze
o « J—
F]f — FE_]’ o = 1 ..... ﬁ]g
oy ’ v 2 . s> vz il il .
Vngjsi normalu konecného objemu D; na tisecce I'; oznacime n$, = (n7”", n5”")", viz Obr.
3.5 a 3.6. Ziejmé

DD

BN SN,

yA'A'A'A'A'A'A'A'A'A'AQ
A P I R A e i s  Pam e

Obr. 3.4: Priméarni a dudlnf sit

Obr. 3.5: Vnitini koneény objem Obr. 3.6: Hrani¢n{ kone¢ny objem
Necht S(j) je mnozina indexu vSech koneénych objemu sousedicich s koneénym obje-

mem D;. Zduraznéme, ze v piipadé P; € 02 mnozina indext S(j) obsahuje rovnéz index
—1 prislusny vnéjsimu koneé¢nému objemu D_. Ziejmé

Bie
on; = |J = |J U

LeS(j) 2e8(j) a=1
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3.2.1. Diskretizace.

Uvazujme Eulerovy rovnice ve 2D. Integraci rovnice (3.1) pfes kone¢ny objem D;
a uzitim Greenovy véty obdrzime

Bie
/ —-dx+ ) Z/ f1 nt £y (wn ‘”f} ds =o. (3.29)

eS(j

Tok
P(w,n%) = fi(w)n? + fo(w)ny’’ (3.30)

neni na spolecné ¢dsti I'j, konetnych objemu D; a Dy definovén v ptipadé, Ze funkce w
je na I'j) nespojitd. Jestlize w; := w|p, je restrikce w na Dj;, wy := wW|p, je restrikce
w na Dy, a jestlize wjre, # W|re,, tak kterou z funkef w;, w, méme do P(w,n$) za
w dosadit? Spravnd aproximace musi vzit v uvahu jak w; tak w,. Tok P(w, n; %) proto
aproximujeme tak zvanym numerickym tokem H(w;, wy, n ¥ n%). Volba numerlckeho toku je
klicovym bodem celé diskretizace a v dalsim textu navrhneme nékolik moznosti, jak lze
numericky tok zvolit.

Predpokladejme, Zze vhodny numericky tok jiz mame k dispozici a pokracujme v dis-
kretizaci rovnice (3.29), v niz tok P (w, n$;) nahradime numerickym tokem H(w;, wy, nf;),
tj.

Bit

D~—dX_ ZZ/ H(w;, wy, n%) dS. (3.31)

eS(j) a=1
Integral toku H(w;, wy, n ) po casti hranice I'j, oznacime jako
Bt
gio(wj, wy) Z/ H(w;, wg, ;) dS. (3.32)

V dalsim uvazujme nejjednodussi, po ¢astech konstantni, aproximaci v prostorové promén-
né x: priblizné feseni w je na kazdém koneéném objemu v proménné x konstantni, tj.

w(x, t)’D]- = w;(1). (3.33)
Pak
B¢
gje(wj, we) = Y H(wj, wy,n)|T), (3.34)
a=1

kde |I',| je délka dsecky I'%;. Od rovnice(3.31) tak dospéjeme k rovnici
/a—wdx——z (W, W) (3.35)
D, ot - gie\Wj, Wg). .
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Integral na levé strané vycislime a dostaneme

ow dw; dw
_ = = D —J
/D]. ot /Dj a = IDil=g

kde |D;| je plocha konetného objemu D;. Rovnice (3.35) tak nabude tvaru

dW
J - ___ Z gjé W],Wg (336)
ZES )

coz je soustava obycejnych diferencialnich rovnic proménnych w;(t). Casovou diskretizaci
lze provést nejjednoduseji pomoci explicitni Eulerovy metody. Jestlize 7 je délka ¢asového
kroku, t, = k7, k= 0,1,..., je rovhomérné déleni na casové ose a Wf je priblizné feseni
na konecném objemu D; v case tj, pak

-
Wj.;—’—l = Wf ~ D Z gjg(wf,wf). (3.37)

Poznamka 3.1. (o diskretizaci).

1. Necht h je nejdelsf strana trojthelniki triangulace. Aby pfiblizné feseni pro h — 0,
7 — 0 konvergovalo k feseni pfesnému, je tieba vznést jisté pozadavky jak na kvalitu
triangulace, tak na vzajemnou souvislost parametru diskretizace h a 7. Budeme
proto predpokladat, ze jsou splnény nasledujici diskretizacni predpoklady:

(a) Existuje konstanta ¢; takova, ze pro kazdy trojuhelnik 7; triangulace plati

h2

e kdyz h — 0, (3.38)

kde |T;| je plocha trojihelnika T;. Tento pozadavek zabranuje vzniku degene-
rovanych trojuhelniku.

(b) Existuji konstanty cs, c3 takové, ze

0<ec < < cs, kdyz h, 7 — 0, (339)

=~

tj. kdyz h — 0, pak také 7 < czh — 0, akdyz 7 — 0, pak rovnéz h < ¢;'7 — 0.

Z diskretizacnich pfedpokladi vyslovenych pro primdrni sit lze odvodit analogické
diskretizacn{ predpoklady pro sit dudlni. Necht tedy d = max; d;, kde d; je prumeér
konecného objemu D;. Diskretizacn{ podminky pro dudlnf sit pak jsou:

(a) existuje konstanta ¢} takovd, ze pro kazdy koneény objem D; plati

d2

|D | < ¢, kdyz d — 0; (3.40)
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(b) existuji konstanty c3, ¢} takové, ze

0<cy<=<qd, kdyz d, 7 — 0. (3.41)

2. Metoda konecnych objemu na dudlnich sitich byva v literatufe oznacovana jako

vertez-based FVM, strucné VB-FVM, nebot pfiblizné fesent na koneéném objemu D;

je povazovano za hodnotu ve vrcholu P; primdrni sité. Jinou casto pouzivanou meto-

dou prostorové diskretizace je metoda oznacovana jako cell-centered F'VM, struéné

CC-FVM. V tom piipadé se za konecny objem povazuje prvek primarni sité a za

Za prednost VB-FVM lze povazovat to, ze hranice konecnych objemu je tvoirena

vice useckami a kone¢ny objem tak obvykle 1épe vystihuje optimalni kruhovy tvar

odpovidajici charakteru siteni vin, viz Obr. 3.4. Jistou nevyhodou VB-FVM je to,

ze vrchol P; nenf tézistém konecného objemu D). 0

Numericky tok. Vénujme se nyni podrobnéji numerickému toku. Budeme predpokladat,
ze numericky tok ma nasledujici vlastnosti:

1) H(u,v,n) je definovany a lipschitzovsky spojity na D x D x Si, kde D je defini¢ni
obor toki i, f; a S; je jednotkovd koule v RY = {n € R? : |n| = 1}.

2) H(u,v,n) je konzistentni, tj. plati

H(u,u,n) = fi(u)n; + fy(u)ny = P(u,n). (3.42)

3) H(u,v,n) je konzervativni, tj. plati

H(u,v,n) = —H(v,u, —n). (3.43)

K osvétleni konzervativnosti uvedme pér vét. Predstavme si, ze numericky tok H(u, v, n)
vyjadiuje vytok latky w z oblasti €y, v niz w = u, do oblasti {2y, v niz w = v, a to ve
sméru vektoru n. Pak H(v,u, —n) vyjadiuje vytok z oblasti 2y do oblasti )1 ve sméru
opacného vektoru —n a tedy —H(v,u, —n) vyjadiuje vtok do oblasti €2y z oblasti 2.
Konzervativnost tedy znamena, ze to, co vytece z oblasti €2; do oblasti {2y ve sméru n,
oblast €2y kompletné ptijme, zadna latka se neztrati.

3.2.2. Vlastnosti diskretizace.

Kdyz navrhneme néjakou vypocetni metodu, je tteba urcit, zda dostatecné presné fesi
zvoleny problém. Zkoumame, zda metoda je stabilni, dostatecné presna a zdali a jak rychle
konverguje k pfesnému feseni. Tyto pojmy v nasledujicim textu zavedeme a vysvétlime.
Abychom se vyhnuli komplikacim spojenym s okrajovymi podminkami, budeme v této
¢asti predpokladat, ze Q = R?. Pro vysloveni nékterych teoretickych vysledki je vhodné
mit k dispozici diskretizaci hyperbolické tdlohy v 1D, tj.

ow  Of(w)
ot " oa

=0, w(z,0)=w(z). (3.44)
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Predpokladejme, ze tlohu (3.44) fesime na celé ¢iselné ose, tj. x € R, a pokud jde o cas,
tak predpoklddejme, ze ¢ € [0,00). Za primérn{ sit zvolime intervaly [z;,z;41] stejné
délky h. Dudlni sit koneénych objemu je pak mnozina intervali D; = [2;_1/2, Zj41/2], kde
Tjr12 = T; £ %h. Metoda konecnych objemu v prostoru a explicitni Eulerova metoda
v ¢ase vede ve shodé s (3.37) na schéma

k k_ T k ook ko ok
Wj+1 =W; — E[gj,j-i-l(wj’WjJrl) + gj,j—l(Wijq)]- (3.45)
V toku g; ;11 v bodé ;412 je obsaZen fiktivni jednotkovy vektor vnéjsi normaly n; ;41 =1
a podobné je v toku g; ;1 v bodé x;_1 /2 obsazen fiktivni jednotkovy vektor vnéjsi normaly
n;;_; = —1. Budeme pfedpoklddat, Ze numericky tok je konzervativni, tj. Ze

gj,j—l(Wf>W§?_1) = —gj_l,j(wf_l,w?).

Z (3.45) tak dostaneme

-
with = wi — E[gj,jﬂ(wfa Wi1) = 8j-15 (W1, W)l (3.46)

Zapis (3.46) lze zjednodusit, kdyz dolni indexy u g vypustime. Pak g(u, v) je tok vektoru
w zleva doprava pres rozhrani, vlevo od néhoz w = u a vpravo w = v. Diky tomu muzeme
(3.46) prepsat do vysledného tvaru

-
with = wh — E[g(vvf, wh) —g(wh |, wh]. (3.47)

O funkci g(u, v) budeme predpokladat, ze je spojita a konzistentni, tj. ze g(u,u) = f(u).
Schema (3.47) s témito vlastnostmi oznacime jako konzistentni schéma.
V dalsim se nam bude hodit obecny tvar vypocetniho schématu ve tvaru

wi = N(w), {wf, 0 € S(j)}), (3.48)
ktery zahrnuje jak 2D piipad (3.37) tak 1D piipad (3.45) pro S(j) ={j —1,j + 1}.
Stabilita. Necht w*(z) = w(z,t) je po ¢dstech konstantni funkce proménné z, kterd
na konecném objemu D; nabyva hodnotu Wf, tj. wh(z) = Wf pPro Tj_1/2 < & < Tji1/2,
j =0,41,42,.... Rekneme, ze numerické schéma (3.48) je stabilni, jestlize

W < W, k=01, (3.49)

Pouzijeme-li L normu, hovoifime o L? stabilité, nejcastéji se stabilita zkoumd v L! normé,
L? normé a v L™ normé. Pojem stability lze pfiblizné vysvétlit takto. Jestlize hyperbolicka,
rovnice neobsahuje zadny zdroj, pak mnozstvi |w]| ,materidlu“ w se nezméni, takze
idedlné bychom méli zadat ||[w**l|| = |[w*||. To bychom ale chtéli piflis, spokojime se
tedy s podminkou (3.49), kterd nam zarucuje, ze mnozstvi materialu alespon neroste.

Poznamka 3.2. Podminka stability byva nékdy formulovdna obecnéji, tieba tak, ze
zadame, aby

Wl <clwlll. k=0,1,...,
kde ¢ je konstanta. Definovat lze rovnéz tak zvanou slabou stabilitu, coz je podminka
W) < c(1+ )W), k=0,1,...,

kde ¢ a ¢* > 0 jsou konstanty. O
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Priklad 3.1. Uvazujme skalarni rovnici w; + aw, = 0. Jako numericky tok zvolme tak
zvanou upwind aproximaci g(u,v) = atu + a”v, kde a* = max(a,0), a~ = min(a,0).
Vsimnéte si, ze tok g je spojity a konzistentni. Podle (3.47) dostaneme schéma

k+1 k_ T

w; :wj—ﬁ[cﬁ(wk—w )+ a (why —wh)).

Predpokladejme, ze plati tak zvand Courantova-Friedrichsova-Lewyova podminka, strucné
CFL podminka,

lalT

<1. 3.50
2 (350)
Uvazme nejdifve piipad a = a™. Pak
wf“ = wf — %(w;? - wéﬂl).

Pfipomenme, Ze w*(z) je po ¢astech konstantni funkce nabyvajici na koneéném objemu
D; hodnotu wf. Proto ||w*|y = [ |w*(z)|dz = h>; jwh], takze

[+ —hz k] = hz ) (1 - —) 4 %w;tl
h[(l—%);\wkH—Z\wj ] = h 3 pell = ot

V ptipadé a = a~ obdrzime schéma

<

at \a|7'
w;‘?“:wf—T(wa—wf)—wf A ——(wy —wj)

a stejné jako v pifpadé a = at dostaneme stabilitu v L' normé. 0

Piiklad 3.2. Uvazujme hyperbolickou rovnici w; + Aw, = o, kde w je vektor délky s
a A je matice Tddu s. Za¢neme tim, ze rovnici zapiSeme v charakteristickych proménnych.
Necht AI‘Z' = )\Z‘I'Z‘, 1= 1, 2, Lo, S, T = (I’l, ro,... ,I‘S), D = diag(/\l, )\2, cey /\5), takze
AT = TD. Vyndsobime-li rovnici zleva matici T™!, obdrzime

(T 'w), + (T'AT)(T'w), =0 nebo-li u, + Du, = o,

kde u = T~ 'w jsou charakteristické proménné. Soustavu je tak mozné zapsat po slozkdch

ou; ou;
LN =0, i=1,2,...,5.

ot + ox ! y

Na kazdou z rovnic aplikujeme upwind aproximaci a dostaneme
T _ .

il ™ = [l = 5 N (il = [waljo) + A7 ([l = [w]))] . i=1.2,00s,

nebo-li
T _
Gt = T [D( —uh ) + D, — )



kde Dt = diag(A, Ay, ..., ), D™ = diag(A\{, A5, ..., A;). Jestlize bude splnéna CFL
podminka

|)\\T )
<1, =12 ..
h ! T

pak vypocet bude stabilni (pro ||u|| := max;<;<s ||u;||1) podle piikladu 1. Zpétnym pie-
chodem ke konzervativnim proménnym w odtud dostaneme

s, (3.51)

with = wh h[TD*T Hwh —wh )+ TD T Y (wh,, — wh)].
Oznacéime-li AT = TDTT™!, A~ = TD T!, pak vysledné schéma je tvaru

with = wh — 71; [AT(Wh—wh )+ A~ (wh, —wh)].
Ptislusny upwind tok

g(u,v) = Atu+ A v. (3.52)
Schéma je stabilni v normé ||w|| := maxj<;<, ||[T ™ w];||:. O

Piesnost se métri pomoci lokdlni diskretizacni chyby. Az na znaménko jde o chybu, kterd
vznikne tim, Ze do numerického schématu dosadime presné feseni. Dosadime-li do (3.48)
klasické feseni w(x,t), dostaneme

W2, tear) = N(w(zj, 1) {w(ze, 1), 0 € S(5)}) + 7€}

Clen sé? se nazyva lokdlni diskretizaéni chyba. Rekneme, ze schéma je fadu p v ¢ase a Fadu
q v prostoru, jestlize pro dostatecné hladké feseni

€5 < C(7% + h9).

Rikdme také, Ze schéma je konzistentni fadu (p,q) (s diferencidlni rovnici). Je-li p = g,
fikdme strucné, ze schéma je fadu p resp. konzistentni radu p. Jestlize jen |€f| — 0 pro
h, ™ — 0, fikdme, Ze schéma je konzistentni.

Priiklad 3.3. Uvazujme upwind aproximaci rovnice w; +aw, = 0, a > 0. Podle piikladu 1
mame schéma

ar
k+1 k k
wiT = wj — " (wj

takze lokalni diskretizacni chyba je definovana rovnici

- w;{fl)a

ar
F[w(xj, tr) —w(zj_1, ty)] + 7'5?.

Pomoci Taylorova rozvoje okolo bodu (x;, ;) dostaneme

w(xj, tey1) = w(wj, 1) —

1 at
W+ Ty + 27’ Wy = W — ?[w — (0 — h, + = h Wy )] +T€§?,
kde W = w(zj,ty), Wu = wy(x),t), Wy = wm(f,tk). Protoze w; + aw, = 0, dostaneme
k= L(WyT — awyyh), tj. schéma je fadu jedna v obou proménnych. O
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Monotéonnost numerického schématu je vyznamna vlastnost, ktera zarucuje fyzikalné
realistické chovani numerického feseni. Pti definici monoténnosti se omezime na skalarni
ulohu

ot ox

pro kterou je numerické schéma tvaru

ow 0N o 0) = uf(a), (3.53)

k- (w5, wyy) = g(wi_y, w})] = @(wy_y, Wi, w)y). (3.54)

w; J h J—1 g

Rekneme, ze schéma (3.54) je monotonni, jestlize funkce ® je neklesajjici funkei vsech
svych proménnych, tj.
Uj S vy, j = 1727 3 - ®(u17u27u3) S (I)(Uh/UQa/U?»)‘

Pro pochopeni smyslu monoténnosti uvedme néasledujici objasnéni. Piedpoklddejme, Ze
médme dvé piibliznd feseni u*(x) a v*(z) v case t; s vlastnosti u*(z) < v*(x). Kdyz z nich
pomoci monoténntho schématu spoéteme piibliznd fesenf u**1(x) a v¥*1(z) v case tgy1,
tak uF*(z) < vF*(z). Struéné:

ufF <oF = WP <M k=01, ..
Priklad 3.4. Uvazujme upwind aproximaci rovnice w; + aw, = 0,

T _
f“ = wf -7 [a*(w;‘-C — wf,l) +a (w}ﬁrl — wf)] .

Podminku monoténnosti

w

T _ _
uj = 7 [0 (=) o (i —wy)] <o — 3 at (v — ) + a7 (0 =)

prepiseme do tvaru
la|T atr a T la|T atr a T
B A e e e e A R A e A A

Je-li w; < vy, uj—1 < v, ujp1 < vy a je-li splnéna CFL podminka (3.50), pak je
posledni nerovnost splnéna a upwind schéma je tedy monoténni. 0

Konvergence. Omezime se na jednodimenzionalni tulohu (3.44). Uvazujme rovnomérné

Tj+1/2

déleni s krokem h na ose z a s Casovym krokem 7. Necht w) = 7 / w'(z)dr a wh
Tj—-1/2

je numerické Feeni ziskané metodou (3.47) na koneéném objemu D, v case ¢, k > 1.

Definujme funkci wy.(z,t), z € R, t > 0, predpisem

Wi (z,1) = w"

; bro mjys S < Tjyige, e S <Atpg,

3.55
j=0,+1,42,.... k=0,1,..., (3.55)

Uvazujme posloupnosti déleni {h,}>,, {r.}>,, pro které h, — 0, 7,, — 0 pro n — oo,
a pro 7,/h, plati (3.39). Nasim cilem je zkoumat, za jakych okolnosti wy,, ,, konverguje
k feseni w tlohy (3.44).
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Véta 3.1. (Laz, Wendroff). Necht tok g je spojity a konzistentni a necht w® € L>°(R)*.
Piedpokladejme, ze pro numerickd feseni wy, . plati
Hwhn,fn HLOO(]RX(O,OO))S S C, n = 17 27 ey

Wh, 7, —> W skoro vsude v R x (0, 00) pro n — oc.

Pak w je slabé feseni ulohy (3.44). O

Rekneme, ze numerické schéma je konvergentni fadu (p, q), jestlize
[ Wh iz — Wl oo ®x (0,000 < (79 + AP).

V nésledujici vété 3.2 budeme uvazovat linearni problém

ow ow 0

a linedrni numerické schéma (3.47). Linedrnosti numerického schématu pfitom mame na
mysli to, ze numericky tok g(u,v) je linedrni funkei jak v proménné u tak v proménné v.

Véta 3.2. (Lazova véta o ekvivalenci). Uvazujme linedrni hyperbolicky problém (3.56).
Linedrni numerické schéma (3.47) fadu (p,q) je konvergentni fadu (p, q), pravé kdyz je
stabilni. 0

Laxova véta o ekvivalenci plati pro podstatné sirsi okruh linearnich evoluénich problému.
Vétu lze napiiklad aplikovat na linearizované Eulerovy rovnice popisujici Siteni akus-
tickych vin.

Postacujici podminky konvergence nelinearni hyperbolické tilohy uvedeme jen pro skalarni
jednodimenziondlni lohu (3.53) a odpovidajici numerické schéma (3.54). Pfipomenme si,
ze schéma (3.54) je L*-stabilni, jestlize

[ [ o) < [Jw*[| ooy meboli  sup;|wi™ < sup;lwj, k=0,1,...,

a Ze totalni variaci TV (w*) funkce w” je vyraz

TV(wh) = > |wh, —wll, (3.57)

J
j=—o0

jak plyne z definice (2.62). Rekneme, ze schéma (3.54) je TVD (total variation diminish-
ing), jestlize

TV (w™ <TV(W*), k=01,... (3.58)

Véta 3.3. (o0 konvergenci). Predpoklddejme, ze

loc

1 [T+
(1) w® e L*(R) N L, (R), TV (w°) < o0, w) = E/ w'(x)dz, j=0,41,42,...,

Tj—-1/2
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(2) numericky tok g(u,v) je lipschitzovsky spojity a konzistentni,
(3) schéma (3.54) je L*-stabilni a je TVD.

Pak existuje posloupnost wy,, ., pribliznych feseni a funkce w takova, ze pro h, — 0,
T, — 0, wp,,-,, — w skoro vsude v R a w je slabé feseni tlohy (3.53).

Jestlize misto podminky (3) predpoklddame, ze
(37) schéma (3.54) je monoténni,
pak w je Kruzkovovo slabé entropické feseni (viz véta 2.3) tdlohy (3.53). O

Je znamo, ze monoténni schéma je fadu nejvyse jedna. Dilci teoretické vysledky a zejména
praktické zkusenosti vsak potvrzuji, ze lze konstruovat schémata vyssich radu, ktera jsou
L*-stabilni a TVD (pomoci technik zndmych jako rekonstrukce a limitovdnd, viz kapitola
3.2.5), a kterd umoznuji najit realisticka feseni tloh proudéni.

3.2.3. Godunovova metoda.

Uvazujme jednodimenziondlni tlohu (3.44) a numerické schéma (3.47). Otdazka zni:
jak zvolit numerické toky g(w¥ w¥, ) a g(w}_;,w¥)? Ukazme si, jak na to sel Godu-
nov. Omezime se na tok g(w}“, Wfﬂ), v piipadé toku g(wf_l, Wf) se postupuje podobné.
Pripomenme, ze tok g(wf, Wf +1) predstavuje tok vektoru w zleva doprava pies rozhrani
v bodé x;11/2, vlevo od kterého w = Wj? a vpravo w = W;-“H. Ptedstavme si na chvili,
e w = Wé‘? plati pro vSechna =z < xj112 a W = Wfﬂ pro vSechna x > x;1/2. Pak je
pfirozené definovat pfiblizné feseni v bodu z; 15 pomoci feseni Wg(x/t; wh, wr, ) Rie-
mannova problému

ow of(w) B
E—i_ o = o, w(z,0) =

v bodu z/t = 0. Godunovuv numericky tok tak je
fG(Wfa W?ﬂ) = f(Wr(0; W?a“’fﬂ))-
Po dosazeni do (3.47) tak dostaneme Godunovovu metodu

T ~ ~
witt = wi = = [B(WR(0;w), why)) — E(WR(0: W w)))] (3:59)

Obecné je Godunovuv numericky tok definovan predpisem
fo(u,v) = £(W(0;, v)), (3.60)

kde w(x/t;u,v) je feSeni Riemannova problému

u proz <0,
ot Ox v prox > 0.
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Priiklad 3.5. Uréime Godunovuv numericky tok pro hyperbolickou rovnici w;+Aw, = o,
viz piiklad 3.2. Ze vzorce (2.65) pro feseni linedrniho Riemannova problému dostaneme

w(0;u,v) = Z o;r; + Z Bir;, (3.62)

Ai>0 Ai<0
a odtud
fo(u,v) = Aw(0;u,v) = Z r\;oy + Z ri\Gi=ATu+ Av. O
Ai<0 Xi>0

Cviceni 3.1. Ukazte, ze pro linearni hyperbolickou rovnici w; + Aw, = o lze Godunovuv
numericky tok zapsat ekvivalentné v jednom z nésledujicich tvaru:

fo(u,v) = ATu+A"v, (3.63)
fo(u,v) =f(u) + Azwmri = f(u)+ A~ (v —u), (3.64)
fo(u,v) =f(v) — éAmn = f(v) — At (v —u), (3.65)
£ (u,v) = % F(u) + F(v) — 2 |)\Z~|%rz~] _ %[f(u) ) — Al(v—u).  (3.66)

Vyuzijte cviceni 2.3 a to, ze: f(w) = Aw, ~; jsou slozky vektoru v = T~ (v — u),
A=A HAL =N N A=AT AT A =AY - AT

Priiklad 3.6. Uvazujme Riemannuv problém pro Burgersovu tlohu

u pro x < 0,

wt (), =0, w0 ={ L BT

Pak Godunovuv tok

su? pro (u>vau+wv>0)nebo (u<vau>0),
fe(u,v) =< 20 pro (u>vau+v<0)nebo (u<vawv<0),
0 prou <0 < v.
Jde o piimy dusledek piikladu 2.10, kde staci zvolit wy, = u, wgp = v a x/t = 0. 0

Regeni Riemannova problému (3.61) obecné nemusi byt snadné. Proto se misto Godu-
novova toku fg ¢asto pouziva néjaka jeho aproximace fg, oznacovana jako Riemannuv
numericky tok. Vénujme se tedy moznému vybéru Riemannova toku a to pro jednodu-
chost ve skalarnim piipadé. Uvazujme tedy tlohu

8w+8f(w)zo’ w(x,O):{qux<0’

ot or v pro x > 0.
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Jestlize a(w) = f’(w) neméni znaménko, pak metodou charakteristik dostaneme

R VDot ORI L S Y

Tento vysledek rozsitime na piipad, kdy znaménko a(w) neni potdd stejné. Funkei f(w)
rozlozime tak, ze

flw) = fH(w)+ f~(w), pricemz (f)'(w) >0, (f7)(w) <0,
a definujeme
fr(u,v) = fH(u)+ f~(v). (3.68)
Jestlize a(w) = f'(w) neméni znaménko, dostaneme diive odvozeny tok (3.67): kdyz
pro a(w) > 0, volime f+ = f, f~ =0, apro a(w) <0 volime f+ =0, f~ = f.
V obecném piipadé

=300+ [ =300+ [ @

kde f'(¢) = a(q) = a*(q) + a™(q), a* () = max(a(q),0), a~(¢) = min(a(q),0).
Vzorec (3.68) 1ze zapsat ve tvaru zndmém jako Engquistiv-Osheriuv numericky tok

frolu0) = 5 () + £0) = [ la(w)]dw). (3.69)
Skutecné, protoze |a(w)| = a™(w) —a™ (w) =
Fro(u,v) = 3§ £ () + F(u) + F*(0) + f~(0)
75 () = £ () = () = F @]} = ) + ()

Formélni zobecnéni Engquistova-Osherova toku (3.69) z jedné do vice dimenzi navrhneme
ve tvaru

Hyo(u,v,n) = %(P(u, n) + P(v,n) /u " 1P(w.n)| dw), (3.70)

(/) (w) — (f)(w), dostaneme

kde P(w,n) = DP(w,n)/Dw je Jacobiho matice toku P(w,n). Clen [ |P(w,n)|dw
ve vzorci (3.70) berme prozatim jen formalné, jeho konkrétni vyznam upfesnime pozdéji.
Necht {\;(w,n)}{_; jsou vlastn{ ¢isla matice P(w,n),

Dt =diag(\f, AS, ..., \)), D™ =diag(A{, A\, ..., Ay),
kde A\ = max(\;,0), A; = min(\;,0), a dale

D = diag(M], Aol M),

Pt=TD'T!, P =TD T' |P|=TDT"
Protoze D =D" + D, |D| =D" — D™, mdme

P-P"+P-, |[P|=Pt-P.

Nyni uz muzeme prikro¢it k vyhodnoceni vzorce (3.70) pro vektorovy Engquistuv-Osheruv
numericky tok. K tomu ucelu se nam budou hodit dvé nasledujici aproximace:
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(a) formalnim pouzitim obdélnikové formule dostaneme

/ |P(w,n)|dw ~ ’P (u;—v’n)

(b) jeslize P je homogenni fadu 1, viz (3.17), obdrzime

%(’P(u,n) +P(v,m) =P <“;V,n) -P (“;V,n) Y 6w

(v —u), (3.71)

Dosazenim (3.71) a (3.72) do vzorce (3.70) dostaneme

Hyuo(u,v,n) ~ P u—FV’n u+v_P u+v’n v-u _
2 2 2 2

p+ u+v’n u—l—v+P_ u+v,n u—l—v_
2 2 2 2

p+ u+v’n v—u_P_ u—l—v’n vV—u _
2 2 2 2
Pt (u_gv,n)u—FP_ <u—2kv’n> V.

Dostali jsem tak Vijayasundaramuv numericky tok

Hy(u,v,n) =P* <u+v,n)u+P_ (u+v’n) V. (3.73)

2 2

Vijayasundaramovo schéma lze povazovat za cdstecné upwind schéma: o aproximaci toku
P(w,n) = P(w,n)w na rozhrani oddélujicim stavy u a v rozhoduji znaménka vlastnich
¢isel A\i(3(u+ v),n) ve zprumérovaném stavu 3(u +v).

Vyjdeme-li z analogie Riemannova toku (3.68) a predpokladdme homogenitu P, do-
staneme

H(u,v,n) := P (u,n) + P (v,n) ~ P (u,n)u+ P (v,n)v.
Takto definovany numericky tok
Hsw(u,v,n) = P (u,n)u+ P (v,n)v (3.74)

se nazyva Stegeruv- Warminguv numericky tok. Stegerovo-Warmingovo schéma lze pova-
zovat za uplné upwind schéma: o aproximaci toku P(w,n) = P(w, n)w na rozhrani mezi
stavy u a v rozhoduji znaménka vlastnich ¢isel A\;(u,n) a \;(v,n) stavi u a v. Plné
upwind schéma vnasi do vypoctu tak zvanou numerickou difuzi, kterd prudké zmeény
presného teSeni zhlazuje a rozmazava.

Jestlize ve vzorci pro Engquisttiiv-Osheruv tok (3.70) uzijeme jen aproximaci (3.71),
dostaneme Van Leertv numericky tok

Hy o (u,v,n) = % (P(u, n) + P(v,n) — 'P (“QJH>

(v— u)) . (3.75)
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Poznamenejme, zZe v literatuie se Van Leeruv tok standardné uvadi v jiné formeé, viz [52],
28], [53], zde uvedeny tvar Van Leerova toku lze najit tieba v [17], [18], [54].

Metoda koneénych objemu (3.37) zalozend na pouziti Vijayasundaramova, Stegerova-
Warmingova a Van Leerovva toku patii do skupiny metod oznacovanych jako metody
rozkladu toku, anglicky flux vector splitings methods, strucné FVS metody.

Roeova metoda. Jeden z nejpopularnéjsich numerickych toku sestrojil Roe. Nejdiive
vysvétlime zakladni myslenku Roeova pristupu a pak ji aplikujeme na Eulerovy rovnice.
Uvazujme Riemannovu ulohu (2.63)—(2.64), tj.

ow ow u, z <0,
— 4+ Aw)— = =
ot +Aw) ox o, w(z,0) { v, x>0,

kde A(w) = Df(w)/Dw je Jacobiho matice toku f a u, v jsou konstantni poc¢atecni stavy.
Roe aproximoval nelinearni Riemannovu tlohu (3.76) linedrni tlohou

(3.76)

ow - u, z <0,

ow
rn +A(u,v)— o = O w(z,0) = { (3.77)

v, =>0.

Pozadoval pritom, aby Roeova matice A= A(u v) méla nasledujici tii vlastnosti:

Vlastnost (A): Hyperbolicnost linearizované rovnice, tj. zddame, aby matice A méla redl-

na vlastni cisla )\1, )\2, . )\ a uplny systém linearné nezavislych vlast-

nich vektoru rl,rg,.. ,T's, pricemz At = it iy, 1= 1,2,...,s. Jestlize

T = (r1,Ty,...,I5), D= dlag()\l,)\Q,...,)\ ), pak AT = TD, nebo li
A=TDT . (3.78)

Vlastnost (B): Konzistence ptiblizné Jacobiho matice As presnou Jacobiho matici A, t;j.
A(u,u) = A(u). (3.79)

Vlastnost (C): Konzervativnost toku f(w) = A(u, v)w na nespojitostech, tj.
f(v) —f(u) = A(u,v)(v — u). (3.80)
Tato podminka vychazi z Rankine-Hugoniotovy podminky pro toky f a f:

f(v) —f(u) = s(v—u) = A(u,v)v — A(u,v)u.

Predpokladejme, ze matici A uz méme k dispozici. Pak teSeni linearizované ulohy
(3.77) 1ze podle (2.69) vyjadrit ve tvaru

kde 4; je i—téa slozka vektoru 4 = Tﬁl(v — u). Odpovidajici Godunovuv tok pak je

fo(u,v) = Au+ Z Adit; = Au+ A~ (v — u), (3.81)

;\¢<0
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kde A-=TD T ', D = dlaug()\1 ,)\2 ..., A7). Roetv tok dostaneme modifikaci Godu-

? s

novova toku fg tak, ze tok f(u) := Au nahradime tokem f(u) = Au. Tak dostaneme

froc(u,v) = f(u) + Z Ahit; = £(u) + A~ (v — u), (3.82)

<0

Pomoci (3.80) obdrzime ekvivalentni vyjadfeni Roeova toku ve tvaru

froc (1, v) = f(v) — Z Fidit; = £(v) — AT (v —u). (3.83)

fRoe(ua V) =3

S R R R 1 .
£(w) +£(v) - Z%wri] =3 [fW +£(v) = [Alv —w)] . (3.89)
Formalnim zobecnénim Roeova toku (3.84)dostaneme
1 N
Hpoe (0, v,0) = [P(u, n) + P(v,n) — |P(u,v,n)|(v u)} . (3.85)

Vsimnéte si, Ze Roeuv tok (3.85) lze ziskat také z Engquistova-Osherova toku (3.70) tak, ze
v ném nahradime Jacobiho matici P(w, n) linearizovanou matici P(u,v,n). Pro Eulerovy
rovnice Roe nasel matici P (s vlastnostmi (A)—(C) pro P, P, P misto A, f, A) ve tvaru

P(u,v,n) = P(w,n), kde w=w(u,v) (3.86)

je vhodné zvoleny vektor zavisly na u, v. Pro vétsi srozumitelnost zapiseme w jako funkci
vektori wy, wg misto u, v, tj. w(u,v) = w(wp, wg). Jestlize

. WL = (QL, oLur, QLULaEL>Ta Wpgr = (QR, ORUR, QRURaER)Ta
pa

vAv(vaa WR) = (@7 @Tl, éﬁa E)Ta (387)
kde

= [Lva+vam|
\/Q_LUL+\/Q_RUR’

U =
VOL T \/0R (3.88)
5 VOrLUL + \/ORVR
VoL ++/or
- 1 1 . vorHrp + \/JorH
E = —QH—l——Q(u +0%), piicemz H = oLL OrTR
v 2y vor ++/or
a Hp, Hp pocitame podle (3.8), tj
E 1 E 1
Hy=T2L — —(@2 +02), Hp= 128 (13 +12). (3.89)
or 2 orR 2
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Pfipomenme, ze podle (3.13)
[P(W,n)| = T(W,n)|D(W,n)|T"'(W,n). (3.90)

Matice T, |D| a T~! neobsahuji ¢ ani E, viz (3.15), (3.14), (3.16), takze p ani £ nepotie-
bujeme. Tyto matice vSak obsahuji rychlost zvuku a, kterou je tfeba nahradit rychlosti

4 \/(7—1) {ﬁ— %(auw)}. (3.91)

PFipomeiime, 7e podle (3.14) vlastni ¢isla A; = \;(W,n), i = 1,2, 3,4, matice P(W,n) jsou

A A

M=0n—a, A=>N=0, M=i+a  kde o,=1an, +ons. (3.92)
Jestlize 4 = T~}(w,n)(v — u), pak
[P(W, n)|(v — u) = T(W,n)|D(W, n)| T~ (W,n)T(W,n)y = T(W,n)|D(W, n)|4.

Uvéazime-li, ze T(W,n) = (r1(W,n), ro(W,n), r3(w,n), ry(w,n)), pak

Hpzoe(u, v, n) :% P(u,n)+ P(v,n) Z%M w,n)|r;(w,n)| . (3.93)

=1
Vypocetné vhodnéjsi je ekvivalentni zapis
Hgoe(u,v,n) = P(u,n) + Z% (W, n)r;(w,n), (3.94)
coz je analogie k (3.82), nebo

Hpoo(u,v,n) = P(v,n) = > 4:Af (W, n)r;(%,n), (3.95)
>0
coz je analogie k (3.83).
Toky (3.73), (3.74), (3.75) a (3.85) spliuji podminku konzistence (3.42) a podminku
konzervativnosti (3.43). Konzistenci lze ovéfit snadno. Konzervativnost 1ze dokdzat uzitim
rovnost{ P(w,—n) = —P(w,n), P*(w,—n) = —P~(w,n), P~ (w,—n) = —P*(w,n),
[P|(w, —n)[ = [P|(w,n).

Entropy fix. Praxe i teorie potvrzuji, ze kdyz
Ai(u,n) <0< \(v,n), =14, (3.96)

pak numerické metody Godunovova typu mohou vytvotit ve spojité viné zfedéni falesnou
razovou vlnu, v anglicky psané literatutre oznacovanou jako rarefaction shock nebo expan-
sion shock. Expanzni Sok se vyrazné projevuje zejména pii pouziti Roeova numerického
toku. Oprava numerického toku, ktera tento nezadouci jev odstranuje, se v anglicky psané
literatute oznacuje pojmem entropy fiz, vice viz [33], [52], [12]. Nésleduji dvé ukazky
pouziti entropy fixu.
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a) Entropy fix podle Hartena a Hymana, viz [24], podrobnosti viz [52].

a) Jestlize Ao(W,n) = A\3(W,n) > 0, spoc¢teme u* = u + 4111 (W, n), polozime
)\1 (U*a Il) B )‘1 (W, Il)

- A(u,n ro A\i(u,n) < 0 < A(u*,n),
o[ e PR o () <0< M
A1(W,n) v ostatnich piipadech,
a ve shodé s (3.94) klademe
HRoe(ua V) = 'P(u, n) + ’3/1;\1_1'1(\27, l’l). (397)

B) Jestlize Ao(W,n) = A\3(W,n) < 0, spocéteme v* = v — Jury(W,n), polozime

)\4(W, n) — )\4(V*7 n)

- A A (V* 0<A
- 4(v,n) M (vom) = A(vem) pro A\y(v*,n) < 0 < M\y(v,n),
Ay(W,n) v ostatnich piipadech,
a ve shodé s (3.95) klademe
Hpoe(u,v) = P(v,n) — A4\ rs(W, n). (3.98)

b) Harteniv entropy fix, viz [22], také [34]. Pro Roeuv numericky tok ve tvaru (3.93)
se osvedcil jednoduchy Hartenuv entropy fix: plati-li (3.96), nahradime |);| vyrazem

ds(Ni), i =1,2,3,4, kde
A%+ 92

Ps(N) = 26
Al pro |A| > 9,

pro |\ <0, (3.99)

a 0 € [0,1; 1] je volitelny parametr. Nevyhodou tohoto piistupu je to, ze parametr § je
tfeba pro kazdy konkrétni problém vhodné vyladit.

Pro Roeuv tok ve tvaru (3.94) a (3.95) pouzijeme
NS =3 =o)L A = 5[+ ds ()] (3.100)
Rusakoviv numericky tok. Existuje fada dalsich, v praxi pouzivanych numerickych

toku, viz [52]. Uvedme jeden z nich, zndmy jako Rusakoviiv numericky tok, ¢asto uvddény
jako lokdlni Laxiuv-Friedrichsiv numericky tok, viz [52]. Rusakovuv numericky tok je tvaru

Hg(u,v,n) = % [P(u,n) +P(v,n) — Apax(u, v,n)(v —u)], (3.101)

kde Amax(u, v, n) je nejvetsi z absolutnich hodnot vlastnich ¢isel matic P(u,n) a P(v, n),

/\max(ua \Z n) = i1 H}la{q{*u v |/\Z(q> n)|

e ™

Délku kroku casové diskretizace 7, = t,,1 — t; je tfeba volit tak, aby vypocetni
schéma bylo stabilni. Pouzijeme analogii CFL podminky (3.51): zdddme, aby pro kazdy
konecny objem D; byla splnéna nerovnost

7| Af maxl10D;1/1Dj] < Copr. (3.102)

Clen | A% x| DFedstavuje pro
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(i) schémata (3.73), (3.74) a (3.75) reprezentanta absolutnich hodnot vlastnich ¢isel
{Xi(w,n)}{ | matice P(w, n) na hranici 0D,

(i) schéma (3.85) reprezentanta absolutnich hodnot vlastnich ¢isel {)\;(w,n)}1, matice

P (W, n) na hranici 0D;.

(iii) schéma (3.101) reprezentanta absolutnich hodnot vlastnich ¢isel {\;(u, n), \;(v,n)}_,

matic P(u,n), P(v,n) na hranici 0D;.

Konkrétné pro Vijayasundaramovo schéma (3.73) a Van Leerovo schéma (3.75)

k k
wit+w,
Ai (JTaan>

pro Stegerovo-Warmingovo schéma (3.74)

k
!

,max| = max

i=1,...,4, £€S(5)
a=1,...,8;¢

Y

Ml = | max A (w)n5)

a=1,...,8;¢

pro Roeovo schéma (3.85)

|A§;,max| = i1 HﬁllaECES(j) })‘Z (W(Wf7 W?)’ n?ﬁ)} ;
a=1,....B5t
a pro Rusakovovo schéma (3.101)
Ajmad = max_ [ (af nfy)|

i=1,...,4, g=u,v
€eS(j), a=1,...,85t

Clen Cepr, je kladna konstanta, Copr, < 1.

Soustavu oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (3.36) jsme diskretizovali pomoci expli-
citni Eulerovy metody. To je metoda tadu jedna s malou omezenou oblasti absolutni
stability. Proto je tfeba hlidat délku ¢asového kroku, viz (3.102). Mdme-li vsak dispozici
vykonny a spolehlivy fesi¢ pro soustavy obycejnych diferencidlnich rovnic, nemusime se
casovou diskretizaci vubec zabyvat. Muzeme zvolit také implicitni metodu, kterd muze
byt z hlediska vypocetnich naroku velmi efektivni, naptiklad pokud nés zajiméa stacionarni
stav zkoumaného proudéni.

3.2.4. Okrajové podminky.

Pti vypoctu priblizného reseni Wj? podle schématu (3.37) musime uré¢it numericky tok
gjg(wj?, w/) na spolecné ¢dsti I'j¢ konecnych objemu D; a D,. Pokud je I';, ¢asti hranice
09, pak fiktivni konec¢ny objem D, reprezentuje vnéjsek oblasti 2 a je tu problém, jak

definovat wk.

Pevna sténa. Nejdifve uvazujme piipad, kdy I';, je soucasti pevné neprostupné stény.
V tom piipadeé je vektor rychlosti v proudici tekutiny rovnobézny se sténou nebo-li slozka
vektoru rychlosti kolma ke sténé je nulova. Je-li tedy n vektor kolmy ke sténé, musi
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byt splnéna podminka neprostupnosti, v anglictiné pouzivany termin je ,slip boundary
condition“:

v, =v-n=0. (3.103)

Na ¢ésti [';, pevné stény uzitim definiénich vztahu (3.9) a (3.2) dostaneme

2 Bie a]Z
P(w,n dS:/ vow+p | ! dS / o ds. 3.104
/Fje ( ) sz[ 2 Z % ]f ( )
0

Je proto pfirozené definovat g, ~ fr , P dS predpisem
J

0
S0 [T ng?
k k k
. ; = pF ) 3.105
g]Z(W]7W€> pj Zﬁyll |F |n04]f ( )
0

Vidime, Ze z ,vnéjstho* stavového vektoru w§ jsme potiebovali jen tlak pf a ten jsme
extrapolovali ,,vnitini“ hodnotou pé? z hrani¢niho konecného objemu D;.

Vtok a vytok. Necht n je vektor kolmy k hranici 0.

vtok do
vytok z

v, <0,

Jestlize na ¢asti I' hranice 0f2 je {
vy > 0,

fekneme, ze T je { oblasti 2. (3.106)

K uréeni vngjstho stavového vektoru wh v bodu Py € ar ¢ hrani¢niho konecéného objemu
D; pouzijeme aproximaci

ow  OP(w,nf)
By + EF =o0 (3.107)
transformované Eulerovy rovnice (3.26), ve které vynechdme clen 0Q (W, n%,)/0y reprezen-
tujici vliv teéného toku Q. Rovnici (3.107) uvazujeme v lokdlnim pravoto¢ivém soufadném
systému (Fp, T, ), v némz kladny smér osy 7 je ddn normalovym vektorem n, sméiujicim
ven z oblasti €. Dalstho zjednoduseni dosahneme tak, v rovnici (3.107) nahradime ne-
linedrni tok P(Ww,nf,) linedrnim tokem P (W}, n%)w. Pro z = &, w = W tak dostaneme
jednodimenzionélni linearni rovnici

ow ow
+A—= 3.108
ot Ox ( )
s konstantni matici A = P(W5,n%). Rovnici (3.108) uvazujme v lokalnich soufadnicich
r =2 < 0 a v lokdlnim case t > 0. Bod z = 0 odpovida bodu F,, polopfimka x < 0
reprezentuje body uvnitt oblasti €. Lokalni ¢as ¢ = 0 odpovida realnému casu ¢, ¢ > 0
pifslusi redlnému casu ¢; +¢. Funkce w(z,t) odpovidd funkei w(xo + zn, t + t).
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K rovnici (3.108) piipojime pocéatecni podminku w(z, 0) = w(z), kde w(z) odpovida
W(xg + 70y, t;,). Rovnici (3.108) fesime metodou charakteristik. Vynasobfme-li ji matici
T ! kde D = T 'AT = diag({\;}1,) je diagondlni matice vlastnich ¢isel matice A,
dostaneme

O[T 'w| O[T W]
A2 W poiapds W
o or°
nebo-li
0z 0z
Z iD= = 1
o + o7 o, (3 09)

kde z = T~ 'w je vektor charakteristickych proménnych. K rovnici (3.109) ptidame poca-

tecni podminku z(z, 0) = z°(z) , kde z° = T~'w". Slozky z; vektoru z vyhovuji rovnici
&zi
ot

+ \izi =0, x € (—00,0), t e (0,00), (3.110)

a spliji pocatecni podminku z(x, 0) = 22(x). ReSenf z(x, ) je na charakteristice 2/t = \;
konstantni, tj. z;(x,t) = z;(x — N\;s,t — s), s < t libovolné. Zamysleme se nad otdzkou jak
urcit hodnotu feSeni z; na hranici x = 0. Z duvodu srozumitelnosti nasledujicich tvah se
dohodnéme, Ze x je vodorovna a t svisla osa.

Jeli \; > 0, pak charakteristiky s kladnou smérnici 1/); mifi doprava a protinaji
osu t, takze teseni z;(0,t) je uréeno pocatecni podminkou: z;(0,¢) = 2?(—\;t). Hodnotu
charakteristické proménné z;(0,¢) proto nepredepisujeme ale extrapolujeme ji z hodnot z;
na charakteristice vchézejici do bodu [0, ¢].

Je-li vsak \; < 0, charakteristiky vychézejici z bodu [z,0], < 0, mii{ doleva, osu ¢
neprotinaji, takze poc¢dtecni podminka 2? nemd na hodnotu z;(0,t) zadny vliv. Hodnotu
charakteristické proménné z;(0,t) proto musime predepsat.

Vlastni ¢isla matice A jsou \; = v, — a, Aoz = U, Ay = v, + a. Pro nadzvukové
proudéni, tj. kdyz |v,| > a, maji vSechna vlastni ¢isla stejné znaménko, na vtoku zdporné
a na vytoku kladné. Na vtoku proto vSechny charakteristické proménné predepiSseme a na
vytoku extrapolujeme, a protoze w = Tz, to samé plati i pro primitivni proménné. Pro
podzvukové proudéni, tj. kdyz |v,| < a, dostaneme

na vtoku: Ay <0, Ay <0, A3 <0, \y >0 = 21, 29, 23 predepiSeme, 2z, extrapolujeme,
na vytoku: Ay <0, Ao >0, A3 >0, \y > 0 = 2z; predepiSeme, 29, 23, 24 extrapolujeme.

Co z toho ale plyne pro konzervativni proménné w = Tz a néasledné pro primitivni
proménné o, u,v,p? Na zdkladé praktickych zkuSenosti se na vtoku hustota a rychlosti
predepisuji a tlak extrapoluje, na vytoku se hustota a rychlosti extrapoluji a ptedepise se
tlak. Prehledné je situace zaznamenana v tabulce 3.1.

Pro vétsi srozumitelnost piipojujeme toto vysvétlent: je-li ¢f jedna z primitivnich promén-
nych of, uf, vy.py, pak

predepsana pomoci funkce ¢,

extrapolovéana. (3.111)

_—
@ = { Z,EX]’ k) je-li hodnota proménné ¢ {
J

j
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hranice | proudéni | predepsat | extrapolovat
-
vtok podzvukové 0, U, V P
nadzvukové | o, u, v, p
-
vitok podzvu ov? P 0, U, V
nadzvukové 0, U, U, P

Tabulka 3.1: Okrajové podminky

Z hodnot of, u¥, vf a pf primitivnich proménnych pak sestavime vektor wf konzerva-

tivnich proménnych.
3.2.5. Metody druhého radu.

Schéma (3.37) je tadu jedna jak v prostorové tak v casové proménné. Takova metoda
neni schopna dostateéné piesné aproximovat feseni, coz je obzvlast patrné v mistech, kde
se Teseni prudce meéni. Ukazeme si proto, jak lze ziskat metodu presnéjsi. Omezime se na
metodu fadu 2. V prostoru pouzijeme metodu zndmou pod zkratkou MUSCL (Monotonic
Upstream-Centered Schemes for Conservation Laws) a pro integraci v ¢ase pouzijeme
Heunovu metodu.

Prostorova aproximace. Metoda MUSCL je zalozena na po ¢astech linearni rekon-
strukei po ¢astech konstantniho feseni. Misto rovnice (3.36) pouzijeme rovnici

dwj B

Z &je(Wje, Wij), (3.112)
KES )

kde W, resp. Wy; jsou hodnoty zpiesnéného piiblizného feseni w; resp. wy na spolecné
hranici I'j, koneénych objemu D; resp. D, a

Bt
8e(Wje, Wej) ZH Wi ( Xy, t Wo(x X0y t),n J£)|F ol (3.113)

kde x5, jsou soufadnice stfedu usecek I'},

Zpresnene piiblizné feseni w; mskame rekonstrukei primitivnich proménnych o;, u;,
vj a pj. Az urcime 9;, 4;, ¥; a p;, polozime

v = by, 0= g 6105, ] = b/ (y = 1)+ 3;(i2 4 9?)

wy = 04, w = 0jU;, w = 005, wy = p;/(7y 2gjuj 03).

Protoze pii prostorové aproximaci nehraje ¢as zadnou roli, nebudeme ho v dalsim
explicitné vyznacovat. Necht ¢ je jedna z primitivnich proménnych o, u, v, p a necht ¢ je
odpovidajici po ¢astech linearni rekonstrukce. Na konetném objemu D; hleddme

(jj(X) =4q; + ijqj . (X — Xj). (3114)

Vektor 1;Vg; reprezentuje naklonéni roviny z = ¢; prochazejici bodem [x;, ¢;]. Gradient
Vyg;, sestaveny pomoci hodnot {q;, {q:}ecs(j)}, rovinu z = ¢; nakloni a skalar +; € [0, 1]
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pak toto naklonéni redukuje tak, aby nebylo piilis velké a aby po casové diskretizaci, pii
prechodu ¢ — 5.1, nevznikaly nezadouci oscilace. Idedlem je vytvoreni TVD-schématu,
viz (3.58).

Zabyvejme se nejdifve urcenim gradientu Vg;. Necht L(j) je mnozina indexu vSech
trojuhelniku obsahujicich vrchol P;. Na kazdém trojihelniku T, k € L(j), sestavime
linearni interpola¢ni polynom Ilq, ktery je uré¢en hodnotami funkce g ve vrcholech Tj.
Gradient Vg; pak definujeme jako vazeny prumér gradientu VIIq,

1

Vs | Dj|

> T N Dy VIgg. (3.115)

keL(j)

Skalar v; je v anglicky psané literatufe zndm pod ndzvem slope limiter, my budeme

~ev s

Barthova-Jespersenova limiteru (struéné BJ limiteru). Spocteme

min — : . : , max __ . , 3.116
q; min (qj Zrergg) q@) qj max (qj ZISSE'%(?:) Qg) ( )
uréime
35 = qj + Vg - (X5 — x;), )
(1, Tje = >
a7 — g
min (1,2—=1, ¢ >q, ¢, L€SG),a=1,...,8¢ (3.117)
@ = e — 95
j
min 1,w s T < g,
( Ge = 4 J
a polozime
= i o 3.118
¥; in Vit ( )
a=1,...,85¢

Ke vzorcum definujicim BJ limiter ptipojime nékolik vysvétlujicich poznamek.
L. Protoze q;(x$;) = q; +¥;(q5; — ¢;), z (3.116) — (3.118) plyne:
@M < Gi(xG) <@, Le S3), a=1,..., 8 (3.119)

2. Jestlize po castech konstantni funkce ¢, q|p, = ¢;, nabyva na D; svého minima, tj.

q; = q;nin, nebo maxima, tj. ¢; = ¢;"**, pak ¢; = ¢;. Skutecné: budto V¢; = o nebo

Vg; # 0 a1; =0 (podle (3.117) bude nejméné jeden z clent ¢, = 0).
4. Numerické experimenty prokazaly, ze v piipadech, kdy se uplatni limiter, tj. kdyz

na nékterych konecnych objemech 0 <1; < 1, pak metoda je fddu nizstho nez dva.
viz [18], kde je tato skutecnost testovana na shock-tube problému, viz cviceni 2.12.
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Tj—1 Zj Tjit1 Tj-1 Xy Tji+1 Tj—1 Zj Tj+1 Tj—-1 Xy Tji+1

Obr. 3.7: 1D rekonstrukce

3. Techniku MUSCL ilustrujme na jednodimenziondlnim piikladu. Necht uzly z; = jh,
Jj=0,%£1,..., definuji rovnomérné déleni na ose = a necht ¢; je piiblizné feseni na
koneéném objemu D; = [z; — 1h, z; + $h]. Pak linedrni rekonstrukce

dj+1 — gj-1
2h

Necht q;-nin = min(g;_1,qj, ¢j+1), ¢ = max(qj,l,qj,qjﬂ). BJ limiter 1; pak je
nejvétsi cislo z intervalu [0, 1], pro které ¢f"™ < ¢;(z) < ¢, v € D;. Vsimnéte
si, ze pro ¢; = ¢;"" nebo ¢; = ¢ musi byt ¢; = 0. Vzorec pro vypocet 1;
lze odvodit modifikaci vztahu (3.116)—(3.118). Na Obr. 3.7 je zakresleno nékolik
typickych konfiguraci: u prvni a tieti konfigurace se limiter neuplatni, tj. ¢; = 1,

u druhé a ctvrté se uplatni, tj. ©; < 1.

¢j(z) = q; +; (z — ).

Casova diskretizace. Rovnice (3.112) mizeme zapsat jako soustavu
dw

E :]:(W)a

kde w je vektor sestaveny z vektorti w; a F(w) je vektor sestaveny z vektoru
Fi(w) = —ﬁ > &ie(Wie, W)
71 tes(j)
Heunova metoda znamend vypocet podle schématu
Wi = wF 4 1r(ki + ko), ki = F(wF), ke = F(W" +7ky),
neboli
w'=wr 4+ rF(wh), Wl =wh+ lr [F(wh) + F(wh)].

Vratime-li se zpét k rovnici (3.112), dostaneme schéma

(3.120)

T A ~ ~ A ~ ~
W;C—i_l - Wf 921D Z [gﬂ(wﬁ'}?w?j) + gﬂ(“’%wzj)} .

ID; es ()
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Zduraznéme, ze nejdrive spocteme vSechna w7 a teprve pak pocitdme W}“H.
Metody vyssiho Ffadu. Existuje fada technik umoznujicich ziskat metody radu vyssiho
nez dva. Pokud jde o prostorovou diskretizaci, pak mezi nejznaméjsi patii metoda ENO
(Essentially Non-Oscillatory method), viz tieba [23], jeji modifikace WENO (Weighted
Essentially Non-Oscillatory method), viz tteba [29], a CENO (Central Essentially Non-
Oscillatory method), viz tieba [30]. Rad ¢asové diskretizace lze zvysit pouzitim vhodné
Rungovy-Kuttovy formule. Technika ADER (Arbitrary accuracy DErivatives Riemann
problem method) umoznuje zvysit soucasné fad jak prostorové tak ¢asové diskretizace,
viz tfeba [8]. Ve vSech uvedenych metodach se pro dosazeni vyssiho fadu prostorové diskre-
tizace pouziva rekonstrukce, ktera pro kazdy konecény objem pouziva hodnot ptiblizného
feSseni v sousednich konecnych objemech a v dalsich obklopujicich konecnych objemech,
jejichz pocet zavisi na pozadované presnosti rekonstrukce.
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4. ReSeni Eulerovych rovnic nespojitou Galerkinovou
metodou

Nejvyznamnéjsi pifznivou vlastnosti metody koneénych objemt je to, Ze zajistuje
splnéni zakonu zachovani lokalné na jednotlivych konec¢nych objemech. Dalsi priznivou
vlastnosti FVM je skutec¢nost, ze piiblizné feseni je jen po ¢astech spojité, coz je uzitecné
pii modelovani nespojitych jevi. Mezi méné priznivé vlastnosti FVM patii to, ze je dosti
tézkopadna, pokud jde o dosazeni vyssi presnosti prostorové diskretizace. V kapitole 3.2.5
jsme ukézali, jak 1ze rekonstrukei ze zdkladni metody radu 1 dostat metodu radu 2: jsou
k tomu zapotiebi bezprostiedni sousedé koneé¢ného objemu, na kterém se rekonstrukce
provadi. Rekonstrukce vyssiho radu je mozna jen zapojenim dalsich vrstev obklopujicich
koneénych objemu.

Nespojita Galerinova metoda (strué¢né DGM podle anglického Discontinuous Galerkin
Method) na to jde jinak. Vyssi presnost prostorové diskretizace dosahuje DGM stejné
jako metoda koneénych prvku, viz [16] (struéné FEM podle anglického Finite Element
Method): na prvku se pouzije aproximace vyssiho fddu presnosti (obvykle polynom do-
statecné vysokého stupné). Globalni aproximace je v8ak na rozdil od FEM nespojita
(proto nespojita Galerkinova metoda), coz je pro modelovani nespojitych jevu zadouci.
Ptiblizné tfeseni na jednom prvku pak souvisi s piibliznym feSenim na sousednim prvku
jen prostiednictvim hodnot obou pfibliznych feseni na spole¢né hranici téchto dvou prvka
podobné, jako je tomu v FVM. Prvek se tak chova jako konecny objem vyssiho fadu
presnosti. DGM v sobé tedy spojuje zakladni prednosti FVM (lokalni platnost zdkonu
zachovani, globalni nespojitost) a FEM (vysoky fad aproximace). DGM byva proto v li-
terature oznacovana také zkratkou DG-FEM (podle anglického Discontinuous Galerkin
Finite Element Method).

V této kapitole popiseme piistup znamy pod zkratkou RKDG (podle anglického Runge-
Kutta Discontinuous Galerkin). Pod timto ozna¢enim metodu zavedli B. Cockburn a C.-
W. Shu, viz [9]. Vykladu a implementaci RKDG metody je vénovana monografie Hestha-
vena [26]. Knihu doprovézi kolekce matlabovskych programu pro feseni 1D a 2D Eule-
rovych rovnic, ale i dalsich tloh, tfeba 2D Navierovych-Stokesovych rovnic.

4.1. Prostorova diskretizace nespojitou Galerkinovou metodou

Ptipomenme, ze diskretizujeme soustavu rovnic

ow of(w) Og(w)
—— = 4.1
ot + ox * oy © (4.1)

doplnénou o pocatecni a okrajové podminky, viz kapitola 1.5 a 3.2.4.

Budeme piedpoklddat, ze vypocetni oblast € je mnohothelnik. Uzavienou oblast €
vyjadiime jako sjednoceni Np uzavienych trojuhelniku, jejichz vnitiky jsou navzajem dis-
junktni, tj. Q = UjV:Tl T;. Hranice 0f) je sjednocenim Ng stran trojuhelniku pfiléhajicich
k hranici, tj. 00 = Ujvjl S;. Jestlize trojuhelniky T; a T, maji spoletnou stranu, na-
zveme je sousednimi a jejich spolecnou stranu oznacime jako I'jy. Stranu S, pithraniéniho
trojuhelnika 7} oznacime jako I'j,, kde £ = —k. Ke kazdému trojthelniku 7 pfifadime
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mnozinu indexu S(j) = {¢|T';, € 91;}. Pro vnitini trojihelnik S(j) obsahuje indexy

sousednich trojihelniku, pro piihrani¢ni trojihelnik pak S(j) obsahuje indexy sousednich

. oo . , . oy s 0 JONT
trojihelnikii a zdporné vzaté indexy hrani¢nich stran. Oznaéme jako nj = (n],n3 )"

jednotkovy vektor vnéjsi normély k hranici 07} na strané I';,. Rovnici (4.1) vyndsobime
testovaci funkci ¢, integrujeme pies trojihelnik 7j a uzitim Greenovy véty dostaneme

/Tj%_‘:fv.cpdx—/Tj [f(w) ‘3“0 + g(w)- aa?j dx +£§ / P(w,nj)-pdS =0,
kde P(w,n;) = f(w)ni’ + g(w)nd’. Pfiblizné fesenf na trojuhelniku T} znacime
w(x,1) = (w](x, 1), wh(x, 1), wi(x, 1), wi(x, 1))
a testovaci funkci na trojuhelniku 7j znacime
;(x) = (¢1(x), 2h(x), P(x), (%)

Funkce w; ( t), gp{ (x),7 =1,2,3,4, uvazujeme jako polynomy dvou proménnych stupné q.
Necht {EJ( ) hon o= %(q + 1)(q + 2), jsou Lagrangeovy fundamentalni polynomy na

vhodné zvolené mnoziné {x7 }"_, uzlu trojihelnika T}, takze

o 1 pro a=p,
o (xp) = P p a,B=1,2,...,n
0 proa # f,

Mezi uzly {xJ}"_, zafadime vrcholy trojihelnika 7}, dalsich ¢ — 1 uzlu zvolime uvnitt
kazdé strany trojuhelnika a zbyvajici n — 3¢ uzli rozmistime uvnitt trojuhelnika, vice viz
odstavec 4.1.1. Oznac¢me

4;(x) = (((x), 5(x), ... G,(x)".
Slozku wg priblizného feseni vyjadiime ve tvaru Lagrangeova interpola¢niho polynomu:
=D _ALMEX) =g x)A(1), i=1,234,
kde ot
Al(t) = (AL (1), AL (1), ..., AL ()T, i=1,2,3,4.

Parametry A (t) = w!(x),t), a = 1,2,...,n jsou funkce, které je tieba urcit. Slozky ¢
testovaci funkce volime podobné,

Z@Zaﬁé =4(x)0], i=1234,
kde
@] = (6},,6),...,01)", i=1234.
Parametry ©/. = ¢/(x/), @ = 1,2,...,n, mohou nabyvat libovolnych hodnot.
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Zbyvé rozhodnout, jak budeme pocitat tok P(wp,nj,) na hranici I'j,. Stejné jako
v metodé koneénych objemu si pomuzeme numerickym tokem. Pouzijeme tedy aproximaci

,P(Wha nj£>|rjg ~ H(W]7 Wy, Il]g)

kde H(u, v,n) je numericky tok, viz kapitola 3.2.1. P¥iblizné feseni pocitame z rovnic

it [ [ew G o) S 5
— . dx — f(w; +g(w;) —|dx + H(w,;, w;,n;y) @;dS =0,
/TV ot P - (w;)- O (W) By Z (Wj, We,1j¢) -

res(j)” it
., N7. Rovnici na trojuhelniku 7T; rozepiSeme do ¢tyi rovnic pro slozky

1(t), i = 2 3 4. Oznacime-li
f:(flaf25f37f4)T7 g =

dostaneme soustavu rovnic

Ow] 8@2 a J

(91,92, 93,94)", H = (Hy, Hy, Hs, Hy)",

dx +Z/H (W, We,njg)pldS = 0,

LeS(j)
kde i =1,2,3,4, j=1,2,..., Ny.

(4.2)

4.1.1. Maticovy zapis. V dalsim postupné vyjadiime jednotlivé ¢leny v rovnici (4.2)
Nejdiive vsak zavedeme oznaceni

a0 = ([ade)” . [ade)” [agw]" [a0]")
NOR (PNIOIAT O

T

NINHOID

Integral na levé strané rovnice (4.2) vyjadiime takto

[ Shctan e

J

ele]" x| 410 - (01 M)
kde tecka nad Ag vyjadiuje casovou derivaci, tj. A7 = dA!(¢)/dt, a

M; :/TEJ[EJ]TdX

Toky f;(w;) a g;(w;) nahradime interpola¢nimi polynomy

J

(4.4)

Zfl (w,( X] 1)) (x)

Zgl (w,( X] 1)) (X)
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kde F;(A;(t)) a G;(A;(t)) jsou sloupcové vektory délky n o slozkéch
Fia(Aj(t) = fi (A1), Gia(A;(t)) = g: (AL(1)) |

a a=1,2,...,n.

AJ(1) = (AL (), Ady (1), Au (), AL (1)

Pak
&Pg 3@? 7T 1Qi j
filwi) ==+ gi(w;) dx = [©]] [SIFi(A;(t) + SIGi(A(t))], (4.5)
T, ox Jy
kde
. 0L , 0L
J J T J J 9T
S = i flax, Si= 5t T dx (4.6)

Pokud jde o kiivkové integrdly po strandch I'j, trojihelnika Tj, zvldst posoudime
piipad, kdy I';, = T; N T} je vnitini strana, a piipad, kdy I';, = S_; je strana hranicni.

Vénujme se nejdifve vnitini strané. Oznac¢me jako x3, o =1,2,..., ¢+ 1, uzly, které
lez{ na strané I'j, trojihelnika T, a necht XZ{Q) je uzel trojuhelnika Ty, ktery je s uzlem

45 —

xf totozny, tj. X)) = x/f. Nechf ¢/* je Lagrangetv fundamentalni polynom pifslusny

k uzlu x/*, takze

o 1 proa=7,
Ol = a,8=1,2,...,q+1.
0 proa# f3,

Ptiblizné feSeni wj, = Wj\pﬂ a testovaci funkce ¢ = ;| r;, ma slozky
wl'(x,t) = £, (x)Al'(t), ©I'(x) =£,x)0, i=1234,
kde £50(x) = (41'(x), (%), .., £51(x))" a
AL () = (A1), A1), - Al ()T, O] = (8]1,00,...,8].)", i=1,2,34

Oznacme jeste

anto = ([atw] " [atw] " [atw] " [atw] )

Slozku Hiy(wj, we,nje)|r,, = Hi(Wje, Wej,nje), i = 1,2, 3,4, numerického toku na strané
I'j¢ vyjadiime ve tvaru

Hi(Wje, Wej,me) = £1,(X)H (Aje(t), Agy(£),m50),
kde H;(Ajo(t), Ay;(t),n ) je sloupcovy vektor délky g + 1 o slozkdch

)

Hio(Ajie(t), Ag;(t),mj0) = Hi <Aff(t)> Al (), nﬂ) )

_ . . . . . T
A1) = (A1, AL, A1), A1) a=12...,q+1

T
A1) = (D)1, A% (0, Ay (0, A% (1) )
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Pak
/F Hi(wj, wi,m0) 0] dS = [0 M, H; (A (t), Ay (1), mj0), (4.7)
y
kde
M, = /F L€, dS. (4.8)
y

Prostiednictvim stran I'j, lezicich na hranici uplatnime okrajové podminky. Pro stranu
I'j¢ lezici na vtoku I'; nebo na vytoku I'o pouzijeme numericky tok H(w e, W, nj¢) pro
vhodné zvolenou funkci wy;. Na sténé je tcelnéjsi pracovat pifmo s tokem P (w;, np).

Jestlize strana I'j, lezi na vtoku I'; nebo na vytoku I'p, pouzijeme (4.7) s tim, ze
nékteré z primitivnich proménnych g;,(x2,t), wjp(x2, ), vie(x3,t) a pje(xi,t) predepi-
Seme a jiné extrapolujeme, viz tabulka 3.1. Z primitivnich proménnych pak sestavime
konzervativni proménné a ty dosadime do Affx (t). Tak tteba pro podzvukové proudéni na
vtoku predepiSeme hustotu a obé rychlosti, tlak extrapolujeme. Nejdiive tedy uréime

[Ada (D] + [Afa (1))
Afq (1)

pa(t)=(y—1) (Aiﬁ(f) -
a pak dopocitame

A1) = a(xdf 1), AZL(8) = a(xl tya(xd! ), A () = a(xi, t)o(x, 1),

, Lt 1 . . .
a0 =P 4 Lt ) (el 0 + (50 D)
/y —
Na sténé v, = un; + vng = 0. Odtud a z (3.9), (3.2) plyne, ze

P(Wa n) = (Oapnlapn% O)T
Podobné jako pro vnitini strany odvodime

/Hi(Wje,Wej,Hje)SOgdS d:ef/Pi(Wjéaan)SOgdS = [©])"M;Pi(Aj(t),ny), (4.9)

F]'[ F][

kde P;(Aji(t),nj,) je sloupcovy vektor délky ¢ + 1 o slozkach

Pia(AjZ(t>7 nj@) = PZ (Ag(t)7 nj@) ) o = 17 27 < q + L.

Soucet kiivkovych integrali po hranici trojihelnika 7} zapiseme ve tvaru

. AT
> /Hi(Wj,We,nﬂ)SOdeI > [@ﬂ M Hi(A;(1), Adl()), (4.10)
res(j)” it (€S(j)

kde
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H; (A (1), Ayi(t),n; Ii¢ Dy,
HL(A (1), Al(t)) = (el Best):mge) ] Tie @ Tw (4.11)
Pi(Ajg(t), Iljg) Pjg el'y.
Ke kazdé strané I';, sestrojime matici Ej, typu (n,q+1) takovou, aby
" = [0]"E;. (4.12)

Matici Ej, sestrojime takto:
1. matici Ej typu (n,q + 1) vynulujeme;

2. proa=1,2,...,¢+1 ur¢ime index () takovy, ze xé( ) = = x/¢, a do pozice (B(a), a)
matice E;; vlozime jednicku, tj. E;;(8(a), o) = 1.

Pomoci (4.12) pfepiseme rovnost (4.10) do tvaru
/ H (Wi, we,nje)pldS = [©]] Z E; M, H;(A;(t), Ag(t)). (4.13)
tes ()’ it teS()
Dosadime-li do (4.2) z (4.3), (4.5) a (4.13), dostaneme
. T .
[©7]" [MA] — SIF,(A;) - S)Gi(A) + Y BMHi(A;, A)| =0,
LeS(7)

Protoze vektor parametru G)g je libovolny, obdrzime soustavu obycejnych diferencialnich
rovnic

Al =FI(A), i=1,2,34, j=12,... Nr, (4.14)
kde
Fl(A)=M;! [SZCFi(Aj) +8/Gi(A;) — Z E; M Hi (A, Ay) | (4.15)
(e5())

4.1.2. Efektivni vyjadreni elementarnich matic. Vrcholy trojihelnika T; oznacme
jako vi, k = 1, 2, 3. Necht T je referen¢ni trojihelnik v roviné proménnych r, s, jehoz
vrcholy jsou body vy = [—1,—1], vo = [1, —1], v3 = [—1, 1]. Jestlize r = (r,s), pak

z;(r, s) , . . S :
= x,(r) = %(V%—FV%)—I—%(V%—V{ V%—V{)I‘ (4.16)
yj(ra S
je zobrazeni trojuhelnika 7" na trojuhelnik 7}, pricemz Vi =x;(vg), k=1,2,3,
J; = —(V2—V1 Vg—V{)

je Jacobiho matice zobrazeni x; a J; = detJ; je jakobidn. Ziejme

/dx:/|Jj|dr:2‘Jj|, takze |Jj| = 4T},
T T

J
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kde |Tj| je plocha trojihelnika T;. Inverzni zobrazeni k zobrazeni x;(r) je

(rj(x’y)> =r1;(x) = I (x — 5(vi + ).
sj(z,y)

Jestlize

Y B iy 1 g —i
J.:(r 5)’ pak J.lz(x y):_( s S>, (4.18)
To\y Yl ’ 5z Sy Ji \—

J
yr T

(4.17)

kde dolni index x resp. y resp. r resp. s znac¢i parcialni derivaci podle x resp. y resp. r

resp. s. Vzhledem k linearité zobrazeni x(r) jsou a2, x4, yI, yI 1, ri, s, sg konstanty:.
Necht {/,(r)}"_, je bdze v prostoru Pg(r) polynomu stupné ¢, tvorena Lagrangeovymi

fundamentalnimi polynomy stupné ¢ na vhodné zvolené mnoziné uzlia {r,}?_,, tj.

| 1 proa=4, B
Ea(rg)—{o pro o £ B, a,f=1,2,...,n.

Uzly x? a béazové funkce ¢/, na trojuhelniku 7} jsou urceny pomoci uzli r, a bazovych
funkei ¢, na referenénim trojuhelniku 7" prostiednictvim transformaci (4.16) a (4.17),

th = X;(ra), ﬁi(x) = la(rj(x)), a=12,.

coy M.

Rozlozeni uzli muze byt rovnomérné: uzly na stranach déli kazdou stranu na ¢ stejnych
dilkt, vnitini uzly dostaneme jako pruseciky spojnic uzli na stranach, v obrazku 4.1 jsou
rovnomeérné rozlozené uzly vyznaceny pomoci plnych kolecek.

Obr. 4.1: Rovnomérné a optimalizované rozlozenf uzlu, ¢ = 5, n = 21
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Optimalizovanou volbu uzli 1ze najit tfeba v [26], str 174-181, v obrazku 4.1 jsou opti-
malizované uzly vyznaceny pomoci ¢tverecku. Vsimnéte si, ze optimalizované uzly jsou k
vrcholum trojuihelnika blize nez odpovidajici uzly rovnomérného déleni. Ukazku optima-
lizovanych uzliu na referenénim trojuhelniku nabizi obrazek 4.2.

Obr. 4.2: Optimalizovana sif uzlii na referenénim trojtihelniku 7' pro ¢ = 4,6, 8,10

Strany vi{v3, vivi, viv{ trojihelnika T oznac¢ime postupné jako I'l, I}, I'}. Ukazku
znaceni uzli na trojihelniku 7 nabizi obrédzek 4.3.

Obr. 4.3: Uzly na trojihelniku Tj, ¢ =4, n =15

Necht {p,(r)}?_; jsou ortonormdln{ polynomy na referenénim trojihelniku 7", tj. plati

[t ={ g Poe” 2

86



Ortogonalni polynomy {p.(r,s)}?_; dostaneme Grammovou-Schmidtovou ortonormali-
zaci polynomu {ro‘sﬁ } 0<atB<q Efektivni konstrukce ortonorméalnich polynomu zalozend

na pouziti Jacobiho polynomu {PZ-(O"B) (T)}?:O je detailné popséna v [26], strana 173.
Oznacéme

E(I’) = (gl(r)a 62(1')7 cee 7€n(r>>Ta p(I‘) = (pl(r)7p2(r)7 s 7pn(r))T'

Protoze pa(I‘) = Zgzl pa(rﬁ)gﬁ(r)a

p(r) = VIe(r) (4.19)
kde
pi(r1) pa(r1) o+ pa(r)
v pl(.r2) P2(.r2) Pn(.l"z)
pie) palr)) o palr)

je zobecnénd Vandermondova matice funkei {p,(r)}?_,. Protoze

/T £(r)e"(r) dr = / V- Tp(r) [V Tp(r)]" dr = V—T/T p(r)p(r)Tdr V! =
=V Iiv't=(vvhL
Odtud a z (4.4) dostaneme
M; = 3| |(VVT) ™ (4.20)

Také matice 8% a S/ vyjadifme s pomoci ortonormélnich polynomu. Na zékladé pra-
vidla o derivovani slozené funkce plati

0 0 0r; 0 0s; -0 . 0 0 0o0r; 0 0Os .8 0
— ==+ ——""=rl—4s =, — =——+——=r—+5—.
Oxlt, Or dr  0s Ox or Os’  Oylr, Ordy  0Os; oy "ar T s
Proto
04;(x) ,r 1 oL(r) 1 [ Ob(x) r

J _1 J

.= [ 50 wac=3mi | [ R o [ FR @ ]

; 0€;(x) 0€(r) 0l(r)

J = J T =1 T i 2T

=y, oy £ (x) dx = 5|T;] _ry or — £ (r)dr + 5] | os £ (r)dr|.

V dalsim se vénujme vyjadieni integrali. Protoze

Opa(r) _ i apa(rﬁ)ﬁﬁ(r),

or = or
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dostaneme

op(r) _ ~sT
aT - Vr E(I‘),
kde
Opi(r1) Opa(r) Opa(ry)
or or or
Opi(ra)  Opa(ra) —  Opa(ra)
V, = or or or
Op1(rn)  Opa(ry) o Opn(ry)
or or or

je zobecnénd Vandermondova matice funkei {9p,(r)/0r}?_,

dl(r) . _70p(r)
or =V or

takze

=V IVIie(r) = (V,VHIV Tp(r),

/T ag(r)eT( )dr = / (V. V" HTv-Tp(x) (V*Tp(x))T dr =

(V,V~! Tv/ x)dr V' = (V, v HT(vvhH!

Podobné odvodime

ae( )eT( )dI' — (VSVfI)T(VvT)fl
T 68
kde

Opi(r1) Opa(r1)  Opa(ry)

Js Js Js
Opi(ra) Opa(ra)  Opa(ra)

V, = Js Js Js
apl (I‘n) ap?(rn) . apn(rn)

Js Js Js

je zobecnénd Vandermondova matice funkei {0p,(r)/0s}

S) = %|TJ|(TiSr + SchS)a y

kde

S, = (V,vhHT(vvhH~l s, =(v,v Hf(vvi)

38

S/ = 1|Ty|(riS, + 518,),

n_,. Celkem tedy

(4.21)

Ze (4.19) a (4.21) dostaneme

(4.22)



Pro matice M 'S7 a M 'S/ z pravé strany (4.15) soustavy (4.14) tak dostaneme

e , . e . .
M; S! =r!D, 4+ s.Dy, M; S]y = T?JJDT + s]yDS,
(4.23)

kde
D, =vVvIiivvhH= D,=vVIiivvhH

Dale se vénujme vyjadieni matic M. Usecku I'j¢ s koncovymi body v! a v? lze popsat

pomoci zobrazeni
Xjo(r) = 2[vi+va+ (va—vy)r], re[-1,1]. (4.24)
Odtud
M, = /F Ejg(x)eﬁ(x) dS = 3|T| /11 £(r)e™(r)dr.
» _
ARy

Zde |Tjo| = [v?—v!|je délka tsecky jpa £(r) = (£1(r), la(r), ..., Les1(r))T, kde {€n(r)
jsou Lagrangeovy fundamentalni polynomy stupné ¢ na mnoziné uzlu {fa}g;ll. Plati
pfitom, ze

xIt = %,(Fy), O (r) = Lo(r), a=1,2,...,¢+ 1.
Necht {po(r)}2"] jsou normalizované Legendrovy polynomy na tisecce [—1,1] , tj. plati

1 pI‘OOé:ﬁa a)ﬂ:l,Q,..-,q+1a

[ putrrpsto a={ el

a necht
p(m)  paAT1) e Pera(Tr)
_ pi(72)  Pa(T2) - Deyr(T2)
V = )
Par1(Tgs1)

P1(Tg+1)  D2(Tq+1)
1 Déle uz postupujeme obdobné

je zobecnénd Vandermondova matice funkel {p,(r)}i;.

jako u vyjadfeni matice M; a obdrzime
(4.25)

Mo = 5|05 (VVT) L
Prava strana (4.15) soustavy (4.14) obsahuje matice
2
M;'E;M;, = WVVTE]-(MJ[.
J
Necht Tje = I, pro ngjaké k € {1,2,3}, tj. k = k(4,£) je lokdlni ¢islo strany I'j; na

trojuhelniku 7. Pak Ejy = Ey; () a
T. _
| ”‘Bk(m, kde By = VV'E;;n(VVT)™ (4.26)

M 'E;M,, =
T T
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Pro ilustraci se vratime k situaci na obrazku 4.3. Pro k(j,¢) = 1 dostaneme

10000O0O0O0OO0OO0OOO0OO0OO0O0
0000O0O1TO0O0OO0OO0OO0OO0O®O0O®O0®O0
Ef=[000000000100000
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOT1IO0T® 0
0000O0OO0OO0OO0OO0OOO0OOOO0T1

Oznacime-li VVT = Z = (zy, 2o, . . ., 2,,), pak
VV'E, = (21, 26, Z10, 213, Z15)-

Podobné OdVOdime, Ze VVTEQ = (Z157 214,712, Zg, Z5) a VVTE3 = (Z5, 74,723,729, Zl)-
Pravou stranu F? soustavy (4.14) muzeme pomoci (4.15), (4.23) a (4.26) vyjadiit ve
tvaru

|Cel

FI(A)=(r.D,+s.D,)F;(A;)+(riD,+5/D,)Gi(A;)— Z

| | Bk 4,0 H (AJaAﬁ) (427)
tes() I

Matice D,., Dy, By, Bo, B3 sestavime jen jednou Geometricka data specifickd pro kazdy
trojithelnik T}, j = 1,2,..., Ny, jsou r3, 7, 51, 53, [Tj|, [Tjel a k(j,£),£ =1,2,3.
Soustavu oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (4.14) s pravymi stranami (4.27) zapiSeme

ve tvaru
A =F(A),

kde F(A) = ([Fi(A) [Fo(A) .. [Fr (AT, (4.28)
Fia) = ([Fia)' [Fya)] [Fia)]’, [Fia) )", j=1,2..., N

4.2. Casova diskretizace uzitim Rungovych-Kuttovych metod

Soustavu oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (4.28) fesime pomoci Rungovy-Kuttovy
metody zndmé pod zkratkou SSP-RK (podle anglického strong stability preserving Runge-
Kutta), viz [26]. SSP-RK metodu popiSeme pro rovnici

dw
i =F(t,w).

Necht w* je piiblizné feseni v ¢ase t;, a 73, je délka kroku. Pak s-stupiiovd SSP-RK metoda
je tvaru

Vo = Wk,
i-1

V; = Z [az‘jVj + 73:0i; F (th, + Cka,Vj] , 1=1,2,...,s, (4.29)
j=0

whtl = ..
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Jako priklad uvedeme dvé SSP-RK metody, dalsi lze dohledat v [26], [47]. Dvoustupnova
SSP-RK metoda tadu 2 je tvaru

Vo = Wk,

vi = v + T F (tg, Vo),

Vo = % [Vo + v+ Tk."'-(tk + Tk,Vl)] ,

Wil = v,

a tiistupnova SSP-RK metoda fadu 3 je dana predpisem

Vo = Wk,

= oo+ vi 7).
V3 = % |:VO + 2V2 + Qka(tk _'_ %Tk’ V2)] ’

wht = v,

Délku casového kroku 75 volime tak, aby byla splnéna CFL podminka typu (3.102).

Vyuzijeme toho, ze pro Eulerovy rovnice |Apax(W,n)| = |uny + vng| + a. CFL podminka,
konkrétné pro Rusakoviv numericky tok (3.101), pak znamend zvolit 74 tak, aby

Tk% (1 !+ [ 0|+ [a2)") < G, (4.30)
J
kde j=1,2,...,Np, L€ S(j),a=1,2,...,q+ 1,

¥ Jt
il __ AZoz 7l ABoz

il il
Qjoz_Ajlou a T T g0 a — T o
e
. 0 . 29 ) . YPe
ph = (v = DA%, — (X ([u]” + [03]))), ol = e

a kde horni index k v (4.30) znaci piiblizné feseni v case tx. Pro CFL konstantu Cepy, je
v [10] doporucena volba

1

Copp, = ———.
Rl 90+ 1

j

e gt
7", 02" a all v souladu s textem

Pro ostatni numerické toky volime v (4.30) hodnoty u
upresnujicim CFL podminku (3.102).

4.3. Potlaceni nezadoucich oscilaci

Metody vyssich radu vyvolavaji v mistech prudkych zmén ptesného feseni falesné
(nefyzikalni) oscilace. Pozorovat je muzeme zejména v okoli rdzovych vin a kontaktnich
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nespojitosti. Vznik falesnych oscilaci se oznacuje jako Gibbstv jev. Nezadouci oscilace
lze potlacit pomoci techniky oznacované anglicky jako slope limiting. Misto doslovného
prekladu omezovdani sklonu budeme pouzivat termin limitovani. Kvalitni limitovaci tech-
nika je popséna v [49], jeji implementace viz [26]. My se omezime na jednoduchou strategif
limitovéani, kterou zavedl Cockburn, viz [9]. Protoze limitovani souvisi jen s prostorovou
proménnou, zavislost prislusnych veli¢in na case vypustime.

Necht v je po ¢dstech polynomickd funkce, na kterou chceme aplikovat limiter II,

a necht u; = Iv;, kde v; = v|r,, je vysledek limitovani na trojihelniku T}. Symbolem

v]1 oznac¢ime ortogonalni projekei v; do prostoru polynomu stupné jedna. Budeme pred-

pokladat, ze v; md na trojuhelniku falesné oscilace, pravé kdyz je na ném ma '0]1. Necht
IT! je limiter pro funkce po ¢éstech linedrni. Limitovan{ funkce v; provedeme takto:

(a) urci w; = Mo},
(b) jestlize w; = vj, pak u; = v, (4.31)

(c) jinak u; = wj.

n

Ukazme si, jak ziskdme ortogonalni projekci v. Pomoci lagrangeovské béze {£o(r)}a_,

a ortonormalni béze {p,(r)}?_; odvodime
(%) = D AL(x) =) Alla(r;(x)) = ATL(r;(x)) = 6] p(r;(x)) = D 6 pal(r;(x)):
a=1 a=1 a=1

Protoze p(r) = VT£(r), viz (4.19), dostaneme
AGL(r(x)) = 8] p(r;(x)) = 6] VI L(r;(x)) = (V;)" £(r;(x)),
takze
A, =V, (4.32)

Predpoklddejme, ze p;(r) = p; je konstanta, pa(r) = po(r) je linedrni funkce proménné r
a p3(r) = ps(s) je linedrni funkce proménné s. Pak

v (%) = Y 8 palr;(x)), (4.33)

kde (87,683,85,...,00)T =8, = VA,
Vsimneéte si, Ze prumérnd hodnota v; funkce v; na trojthelniku 75,

~ 1 |.J] 1 LI 1 . ,
vj:@/ijj(x)dx:ﬁ Tv(r)dr:i/Zc%pa(r)dx:§/T5{p1dr:5{p1,

je rovnéz priumérnou hodnotou o' funkce v!.
Piejdéte nyni uz ke konstrukei limiteru IT!' pro funkci po ¢dstech linedrni. Zacneme
tim, Ze definujeme tzv. minmod funkci predpisem

minmod(ay, as, . .., a,) = smin(|ay], |az, ..., |ap|), (4.34)
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kde

1, kdyz a; >0,a2 >0,...,a, >0,
s=< —1, kdyz a1 <0,a2 <0,...,a, <0, (4.35)
0 jinak.

V dalsim vykladu budeme pouzivat znaceni uvedené na obrazku 4.4. Tedy, uvazujme

uhelnika Ty, Ty, 15, T3 a my, my, mg jsou stiedy stran trojihelnika 7.
—> =
Vektor bom;, i = 1,2, 3, vyjadifme pomoci vektort bob; a boby) , kde o(i) € {1,2, 3},
o(i) # i, tj.

bom; = a;bob; + ﬁibobg(i;-

e

Vektor bob,) pritom zvolime tak, aby konstanty a;, B; byly nezdporné. Pro piipad
e

z obrdzku 4.4 je o(1) = 2, 0(2) = 0(3) = 1. Konkrétné pro vektor bom; tak dostaneme

m; — by = a;(by — by) + S1(ba — by).

(=3
no
*---——

=

Obr. 4.4: Linedrn{ limiter na trojtihelniku Tp: oznacen{

Necht v je linedrni funkce, tj. stejnd na kazdém z trojihelniku Tj, i = 0,1,2, 3. Pak
ziejme

v(my) —v(bg) = ai(v(by) —v(bg)) + Bi(v(b2) — v(by)),

a protoze
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1
U = / vdx = v(b;), 1=0,1,2,3, (4.36)
T3] Jo,

plati

’U(ml) — T_)O = 061(1_)1 — T_)()) + ﬁl(’ljg — ’170) nebo—li Vo1 — ’1_101,
kde
vo1 = v(my) — Ty, T 1= oy (01 — Vo) + B1(V2 — Vo).

V souladu s obréazkem 4.4 podobné dostaneme

v = v(my) — Vg, Vo = Qa(Va — V) + Ba(V1 — Vo),
Vo3 1= v(mg) — Vg, Vo3 := a3(V3 — Vo) + P3(V1 — Vo).
Souhrnné tedy
vo; = v(m;) — 0y, Vo = (0 — Vo) + Bi(Vos) — Vo), ©=1,2,3. (4.37)

Po této piipravé muzeme pristoupit k popisu limiteru. Necht v je po ¢dstech linedarni
funkce, tj. na kazdém z trojihelnika 7;, « = 0, 1, 2, 3, je v obecné jina. Na trojihelniku Ty
vyjadiime

3 3
v(x) = Zv(mz‘)%‘(x) = Uo + ZUOZ'%(X), x € Ty,
i=1 i=1
kde ¢; jsou linedrni funkce s vlastnosti
i\ ) = . . yJ — Ly 4,9.
P 0 proi#j 7
Necht
A; = minmod (vg;, pvg;), i =1,2,3, (4.38)
kde p € [1,2] je volitelny parametr, v [10] je doporucena hodnota p = 1,5. Jestlize
S A, =0, limiter IT" definujeme predpisem

'o(x) = T + Z Aipi(x). (4.39)

Takto definovany limiter spliuje tii charakteristické vlastnosti.

1. Plati ,zédkon zachovani* IT'v = 7. Skutecné, protoze IT'v(bg) = v(by),

/T M'v(x) dx = |Tp|TTMv(bg) = |Ty|v(bg) = / v(x) dx.

To
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2. Limiter ,zachovava® linedrni funkeci, tj. pro linedrni funkci IT'v = v. Skuteéne, kdyz
je v linedrni, pak A; = vy; = v(m;) — v, odtud Iv(m;) = v(m;), i = 1,2,3, a tedy
My =wv.

3. Limiter omezuje gradient, tj. |[VII'v| < |[Vv|. Tak tomu skutecné je, jak plyne z ne-
rovnosti [T'v(m;) — vo| = |A;] < |v(my) — o), i = 1,2, 3.

Pro linearni funkci v je limiter IT'v definovéan predpisem (4.39), nebot pro linedrni funkci

Z§=1[U(mi) —v(by)] = Z?:l A; = 0.

Jestlize Z?:l A; # 0 spocteme

3 3
AF=N"AT A=) A
=1 =1

kde AT = max(0, A;), A; =min(0, A;), i = 1,2, 3. Kdyz AT = 0 (lokdln{ maximum) nebo
A~ = 0 (lokéln{ minimum), klademe IT'v(x) = 0. Jinak uréime

0% =min (1,|A7|/AT), 6~ =min (1, AT/|A7]),

a limiter IT' definujeme piedpisem

3
Mo(x) =0+ > Aipi(x), (4.40)
kde i=1
Ai=0tAT 467N, i=1,2,3.
Protoze Z?Zl A; = 0, limiter (4.40) splnuje prvni a tiet{ z vySe uvedenych charakteris-
tickych vlastnosti.
V [10] je doporuceno provadét limitovani v lokdlnich charakteristickych proménnych.
Nésleduje strucny popis takového postupu.
Necht v = (v1,v2,v3,v4)7 je vektor konzervativnich proménnych. Nejdifve urcime
vektory v; = v(b;), i =0,1,2,3, viz (4.36). Pak pro kazdé i = 1,2, 3 postupné
(a) sestavime matici T; vlastnich vektort Jacobiho matice P(vy, n;), viz (3.10), kde
jednotkovy smérovy vektor n; = (m; — by)/|m; — bgl;

(b) sestrojime vektory vo; = v(m;) — Vo, Vo; = a;(V; — Vo) + Bi(Ve) — Vo), viz (4.37);

(¢) aplikacf limiteru (4.38) na k-tou slozku vektort vi; := T;'vy a v§, = T; 'V
dostaneme Ak =1,2,3, 4, sestavime vektor A% = (A% A5 A AT a polozime
A; =T, A%

Déle postupujeme zase po slozkach, tj. postupné pro k = 1,2, 3,4 spocteme II'v;, pomoci
k-tych slozek AL A2 A? vektori Aj, Ay, Ag, a pak podle algoritmu (4.31) sestavime
[vy,. Tak dostaneme u = ITv = (ITvy, Ivy, v, TTuy) L.

Vektorovy limiter IT zafadime do SSP-RK metody (4.29) takto:

Vo = Wk,
i—1

vV, = Z [CLZ‘jVj + ka”f(tk + Cka,Vj)] ,V; = HVZ‘, 7 = 1, 2, ceey S, (441)
7=0

WIH_1 = Vg.
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4.4. 1D Eulerovy rovnice

fesfme pro z € [0,¢]. Necht 0 = z9 < 71 < -+ < zy = £ je déleni intervalu [0, /]
na N subintervalu D; = [z;_y,x;] délky h; = z; — xj_1, j = 1,2,..., N. Ptiblizné feseni
na D; je polynom stupné g, tj. wf(:p,t) =>7, Aga(t)ég(:p), kde ¢ = 1,2,3 jsou ¢isla
slozek a #J, jsou Lagrangeovy fundamentdlni polynomy piislusné uzlum {7 }"_, délenf
T =al <al<-o<al=z,m=q+ 1

Ortonomélni polynomy p,(r), @« = 1,2,...,n, na referentnim intervalu [—1, 1] jsou
normalizované Legendrovy polynomy definované rekurenci

a2
Cat1Pa+2(T) = TPa+1(r) — Capa(r), Coa = 20 —1)(2a + 1)’ a=12...,n-2
1 3
kd = N
e pi(r) NGA pa(r) \/gr
Na referenénim intervalu [—1,1] zvolime déleni —1 = r; < ry < --- < r, = 1, kde
To, @ = 1,2, ... n, jsou uzly Gaussovy-Lobattovy formule, tj. r, jsou kofeny polynomu
(1 —=72)pl,(r). Pomocf zobrazeni z; : D — Dj, x;(r) = %(:cj,1 +xj+hr),j=1,2,...,N,
volime 27, = ;(r,), @ = 1,2,...,n. Oznac¢me
A | |
A A7 A7, 1=1,2,3,
; i2 : _ .
Az: ) ) Aj: A% ’ Aja: A%a ’ j:1727"'7N7
o Al A}, a=12 ... n
A,
Podobné jako pro 2D Eulerovy rovnice odvodime
.9 o o
Al == [DF(A) + Hi(ALT ADvy — Hi(A], A v, ] (4.42)

J

kde D; = (VV,)T(VVT)~1,

pi(r1) pa(ry) pn(r1) pé(rl) p/z(rl) sz(l“l)
v | P (r2) p2 (.1'2) Pn(r2) v p1(.r2) pz(.r2) P (r2) |
pi(rn) pa(rn) - pa(rn) pi(rn) po(rn) - pl(rn)

Fi(A;) = (fi(A), fi(AY), ..., fi(AI)T, vy je prvni a v, posledni sloupec matice VV7.
Prog=0axz; =0jen=1,V,=0atedy D; =0, délevlzvn:%,takie (4.42)
neni nic jiného nez prostorova diskretizace metodou konecnych objemu.
Limitovan{ provedeme na bdzi algoritmu (4.31), limiter IT' pro 1D tlohu ale volime
jinak nez ve 2D, viz [9], [26]. Zavislost na ¢ase opét nebudeme explicitné vyznacovat.
Necht tedy v; je jedna z funkef w?, i = 1,2, 3. Oznaéime

(4.43)
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Do i merna : : I — v, v = (i e v = o
kde v; je prlimerna‘ hodnota v; na D; a v{ = v;(x]), ’Uln = vj(z],). Jestlize v; = vy
a soutasné v = v}, pak limitovdni neprovedeme, tj. II'v; = v;. V opacném pripadeé

limitujeme, tj.
I'v; = v; 4 (z — 2;) - minmod ([v;1},, (0; — 0j-1)/hy, (V31 — U;)/h;) | (4.44)

kde z; = %(xj_l +z;) a v} je ortogonalni projekce v; do prostoru polynomu stupné jedna.
Pro v; = w] lze odvodit, ze

o—d =Y,

JizT h.:
J

? T n

Pro ilustraci uvazujeme feseni Sod shock tube problému, viz priklad 2.12. Na obrazku
4.5: tecky jsou hodnoty DGM feSeni ve sttedech intervalu, tenkd cara je presné feseni.

kde (67,,07,,...,0.)T = 8/ = V-'AZ. Casovou diskterizaci provedeme podle (4.41).

hustota v ¢ase 0,20

09 r

0.7

0.5r

031

0.1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obr. 4.5: Sod shock tube problém, hustota, Rusakovuv tok, ¢ = 8, N = 250

Vypocet byl proveden pomoci mirné modifikovanych programu programu CDF1D Hestha-
vena, viz [26]. Experimentovani prokazalo, Ze pro feseni SST problému nem4 smysl pouzivat
DGM piilis vysokych fadu. Zcela postaci metoda fadu ¢ = 1 a limitovani (4.44) na
kazdém subintervalu, tj. bez ohledu na test (4.43). Vysledek takového vypoctu je uveden
na obrazku 4.6. Tentokrat zobrazujeme plné limitovanou hustotu jako po ¢astech linearni
funkci, tecky jsou hodnoty v koncovych bodech tsecek, kvuli vétsi ndzornosti zobrazujeme
jen vytez 0.6 < z < 1.
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Obr. 4.6: Sod shock tube problém, hustota, Rusakovuv tok, ¢ = 1, N = 250

Lepsi vystizeni vin spojujicich konstantni stavy 1ze dosdhnout pouzitim vétsiho poctu
subintervalu, viz obrdzek 4.7, DGM feSeni je zobrazeno ve stfedech subintervalu.
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Obr. 4.7: Sod shock tube problém, hustota, Rusakovuv tok, ¢ = 1, N = 2500
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5. Reseni Navierovych-Stokesovych rovnic pro stlaéi-
telné proudéni nespojitou Galerkinovou metodou

Omezime se na dvoudimenzionalni dlohu, tj. fesime rovnice

Z 6‘% :ZW- (5.1)

=1

Viskdzni toky muzeme vyjadiit, ve tvaru

2
(w, Vw) :ZAM 83% i=1,2. (5.2)
k=1

Jestlize oznacime Pr = k/(c,u), dostaneme, viz [25],

0 0 0 0
4 4 0 0
_2u 2
3 3
1&11:E )
% —v 0 1
At 2 E e i ( _1) i
(3“ TUTP [ | ’D (3 Pr) Pr)” Pr
0 0 0 0 0 0 00
2 2 _
200 -2 0 v 0 10
_K 2l 2 2
A w1 o0 ol Ay w2 0 ol
1 2. 0o 1 2 0
BUU v 3’LL uv v ou
0 0 0 0
—u 1 0 0
Ap=" 4 0 4 0
e 3 3
4 v E Y 4 v Y
2 2 2
_ 2 e 1__> 2_0 e
<u * 3" * Pr |:Q M }) ( pr)" <3 Pr Pr

Navierovy-Stokesovy rovnice (5.1) lze tedy zapsat ve tvaru

Z axz 22: ( g:;) (5.3)
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Diskretizaci zalozenou na nespojité Galerkinové metodeé je vénovano velké mnozstvi praci,
odkazy na nékteré z nich lze najit tteba v [11], [14]. Z nékolika znamych postupu popiseme
ten, ktery v roce 1997 publikoval Bassi et al. [3]. V dalsich letech pak Bassi se spoluautory
svou metodu propracovali, viz [4], z pozdéjsich praci uvedme tieba [5].

Diskretizace. Triangulaci 7 polygondlni oblasti 2 rozumime mnozinu {7} uzavienych
trojuhelniku vykryvajicich oblast 2, tj. Q@ = |J, T¢, pficemz kazdé dva ruzné trojuhelniky
triangulace jsou budto disjunktni nebo maji spoleény jeden vrchol nebo maji spoletnou
jednu stranu. Mnozinu stran vSech trojihelniki tringulace oznac¢ime F := FZ U FZ, kde
FZT je mnozina viech vnitinich stran F; ¢ 9Q a FP je mnozina viech hraniénich stran
Fg € 09Q. Pro F; € F% existuji dva trojuhelniky T a T~ takové, ze F; = T+ NT~
Dale oznacime n' resp. n~ jednotkovou vnéjsi normaélu trojuhelnika Tt resp. T~ na F7,
takze nt sméfuje do 77, n~ sméiuje do 7", zfejmé n™ = —n~. Pro hrani¢n{ stranu Fp
prihrani¢niho trojuhelnika 7' = T~ oznacime jednotkovou vnéjsi normalu jako n™, viz
obrazek 5.1.

Necht v je funkce definované a spojitd na TT i na T—, na F; = TT NT~ je vsak
v obecné nespojitd. Pak oznac¢ime jako v* hodnotu v ze strany trojihelnika T a jako
v~ hodnotu v ze strany trojihelnika 7~. Na hrani¢ni strané Fg piislusné piihrani¢nimu
trojuhelniku 7' zna¢ime jako v~ hodnotu funkce v definované na T'.

Fp -
Y
Obr. 5.1: Vnitini strana Fr =T NTT Obr. 5.2: Hranién{ strana Fg € 0N
Rovnici (5.3) prepiseme do ekvivalentni soustavy tii rovnic prvniho fadu
o; = Aik(w)g—;‘;, 1=1,2, (5.4)
ow N ofi(w)  Oo; (5.5)

pro neznamé o, o2 a w. Pro zjednoduseni zapisu zde i v dalsim pouzivame Einsteinovu

sumacni konvenci a budeme také vynechavat explicitni vyznaceni zavislosti f; a A;, na w.
Ptechod ke slabé formulaci dostaneme tak, ze rovnice (5.4) ndsobime testovacimi funk-

cemi ;, seCteme je a integrujeme ptes ). Integraci provadime po trojtihelnicich, takze

Z/T p; - o dx:Z/T p; - (Aikg—:;) dx. (5.6)
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Podobné rovnici (5.5) ndsobime testovaci funkei ¢ a integrujeme ptes €2,

Z/‘P o dx+z/“" axzdx_z/"’ g: (5.7)

Veénujme se nejdiive rovnici (5.6). Jak uvidime, v dalsim se ndm bude hodit rovnost

_ ow B T ow
; 1,bi-0'idxz/Te Y, - (Alka—xk) dx—/e (A ¢) - s dx. (5.8)

Pravou stranu rovnice (5.6) upravime pomoci Greenovy véty. Na vnitinich strandch pritom
nahradime dvojzna¢énou funkci w aritmetickym prumérem %(WJr + w™). Tak dostaneme
aproximace s; toku o;. Definujeme

Z g P - s;dx = %Z /8T1 (nkAz,;fl,bz)f (wh+w)dS (5.9)

+Z/ nkAzkwl -w?dS — Z aa (Azl; Z) -wdx,
Te

kde OT! je ¢ast hranice 9T, lezici uvniti Q a 9TP je ¢dst hranice 0T, lezici na 9. Funkci

w? uréime podle typu zadanych okrajovych podminek. Piipomenme, Ze

(N AL )" | = ng AL (W )y, FeF.

Jestlize k pravé strané rovnice (5.9) pficteme a odecteme ¢len

Z /6T (nkAz];’l,bz)_ -wodx,

po upravé dostaneme

>, wesdx=g Z /8 | (eALag) (v - w)ds
—i—Z/ (nAlap) - (WP —w7)dsS (5.10)

+Z[/an (AL -wds — [ 2 (ALap;) - de}.

T. aﬂ?

Pomoci Greenovy véty a vztahu (5.8) vyjadiime posledni ¢len na pravé strané rovnice
(5.10) ve tvaru

e

Z/ WP; - ( ho— )dx. (5.11)
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Oznacime-li

0
5 —s — Ai’“a—;: —si—05, =12 (5.12)

pak z (5.10), (5.11) a (5.12) obdrzime
1 -
P; - 0;dx = = / ngAL;) - (wh—w7)dS
; T. 2 ; aT! (i) - ( )
+ Z / (kA% ;) - (WP —w™)dS, (5.13)

Vyjadifme-li soucet kiivkovych integrdlii po ¢dstech OT! a OTZ hranic 9T, jako soucet
integralii po vnitinich strandch F; € FZ a hraniénich stranach Fp € F5, dostaneme

Z wz d;idx = —3 Z/ AZI; i)+ (A Z)ﬂ ' [(nkw)_ + (nkw)+] ds

+ Z/ (nAlap) - (WP —w) ds. (5.14)

Skutecné, na vnitini strané Fr = T~ NT" lze soucet piispevku od Fy N T~ a FrNoT™

(uzitim n = —n,, k = 1,2) vyjadiit ve tvaru

(L) - (3" —w) + (mALag) - (v —w) =
— [(A%) "+ (5] - [mw) + (ow) ).
coz objasniuje tvar prvniho integrélu na pravé strané (5.14).

Ptejdéme nyni popisu aproximace pravé strany rovnice (5.7). Misto toku o; pouzijeme
jejich aproximace s; = o; + 6;, i = 1,2. Viskdzni clen

upravime pomoci Greenovy véty. Na vnitfnich stranach trojﬁhelnikﬁ pouiijeme aproxi-
maci s;|p, & 3(s; +s;). Na hranici pak klademe s; = o7, kde toky o, i = 1,2, uréime
podle typu zadanych okrajovych podminek. Tak dostaneme

lz [(ni)” + (i) - [sT+s7] dS+ Z (nip) - P ds — Z 8901 cs;dx =
2 F F aZL’Z

ow \ ow\ "
(Aika—%> + (Aika—%> ] ds (5.15)
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_|_

3 / (i) + (map)*]- [67 +67] dS+ 3 /F (nip)™ - oP dS

1

1
2

Op ow O
_ AT _ .5 dx.
; /Te or; ( w 8xk) dx ; / . Oz, Oudx

Posledni ¢len na pravé strané rovnice (5.15) vyjadiime pomoci vztahu (5.14), v némz
volime 1p; = 0 /0z;, i = 1,2. Obdrzime

Js; N Op ow
;/Teso‘al'i dXN ;/e 6902 ‘ (Amal‘k) dX
+EZ/ NN VLAY

2 7 i ’kﬁxi Zkal'i

[(ew) ™ + (npw)*] dS

£33 [ )+ g (Aug) (A%W)] s (516)
+32 [ )+ (o)) 57 + 6] a5

Op ) N _ _
— AT ) (wh - ds + / ip)” -ofds.
; /FB (nk kaxi (W v ) % Fp (n LP) 7

Vénujme se v dalsfm podrobnéji ¢lenu obsahujicimu & a &;, i = 1,2. Z praktickych
duvodu, viz [3], [4], podlozenych také teoretickou analyzou, viz [2], je t¢elné nahradit

globalni funkce é; pomoci lokélné definovanych funkci

o= > 6, i=12, (5.17)
FeoTe
kde
1 _
;- 68 dx = 5/ (nkAL;) - (wh—w7)dS, FeodT!, (5.18)
Te F
;- 6 dx = / (npAL;) - (wP—w7)dS, Feoarrl. (5.19)
Te F

Vsimnéte si, ze pro 8;|r. = 6 rovnice (5.13), a tedy také (5.14), plati. V dalsim proto
L. . Loed F\E . .
pouzijeme aproximaci ;" ~ (/). V integrdlu

/Fl[(nm)_ +(nip)*]- [6; + 6] dS =~ /

Fr

[p" =] [(stf - (nﬁf)*} ds (5.20)
obsazené cleny (nidf)i = (éf)i Ize urcit z (5.18) volbou ¥; = nyp, i = 1,2, tj.

F\* _
/nga-(én) dx =

N —

/ (ninkAzl;cp)i (wF—wH)dS, F=T'nT" ¢ F* (5.21)
Fr
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Prostorovou diskretizaci Navierovych-Stokesovych rovnic (5.3) pak dostaneme z (5.7)
a (5.16) ve tvaru

3 [ (nan5E) - (s |0y as
sl [ (] e
33 [t [l - 61y ] as

‘Z/(A?")( B—w)dS+§/FB<w> o7 d

kde H je numericky tok, viz kapitola 4, H(w~, w", n~) = H(w~,w? n~) na 9Q a para-
metr 7y = 1. Pro potlaceni piipadnych nezadoucich oscilaci se doporucuje povazovat 7y
za penalizaéni parametr a volit pfipadné n; > 1, vice o tom viz [5], [2].

Ptiblizné feseni w, = w|r, a testovaci funkci ¢, = |r. na trojihelniku 7, ptedpo-
kladdme stejné jako v kapitole 4 ve tvaru

n

we(x, 1) = Y ALWEX),  pe(x) =) Ol(x), T.€T,

a=1

kde n = %(q + 1)(¢ + 2) je dimenze prostoru polynomu dvou proménnych stupné ¢
a {05(x)}7_, jsou Lagrangeovy fundamentélni polynomy na vhodné zvolené mnoziné
{x¢}7_, uzla trojuhelnika T, vice viz kapitola 4. Po dosazeni w, a ¢, do (5.22) obdrzime
soustavu obyéejnych diferencidlnich rovnic pro neznamé AS(t), o« = 1,2,...,n, e € F.
Tuto soustavu pak obvykle fesime vhodnou implicitni metodou, viz [4], [5]. Pozname-
nejme, ze kazdému vyhodnoceni pravé strany rovnice (5.22) predchéazi vypocet clenu
(oF )jE ziskanych Fesenim ,,malych“ lokdlnich tloh (5.21).
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6. Reseni Navierovych-Stokesovych rovnic pro nestla-
Citelné proudéni metodou konec¢nych objemtu

Nestacionarni nestlacitelné proudéni viskozni tekutiny v rovinné oblasti popisuji po-
hybové rovnice

0 Op N

a(gu)—kv-(gvu) = —%%—V-(MVU)—FS , (6.1)

0 _ Op Y

a(gv)+v~(gvv) = —a—y+v~(,uV'U)+S , (6.2)
kde

v ru ov v ov

S =of"+V (uax), S'=0of"+V (u—ay). (6.3)

Ptredpokladejme, Ze hustota o nezavisi na ¢ase. Rovnice kontinuity je pak tvaru
V-(ov) = 0. (6.4)

Rovnice (6.1)—(6.4) doplnime o okrajové a pocdtecni podminky, viz kapitola 1.5. Pfedpo-
kladejme, ze 02 =T'; Uy U T, pricemz

v=v naly (6.5)
T=T naly, (6.6)
v=o0 naly. (6.7)

Tedy, na vtoku I'; predepisujeme rychlost v, na vytoku I'o predepisujeme vektor napéti
T, viz (1.9), a na sténé I'y predpokladame no-slip okrajovou podminku. V ¢ase t = 0
staci zadat rychlost,

v=v" prot=0. (6.8)

Jestlize viskozita p nezavisi na prostorovych souradnicich x, y, pak S*=pof", S*=pof".
Skutecné, nebot podle (6.4)

ovy  0(V-.wv) ovy 0 (Vv)
V'<M6:p>_'u Ox =9 V(May)—ﬂ oy =0

Nestlacitelné viskézni proudéni lze fesit metodou koneénych objemu, viz [42], [55], [6],
metodou konecénych prvku, viz [20], [21] nebo nespojitou Galerkinovou metodou, viz [45].
Nejpouzivanéjsi softwarové produkty ANSYS-Fluent, CD-adapco STAR-CD, OpenFoam
a dalsi pouzivaji metodu koneénych objemu. V této kapitole se proto budeme vénovat
praveé této technice.

Pri feSeni nestlacitelného viskézniho proudéni metodou koneénych objemu patii mezi
nejpouzivanéjsi postupy algoritmus SIMPLE podle Semi-Implicit Method for Pressure-
Linked Equations. Algoritmus SIMPLE byl vyvinut nejdiive jako tzv. schéma presazenijch
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siti, anglicky staggered-mesh scheme, v nichz kazdé neznamé u, v a p prislusel jiny konecny
objem. To nebylo praktické a proto pozdéji vznikl algoritmus SIMPLE jako schéma na
sesazené siti, anglicky collocated-mesh scheme, kdy vSechny slozky feseni sdileji tentyz
koneény objem. Algoritmus byl puvodné navrzen pro obdélnikové konecné objemy, pozdéji
byl rozvinut pro libovolné polygonalni koneéné objemy. Ve 2D se obvykle pouzivaji ¢tyi-
tthelnikové (méné ¢asto trojihelnikové) konecéné objemy tvorené prvky primarni sité. Jde
o tzv. cell-centered finite volume schemes, kdy za aproximaci u, v, p na kone¢ném objemu
Casova diskretizace. Pouzijeme implicitni Eulerovu metodu fédu jedna
k+1 k k+1
u Tt —u 0
k41 V(oL = p
T Ox
k+1 k k+1
vt —w 0
s V(oL = P
T dy

kde 7 je délka casového kroku a horni index £ resp. k£ + 1 znadi ptiblizné feseni v case tj

0 + V- (,ukJrlvukJrl) + Su,kJrl,

+ v (Mk+1vvk+1) + SU,kJrl’

resp. ty11 = tp+7. Nelinearitu v konvekénich ¢lenech linearizujeme. Polozime u*+10 = o,
F L0 = ok pFFL0 — 9k 5 pro s =0, 1, ... postupné pocitame
e k+1 k41,5, k+1,s+1 opttts k+1vy, k+1,5+1 k+1
i + V- (o v hoyrhsthy = — + V- (p vty 4 guktls,
T ox
/7<:+1vk+17$Jrl —o* k+1 k41,5, k+1,s+1 opttts k+1v7, k+1,5+1 k+1
O e V() = S T (T g
Pro popis jednoho kroku iterace je vyhodné zavést zjednodusené znaceni
u— u’ op =
0 + V- (ovu) = _8_]; + V- (uVu) + 5%, (6.9)
O —
v—v 0 -
0 V- (o%0) = —a—§+v-(wv)+sv. (6.10)
Ztejmé u = uF 1571 je aproximace rychlosti u v ase t4 1 v (s+1)-nf iteraci, @ = u**1* je

aproximace rychlosti u v ¢ase tj,1 v pfedchozi s-té iteraci, u® = u* je aproximace rychlosti

u v case ty, p = p**¥ je aproximace tlaku p v Gase tp,1 v s-té iteraci, S, = S¥1s je
aproximace S, v ¢ase ty 1 v s-té iteraci a o = o**1, p = pF*L. Vyznam symboli ve druhé
pohybové rovnici je obdobny.

Z diskretizované prvni pohybové rovnice (6.9) dostaneme predbéznou aproximaci u*
rychlosti u, viz kapitola 6.1.1 nebo 6.2.1, a z diskretizované druhé pohybové rovnice (6.10)
dostaneme predbéznou aproximaci v* rychlosti v, viz kapitola 6.1.2 nebo 6.2.1. Rychlosti
u, v a tlak p navrhneme ve tvaru v = u* + o/, v = v* +v', p = p + p’. Dosazenim do
diskretizované rovnice kontinuity (6.4) dostaneme rovnici pro vypocet tlakové korekece p'.
Pomoci p’ pak dopocitame rychlostni korekce v/, v' a urc¢ime u, v a p, viz kapitola 6.1.3
nebo 6.2.2. Jeden iteracné krok, tj. prechod od s-té k (s+1)-ni iteraci, tedy probihd takto:

1. pomoci @ = uF*hs, o = kT8 a p = PP+l yypocteme u* a v*;
2. pomoci u*, v* a p vypocteme p’ a nasledné u' a v';
3. uréime ukJrl,erl = u* + Ul, ,UkJrl,erl = p* + U/ a pk+1,s+1 — ]5 +p/
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6.1. Algoritmus SIMPLE na pravidelné obdélnikové siti

Pro jednoduchost budeme predpoklddat, ze oblast 2 = [0,a] x [0,b] je obdélnik. Na
obdélniku zvolime rovnomérné déleni: strany rovnobézné s osou z rozdélime na N stejnych
dilka délky h, = a/N a strany rovnobézné s osou y rozdélime na M stejnych dilka délky
h, = b/M. Tak dostaneme zdkladni sit s uzly [z;,y;], kde z; = ih,, i = 0,1,..., N,
ay; = jhy, j=0,1,..., M. Obdélnik 2 je tedy sjednocenim N x M Ekontrolnich objemii

Dy = w1, 2] X [yj-1, 5], i=1,2,....,N, j=1,2,... M.

Pfiblizné hodnoty u, v, p budeme pocitat ve stfedech [#;_1/2,%;-1/2] kontrolnich objemi
Dij, kde Ti—1/2 = Tj — %hx, Yj—1/2 = Y5 — %hy'

I ,:J_V_J_V___
Do |
! ! !
| | |
_______ éj_V_W___.______+_]\_f________]_V_Elt______
Dyw | : \ Dyg
Conw] Ty inTn" ne !
| : M | |
Dww || | Dy i L. | \ [DEE
1 ! w ! 1
Tallat Tt 1 SR I & *LE
| b Ty : T, | |
: | $ | :
! SWw ST, |se |
Dgyy| ! nsl | | [Dse
| | |
"""" i T YT EEY T
: | :
Dss| |
______ _’______
1SS

Obr. 6.1: Konecny objem Dp

Abychom zjednodusili nase vyjadifovani, zavedeme si lokalni znaceni. Zvoleny konecény
objem D;; ozna¢ime jako Dp, vychodniho souseda D, ; oznacime jako Dp (podle an-
glického east), zapadniho souseda D;_; ; oznacéime jako Dy, (podle anglického west), se-
verntho souseda D, ;11 oznacime jako Dy (podle anglického north) a jizntho souseda D; ;_4
oznacime jako Dg (podle anglického south). Podobné oznacime severovychodniho souseda
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D; 141 jako Dyg, jihovychodniho souseda D;i; ;1 jako Dgg, severozdpadniho souseda
D;_1 j+1 jako Dyw a jihozapadniho souseda D;_; ;1 jako Dgy . Oznacme také Do ; jako
Dgg, D;_sj jako Dww, D; j42 jako Dy a D; j_o jako Dgg Stiedy konecnych objemu Dp,
DE, DN, Dw, Ds, DNE, DSE, DNW; Dsw, DEE> DNN; DWW a DSS oznacime pismeny
P, EN W S NE, SE, NW,SW, EE, NN, WW a SS. Vrcholy Dp ozna¢ime ne, se,
nw a sw. Pro koneény objem Dp, jehoz jedna nebo dvé strany lezi na hranici OS2, existuji
jen nékteré sousedni konecéné objemy. Tak tieba pro Dp = Dy neexistuji Dy, ani Dg, pro
Dp = D;y, 1 <1 < N, neexistuje Dy.

Necht T'p je hranice Dp. Spoleénou stranu koneéného objemu Dp a Dy oznaéime
jako I'y a podobné oznacime I';, = Dp N Dy, I'yy = Dp N Dy a I's = Dp N Dg. Ziejmé
'p=r.ul’,ul', Ul,. Stredy stran I'., I',;, I, a I'; oznacime jako e, n, w a s.

Budeme pouzivat nésledujici znaceni: zapisem up rozumime hodnotu rychlosti v v bo-
dé P, podobné treba p. je hodnota p v bodé e nebo v, je hodnota v v bodé ne.

Jednotkovy vektor vnéjsi normaly k hranici I'p oznaéime np = (nl, nf )T, Jednotkovy
vektor vnéjsi normaly ke stranam I'., I',, ', a I'y oznacime n., n,, n, a n, Ziejmé
n. = (1,0)", n, = (0,1)7, n,, = (—1,0)" a n, = (0, —1)7. Zavedené znaceni je uvedeno
na obrazku 6.1.

6.1.1. Diskretizace prvni pohybové rovnice.

Integraci (6.9) pres konecny objem Dp dostaneme

— 0 _
/ Qu “ dx—l—/ o(v-n)u dS = —/ ﬁnde—l—/ u(Vu-n)dsS —l—/ S*dx. (6.11)
Dp p 'p 'p D

T P

V dalsim se vénujme aproximaci jednotlivych ¢lenu v rovnici (6.11). Integrély vycislime
numericky, na stranach I'., I',, T',, a I'y pomoci obdélnikové formule a na konecném
objemu Dp pomoci soucinové obdélnikové formule. Nejdiive se budeme vénovat vnitinim
koneénym objemtim Dp = D;;, 1 <i < N,1<j <M.

Diskretizace konvekéniho ¢lenu. Oznacme
Fq(") = Qq(vq'nq)‘FqL qg=en,w,s, (6.12)

hmotnostni tok stranou I'; pro rychlost v,. Pfipomenme, ze g, resp. v, je hustota resp.

rychlost ve stfedu strany T';, a dédle necht n, je

T ! jednotkovy vektor vnéjsi norméaly konec¢ného ob-
: Dq ! jemu Dp na strané T'y a |Ty| je délka strany T,
: ! tj. |[I'y] = hy pro ¢ € {n,s} a |[['}| = h, pro
:P q 0 ! q € {e,w}. Oznacime-li s(P) = {e,n,w, s}, pak
®o- - —~—————- > -~ 'y pomoci obdélnikové kvadraturni formule dosta-
: Nq | neme
! I
! I
i Ly i /F oV nudS~ Y Fy(V)u, (6.13)
' ! F q€s(P)
¢ l

Obr. 6.2: g=¢, Q=F F,(V)u, nahradime upwind aproxzimact:
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Fy(V)ug = Ff (V)up + F; (V)ug, (6.14)

kde @ je stied sousedniho koneéného objemu Dg, ktery ma s konetnym objemem Dp
spolecnou stranu I';, takze tfeba pro ¢ = e je ) = E, viz obréazek 6.2. Horni index + mé
obvykly vyznam, tj. a® = max(a,0), ¢~ = min(a,0). Plati tedy

/ o(Vv-n)u dS =~ Z [Ef (V)up + F; (V)ug) - (6.15)
Tp q€s(P)

V kapitole 6.1.3 ukazeme, ze hmotnostni toky {F,(V)}4es(p) spliuji diskrétni rovnici kon-
tinuity, tj. plati

> F(v)=0 (6.16)
qes(P)

Proto

Y IFf () +F;(v)] =0, takze Y Ffw)=- ) F/(v).

qes(P) qes(P) q€s(P)
Odtud a z (6.15) dostaneme
/ o(v-mu dS~ Y [—F, (V)] (up —ug) = Apup — > Ajug, (6.17)
Tr q€s(P) QeS(P)
kde S(P)={E,N,W,S} a
Ay = —Fy(¥). Q)= (B.0).(Non). W), (S.9), 5= Y A (618)
QeS(P)
Vsimnéte si, ze véechny koeficienty {Ag}gesp) a A% jsou nezaporné.

Cviceni 6.1. Ovérte, ze

A%} = Qe(_ﬂe)—‘rhya A?V = Qn(_ﬁn)—i_hza
o o = ) A4 (6.19)
A'i:/l/ = Qw(“ﬂ)) hyv ACS = QS(US) he, Qes(P)
Népoveda: vyuzijte rovnosti —(a)” = (—a)*, —(—a)” = a™.

Rychlosti ., 0y, 4, a U5 pfevezmeme z predchozi iterace, viz (6.66). Upwind aproxi-
mace (6.14) je pouze fadu jedna. O aproximaci druhého Féddu se zminime pozdéji.

Diskretizace viskézniho ¢lenu. Pomoci obdélnikové kvadraturni formule a nahrady
derivace centralni diferenci dostaneme

/ w(Vu-mn)ds = Z/,u—dSN Z ILLq|F|UQ_UP),

ges(P)
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kde d, = |PQ)| je délka tsecky PQ, tj. d, = h, pro q € {e,w} a d, = h, pro q € {n, s}.

Méme tedy

/ W(Vun)dS ~ —Abup+ 3 Abug,
Tr QeS(P)
kde
T
Ay = Qi) = (B (Nom) (W) (59) A= Y A

e QeS(P)
jsou kladné koeficienty, podrobné

h hy h
%:,U/e_ya AMN:,U/n_a A%:Mw_ya Ag’_,us ) Aé
s hy s h,y = 2
Qes(p

A

(6.20)

(6.21)

(6.22)

Diskretizace tlakového ¢lenu. Pomoci obdélnikové kvadraturni formule dostaneme

_/ Py ds :/ pds —/pdS ~ |Fw‘]§w - |Fe|pe = hy(pw _ﬁe) R
I'p Tw Te

PW

hy [3(Bp +Pw) — 5(Bp + Pr)| = —|DP| 2,

kde |Dp| = hyh, je plocha kone¢ného objemu Dp.

Diskretizace ¢asového ¢lenu. Pomoci slozené obdélnikové formule dostaneme

0 0
u—u up —up
/ 0 dx ~ |Dplop——.
Dp T T

Diskretizace zdrojového ¢lenu. Jde o ¢len

/gudx: f“dx+/ V'<ua—v) dx.
Dp Dp Dp ox

Prvni integral aproximujeme pomoci slozené obdélnikové formule,

f"dx = |Dplfp,

Dp

kde f¥ ~ f*(tn41,Vp,pp). Druhy integral v (6.25) vyjadiime ve tvaru

ov ou ov
A
8u ou c% 8'0
h hgj — — h

h x
,ueh_z(faE - EP) - Mwh_z(ﬂp - ﬂW) + ,unh_x(vne - Unw) - ,ush_m(@se - 77310)-
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Pritom hodnoty ¥,e, Upw, Use @ Vs aproximujeme aritmetickym prumérem hodnot v ve
stfedech okolnich kone¢nych objemu. Tak napiiklad

Upe = i(@p—f-T)E-I—@NE—I—@N). (6.28)
Celkem tedy

/ S*dx ~ |Dp|S%, (6.29)
D

P
71E - ﬂP) - ,uw(aP - EW) + ,Un(fl_}ne - @nw) - ,us(fl_}se - 77510)
n2 hahy ‘

Celkova diskretizace. Pomoci (6.17), (6.19), (6.20), (6.22), (6.23), (6.24) a (6.29) do-
staneme aproximaci rovnice (6.11) ve tvaru

kde S§ = fa+ e

Abup = Abup + A%uy + A%uy + Abug — |DP|W by, (6.30)
kde h h
Af = thy(_'ae)+ + Ne_y ) Ay = thx(_"jny_ + Nn_z )
s I,
u —= \Tt hy u — N+ hz
AW - Qwhy(uw) + Mwh_ ) AS = Qshz(vs) + ,ush_a
’ Y (6.31)

D
Al = Al gAY 4 ALt AY 4] i'gp,

D _
by = | ’;‘QPu93+ 1Dp|S% .

Okrajové podminky. Pro konkrétnost predpokladejme, ze vtok I'; = {[0,y] : 0 < y < b}
je levd strana obdélnika Q, vytok T'p = {[a,y] : 0 < y < b} je pravd strana obdélnika
asténa 'y = {[z,0] : 0 <z < a}U{[x,b] : 0 < x < a} je dolni a horni strana obdélnika 2.
Vtok. Uvazujme piihraniéni konecény objem, jehoz zapadni strana I',, lezi na vtoku I';.
Konvekéni integral strané I',, aproximujeme takto:

/F @ dS~ S [F(9)] (up — ug) + [—Fy ()] (up — ).

qc{e,n,s}

Protoze 4, > 0, podle (6.19) je Af, = 0wlywhy. V (6.17) polozime uy = 4, a v (6.31)
zahrneme clen Afy i, do b%. Viskdézni integrdl pfes stranu I', aproximujeme takto:

ou [Ty 2h,

Fw,uanw s %hx hz

~

(T

~

(T — up).

UP) = My

2h,

h
V aproximaci tlakového ¢lenu, viz (6.23), extrapolujeme: p, = pp — %(ﬁE — pp), takze

—/ pn, dS ~ —\Dp\pE_pP.
Fp hac

Proto A}, = puy——, v (6.20) polozime uy = t, a v (6.31) zahrneme ¢len A%, do b%.
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V aproximaci (6.29) zdroje S% nahradime ¢len p,(ip — iy ) ¢lenem 2, (ip — 1iy) a po-
lozime Uy = Upw, Usw = Vsw-

Sténa. Omezime se na prihrani¢ni koneény objem, jehoz severni strana I, lezi na sténé 'y .

Podobnymi tdvahami jako v pripadé vtoku zjistime, ze A% = 0, Ay = ,unh—m. Protoze
Yy

uy =0, v (6.30) vynechdme ¢len A%uy. Dale v (6.29) vypustime ¢clen fi,,(Une — Upaw)-
Vytok. Uvazujme piihrani¢ni koneény objem, jehoz vychodni sténa I, lezi na vytoku I'p.

0 .
Pozadujeme, aby T} }F = [—p + 2,ua—u] = T). Z pravé strany rovnice (6.11) tedy vyjme-
e r r.
0 .
me / (—p + 2ua—z) dS a nahradime ho / Ty dS. To zajistime tak, ze v (6.22) polozime
Te Le

h
Al =0, v (6.29) vypustime clen ueh—y(ﬂE — up), v (6.30) misto —|Dp|(pg — pw)/(2h.)

vezmeme |Dp|(pw + pp)/(2h,) a v (6.31) k b} pricteme hy[T]..

Soustava rovnic. Soustavu linedrnich rovnic (6.30) zapisSme maticove,
A"u=L"p + b". (6.32)

Matice A* = A%(q, V) je nesymetrickd, ryze diagondlné dominantni a tedy reguldrni,
s kladnymi koeficienty na hlavni diagonale (A% > 0) a s nekladnymi mimodiagonalnimi
koeficienty (koeficienty —A%, —Aj,, —A% a —AY jsou zdporné, zbyvajici koeficienty
P-tého tddku matice A" jsou nulové). Matice L* na u, v, p nezdvisi, b* = b*(u, v).
Pro zajisténi konvergence (up,vp,pp) — (up,vp,pp) se osvedéil postup znamy jako
dolni relazace. Ten spociva v tom, ze do rovnice (6.30) dosadime misto up vyraz
Loy 12y (6.33)

Ay, Ay,

kde a € (0, 1] je relaxa¢éni parametr. Pro «,, = 1 dostaneme nerelaxovanou metodu. Vliv
relaxacniho faktoru vymizi, kdyz nastane konvergence, tj. kdyz up = up. Pro velmi malé
a,, dojde v modifikované rovnici

1 o — 1
— A%up = Abup+ A% u + A% uy + Alug — |DP|Z% O+ “ip (6.34)

u €T au
k vyraznému potlaceni vlivu vSech koeficientu neobsahujicich faktor 1/a,, takze rovnice
(6.34) se chova podobné jako rovnice up = @p. Volime-li vsak «, ,pfimérené malé®,
zabranime vzniku pronikavych zmén mezi hodnotami up a #p ve dvou po sobé jdoucich
iteracich, coz ma stabilizujici i¢inek a napoméha to konvergenci. Vhodna volba parametru
v, vyzaduje kromé zkusenosti také nezbytné experimentovani. Reseni soustavy (6.32)
oznacime jako u*.

Metoda druhého fadu. Pokud jde o ¢asovou diskretizaci, doporucit lze metodu zpétného
diferencovani druhého fadu. Pro rovnici ¢ = f(¢,y) jde o schéma

k1= 20k + 3Yk—1 = f(trs1, Yora)- (6.35)
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Pokud jde o prostorovou diskretizaci, jedina aproximace, kterd neni radu dva, je upwind
diskretizace (6.14) konvekéniho ¢lenu. Aproximaci fadu dva ziskdme podobné jako v ka-
pitole 3.2.5. Tedy, na koneé¢ném objemu Dp definujme linedrni funkci

’IALP(X, t) :UP—FQ/JPVUP' (X—XP), (636)

kde Vup je aproximace gradientu v v bodé P, 1p je limiter a xp je souradnice bodu P.
V dalsim uvazujme pro jednoduchost jen vnitini konecné objemy. Na nich aproximujeme
gradient pomoci centralnich diferenci,

T
. Ugp —Uw UN — US

Necht

u(f = Up(Xy, 1), qg=-e,n,w,s, (6.38)
kde x, je soufadnice bodu ¢, viz obrézek 6.2. Limitovani provedeme pomoci Barthova-
Jespersenova limiteru. Konstrukce BJ limiteru pro dualni konecné objemy na primarni
trojuhelnikové siti je popsana v kapitole 3.2.5, viz (3.116)-(3.118). BJ limiter na primarni
obdélnikové siti se zkonstruuje podobneé.
Misto upwind aproximace (6.14) fadu jedna pouzijeme aproximaci

Fy(V)ug = F (V)ul + F; (v)u?, (6.39)
kde ugf = Ug(x,). Tim by vsak doslo k poskozeni skvélych vlastnosti matice A* soustavy
(6.32). Proto aproximaci (6.39) vylepsime technikou zndmou jako deferred correction me-
thod (¢esky metoda odloZenijch koreket) takto:

Fy(V)ug = Ff(9)[up + (@, — ap)] + F; (V)[ug + (@ — aq)], (6.40)
pricemz podle (6.38) a (6.36)
ul =up+vpVip(x, —xp), Ul =g + Yo Vig(x, — Xq).

Gradient Vup spoc¢teme podle vztahu (6.37), v némz misto u bereme «, gradient Vg
spocteme na konecném objemu D¢ obdobné. Matice A" tak zlistane nezménéna, Cast
FF(V)(a] —up)+F, (v)(uQ —ig) korekce zahrneme do pravé strany b*. Pfitom v limité,
kdyz u = u, jsou obé aproximace (6.39) a (6.40) totozné. Kdyz se limiter neuplatni, tj.
kdyz ¥p = 1, je aproximace (6.40) fadu dva, pro ¢¥p € [0, 1) je fad aproximace nizsi.
6.1.2. Diskretizace druhé pohybové rovnice.

Podobné jako v predchozi kapitole dostaneme rovnice

1 PN — P 1—a,
—Apvp = Apvp+ Ajyow + Aoy + Afvs — |Dp|7% b+ L ApTp, (6.41)
v Y v

kde
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=40, Q@=EN,SW, Ap=Ap,

by = |D1;‘9Pv%+ |Dp|Sp, (6.42)
5y, = fy o Helline = use)h—huw(unw — Usw) | fin(Oy = vp)h—2 s(Up — s)
ally Y
a a, je relaxacni koeficient. Maticove lze soustavu rovnic (6.41) zapsat ve tvaru
A'v=Lp+b". (6.43)

Okrajové podminky a ptipadnou diskretizaci druhého fadu zavedeme podobné jako u prvni
pohybové rovnice. Reseni soustavy (6.43) oznacime jako v*.

6.1.3. Diskretizace rovnice kontinuity.

Integraci rovnice (6.4) ptes kontrolni objem Dp obdrzime

0= V-(gv)dX:/ o(v-n)dS.
Dp I—‘P
Pomoci obdélnikové kvadraturni formule dostaneme diskrétni rovnici kontinuity
0= Z F,(V) = octuchy + 0,00k — 0wttwhy — 05vshy. (6.44)
qes(P)

Rychlosti na stranach. Skutecnost, ze v pohybovych rovnicich (6.34) a (6.41) chybi
hodnota pp tlaku ve sttedu kontrolniho objemu Dp, podstatné ovlivni aproximaci rychlosti
Ue, Uy, Up & Vg Ve stiedech stran I'y, 'y, I',, a I'y. Namisto pfimocaré linearni interpolace
z prilehlych kontrolnich objemu pouzijeme aproximaci, kterou navrhli Rhie a Chow, viz
[43], a kterd byva v literatuie oznacovana jako momentum interpolation, nékdy také added
dissipation scheme. My ji budeme v tomto textu oznacovat jako Rhie-Chow aprorimaci,
stru¢né R-Ch aproximaci. Pouziti pouhé linearni interpolace vede na nestabilni algoritmus,
viz poznamka 6.1. Z rovnice (6.34) pro kontrolni objemy Dp a Dp

~ |Dp| pe — pw - |Dg| per — pp
— ip— P PE W T —— , 4
up =Up — « FTSTS Uug = Up — Q (Atls 2%, (6.45)
kde

~ o u u u u u - Ay oy —
Up =7 (AEUE + Ayuw + Ayun + Agus +bp + pUP> ;

P u
~ Qry u u u u u 1— Oy, u _
e = Tt ([AE]EUEE + A ]sup + [AN]punE + [AS] puse + [V + [A p]EuE) :

PIE u

Index F vpravo dole u hranatych zdvorek okolo koeficientu A, pfitom vyznacuje, Ze
tyto koeficienty prislusi kontrolnimu objemu Dg. R-Ch aproximace rychlosti u ve stiedu
vychodni strany I'. je ddna predpisem

1 pe—pp oy [|Dp|pE — Dw |Dg| pre — PP
2 _ (g PE=Pr _ O , (6.46
te = 5(up + up) ( I > | An 2 [ABls 2k (6.46)
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kde

o, (|Dp| | |Dgl )
dg=—|—+-—). 6.47
2 ( Ay [Able (6.47)

Pridavny clen

_ T\Dp|5g — Dol 5o — 5
Ue,add::—(depE br 2 P Pl pe pw+| 5| Por pp}) (6.48)

ha 2 | A% 2, | [A%]p 2k,
je ymaly®, fadu O(h3h,). Presnost ,piirozené* linedrni aprovimace

1 1, . - Qy
Ue lin = §(UP +ug) = i(UP +Ug) — —

Dplpg—p D DEE — D
- |P|pE pw+| E| PEE pp]’(6.49)

A% 2h, A% 2h,

kterd je fadu O(h2), tedy piidavny ¢len neovlivni.
Pomoci (6.45)-(6.48) lze R-Ch aproximaci rychlosti . vyjadiit také ve tvaru

DPE — Pp

u, = i, — d, 2L (6.50)
ey ' aa [1Dolps—su . |Dsl pes—3

- Oy P|PE — Pw E| PEE — PP

1 QX 6.51

e =glurtue) + o0 o T Tl 2k (6:51)

Protoze @, = %(’&p + Up), mame
' L
e = 5 (i + i) —deth br. (6.52)

Srovnanim (6.49) a (6.52) vidime u¢inek R-Ch aproximace: vazeny prumér centrélnich
|Dp|pe —pw | |DE| Pee —prp
Ay 2h, [Able  2h,

je v R-Ch aproximaci u, nahrazen jednostrannou diferenci d,

. Ve a . 7 7 . . .
diferenci 7” [ ] v linedrni aproximaci e i, viz (6.49),
DE — PP

€T

, viz (6.50). Chyby
obou aproximaci (6.49) a (6.52) jsou pritom Fadové stejné.

Rychlosti u,,, u, a us aproximujeme podobné:

" :l(u Fuw) — g PP—Pw _ ou |Dp|pe —pw | |Dwl| pp — Pww
W g\ W Y, 2 | A% 2h, (A%l 2h, ’

1 PN —Pp oy [|Dp|Dn —Ds  |Dn| PN — PP
n = = —|\d,—/———— — — , 6.53
° 2 (ve + o) ( hy 2 { Ap  2h, i [Ap]n 2, ( )

1 pp — D a, [|Dp| Doy — P Ds| pp —p
fuszi(fuPJrqu)—(dspP pS__[| plPn —DPs | |Ds| pp pss])j

h, o | A 2n, ' [Ab]s  2h,
kde
o, (|Dp| = |Dw] ) a, (|DP| Dy ) a, (|DP| |Ds| >
d,, = 2 + d, = + d= + . (6.54
2 (A% [Apw > \ g T Al o \ Ay ) 00
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a také

. DPp — Pw DN — Pp - Dp — Ps

Uy = Uy — dwT , Up =0y —dy o Vs = Vs — dg o (6.55)
kde
1 o [|Dplpe —pw | [Dw| pp — pww
= 5 (up Fuw) + 5 { A% 2k, [A%lw 2k, |
1 ay [|Dp|py —ps | |Dn| Py — PP
R L , 6.56
O = glop o)+ 5 [ A% 2h, A%y 2R, (6.56)

Qy [|DP‘]3N — Ds n |Ds| pp —]555}

1
O = glor s+ Av o 2h, | [A%]s  2h,

Korekce. Necht u* je feSenim soustavy rovnic (6.32) a v* je feSenim soustavy rovnic
(6.43), tj.

A'u* =L"p+b’, AV =L"p+b’. (6.57)

Nasim cilem je nalézt korekce up, vl a p’p ve sttedech koneénych objemu a korekce ul,
vy, ul, a vl na jejich stranach tak, aby pro

* / * / = /
Up =Up +Up, Vp =Up+VUp, Pp =DPp+ Pp,

/ / / /
Ue = UL + Uy, Uy =0Up F U, Uy = Uy, + Uy, Us=0V,+ 1,

byla splnéna diskrétni rovnice kontinuity (6.44). Pozadujeme tedy, aby

Z F,(v* 4+ v') =0, nebo-li Z F,(v)=— Z F,(v"),

q€s(P) q€s(P) q€s(P)
po slozkach
0ctLhy + 0nUn by — 0wty hy — 0sVLhy = —(0culhy + 00U Py — 0wty hy — 0sVEh,). (6.58)

Vzhledem k platnosti rovnic (6.57) muzeme rychlosti u?, v}, u’ a v} vyjadiit ze vzorca
(6.46) a (6.53) tak, ze v nich misto u resp. v piSeme u* resp. v*. Tak tfeba

u

e = PR

- « [|Dp| PE — Pw |Dg| pre — Dp
* 1 * *\ dew @ | P :
3 (up + u) ( Iy 2 [ Ay o, [Aple o,

Korekce u', v/, p’ navrhneme tak, aby
A'(u* +u)=L"p+p)+b’, ANV +V)=L'(p+p)+b".
Odtud a z (6.57) dostaneme
A*u' = L"p/, AV =L"p. (6.59)
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Korekce ul, v/, ul, a v, proto muzeme vyjadiit ze vzorcu (6.50), (6.51), (6.55) a (6.56)
tak, ze v mchz misto u resp. v resp. p piseme u’ resp. v’ resp. p’. Tak tieba

|Dp| plp — W |Dg| prp — Pp

_ e — D) |
u, = a,—d, 2L, kde i, = 2(up+ )+7{

Leva strana rovnice (6.58) tak nabude tvaru

—Pp PP\
o ) . (a5

/o r )
he hy

Soustava rovnic. Z 6.60 a (6.58) dostaneme soustavu rovnic pro vypocet tlakovych
korekct:

(6.60)

Applp = ALply + ARply + Al + Alpls + bp + b, (6.61)
kde

AP = ocdohy /by, AR = 0ndnhe/hy, AYy = 0wdwhy/he, A% = 0.dshy/hy,

AL = AR + AN + AL, + AL (6.62)

bp = —(0eushy + 0n,v)hy — 0wy, hy — 05U5hy),

by = —(0eiiLhy + 0aTyha — 0uillhy — 050,hs).

Algoritmus SIMPLE dostaneme tak, ze ve vzorcich (6.50) a (6.55) pro rychlosti u., v),,
ul, a vl zanedbame ¢leny a., v, U, a v, takze

PE Pp / Py — Pp o Pp — pW ' Pp — ps
= —d, = —d,——, = —d,, ) = —d, 6.63
hy n Dy, Hw hy Dy a )

To se v rovnici (6.61) projevi tak, ze vynechame ¢len b, tj. fesime rovnice

Soustavu rovnic (6.64) doplnime o okrajové podminky.

Vtok. Predepsanou okrajovou podminku promitneme piimo do rovnice (6.58), tj. polozime

uly, = Uy, ul, = 0. Podminku u/, = 0 pfitom uplatnime tak, ze v (6.61)polozime A}, = 0.

Sténa. Na severni sténé I'y polozime vi = 0, A%, = 0, na jizni sténé I's pak klademe
vi=0, A% =

Vytok Jestlize tlak na vytoku predepsan neni, pak je prirozené ocekavat, ze tlakové
korekce na piislusnych hrani¢nich kontrolnich objemech nejsou vnéjsim tlakem ovlivnény.
To lze zohlednit tak, ze v rovnici (6.64) polozime A? = 0. Jin4 situace nastane v piipade,
kdyz na vytoku tlak predepsan je. Pak postupujeme tak, jako kdyby byl tlak predepsan
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ve stfedech prislusnych hranic¢nich kontrolnich objemt. To znamend, ze pp = pp je dané
a misto rovnice (6.64) bereme trividlni rovnici p» = 0.

Reseni soustavy linearnich rovnic. Soustavu rovnic (6.64), upravenou zahrnutim vliva
okrajovych podminek, zapiSeme formalné ve tvaru

APp' = b?. (6.65)

Pokud neni predepsan tlak p, matice AP je singularni. V tom ptipadé jednu libovolné
zvolenou rovnici nahradime trivialni rovnici pf» = 0. Matice takto modifikované soustavy
uz regularni je a soustava ma jediné feseni. Trividlni rovnice je asymptoticky spravna:
nastane-li konvergence, p’» — 0 pro kazdy bod P.

Poté, co urcime tlakové korekce jako feseni soustavy rovnic (6.65), dopoéitame podle
(6.63) korekce rychlosti a vypocteme korigované rychlosti

* / * !/ * / * !/
Ue = UL+ Uy, Uy =0+ Uy, Uy = U+ U, Vs = Vs + Vg (6.66)
a korigovany tlak

pp =D+ ,Pp, (6.67)

kde ap € (0,1] je relaxacni parametr. Vhodna volba relaxa¢nich faktoru je zdvisld na
konkrétnim problému, vice viz [19].

V rovnici (6.64) vyjadiuje ¢len b} miru nesplnéni diskrétni rovnice kontinuity (6.58)
rychlostmi u* a v*. Je-li na vSech kontrolnich objemech b} = 0, je p’ = o, podle (6.63)
pak u, = v/, = u,, = v, = 0 a podle (6.66) u, = u’, v, = v}, u, = u, a vs = v:. Vidime
tedy, ze i kdyz je aproximace (6.63), pouzitd k odvozeni rovnic (6.64), velmi hrubd, je
asymptoticky spravna.

Rychlosti u,, uy, v, a vs ve stiedech stran prendsime do dalsi iterace, kde je znac¢ime
jako e, Uy, Uy, Us a pouzivame je pii diskretizaci konvekénich ¢lenu, viz (6.12)-(6.19).
Z (6.66) a (6.58) ptitom plyne, Ze rychlosti @, := U, Uy 1= Uy, Uy = U, & Us := vg spliuji
diskrétni rovnici kontinuity.

Korekei u/p ve sttedu koneéného objemu dostaneme modifikaci prvntho vzorce v (6.45):
misto u v ném piseme u’ a néasledné ¢len @ vypustime (coz odpovida tomu, ze jsme ve
vzorcich (6.50) a (6.55) pro rychlosti ., v/, u) a v\ zanedbali ¢leny ., ), @, a 0., viz
6.63)). Korekci v} ziskdme podobné. Vysledek je

: 1Dp| P —Pw [ Dp| py — Pl
Up = —0y—— ——",  Up = — Q= — . (6.68)
A 2h, AL 2n,
Nékonec polozime
up =up+up, vp=uvp+Vp. (6.69)

Konvergenci posoudime tieba tak, ze otestujeme velikost rezidui
" =L'p+b"—A"a, r'=L"p+b’— A", r’=>b"—- APp/,

kde p’ je tlakova korekce z predchozi iterace. Jsou-li rezidua dostateéné mald, polozime
uft! = u, vl = v, pF*! = p, v opaéném provedeme @ := u, Vv := v, p := p a po-
kracujeme dalsi iteraci.
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Poznamka 6.1. Jestlize bychom misto R-Ch aproximace pouzili jen linearni interpolaci,
dostaneme nestabilni algoritmus. Naznac¢me si to. Pro rychlost u. na vychodni strane
obdrzime

" |Dg| ﬁEE_ﬁP).

_uptug Up+up a (|Dp|pr—Pw
v — _ _ (6.70)
2 2 o \Aw 2n, (A4 2h,

Postupujeme podobné jako pii odvozovani soustavy rovnic (6.64), tentokrat vsak volime

2 2 \ A% 2h, [A%]p 2,

Na zbyvajicich stranach koneé¢ného objemu Dp méame

oo uptuy o (|Del[pp —py N |Dw| Pp — Plvw

v 2 7 2 \ A% 2h, [A%lw  2h, ’

vt = Up + VN +“7V, " |Dplpy —Ps | |Dn| Pyy —Pp ’ (6.72)
2 2 \ A% 2h, [A4]y  2h,

) i T |Dp|py — P n |Ds| Pp — Pss

s 2 7" 2 \ A%y 2h, [A%]s  2h, '

Dosazenim do (6.58) dostaneme soustavu rovnic

AL o =ALy (0 — pw) + ARs(Py — )+

(6.73)
AL pPer + Aywbww + AinPyy + AgsPlss + Up,
kde
Qe_gwh |DP| Qn_gshz|DP|
AP = ay, - AL = — 6.74
a déle
th ‘DE‘ Qwh ‘DW|
AL = au__y ) o = au__y )
EE 4 hy [A%g ww 4 hy [A%]w
On ha: |DN| Os hz |DS|
Ap =0y T T & =y T T AT
AR 4 hy [Ap]n = 4 hy [Aps (6.75)
AI];P = AI;EE + A?VN + AIéVW + Ags,
b% = _(Qeu:hy + anzhx - Qwufuhy - st;khz>-
ro konstantni hustotu je = = 0 a rovnice (6. nabude tvaru
Pro k i h je AL = AR =0 ice (6.73) nabud
Abppp = ALpPer + AwPww + APy + AbsPss + V. (6.76)

Soustava rovnic (6.76) se tak rozpadne do ¢tyt diléich soustav, které muzeme rozlisit
pomoci obrazku 6.1 takto: prvni dil¢i soustava obsahuje neznamé piislusné pouze ¢ernym
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Obr. 6.3: Sachovnicovy efekt

polim, druha neznamé ptislusné pouze bilym polim, tieti neznamé prislusné pouze svétle
Sedym polim a ¢tvrtd nezndmé piislusné pouze tmavé Sedym polim. Jedinou vazbu mezi
témito soustavami zajistuje zdrojovy clen % a okrajové podminky. Teoreticky si lze
predstavit situaci, kdy by tlakové korekce na polich stejného odstinu nabyvaly preblizné
stejnou konstantni hodnotu, tieba p’ = « na ¢ernych polich, p’ = [ na bilych polich,
p’ = ~ na svétle Sedych polich a p’ = § na tmavé Sedych polich. Rozkmitané tlakové
korekce se prenesou prostrednictvim rychlostnich korekci do pohybovych rovnic a zptisobi
rozkmitani rychlosti. Vysledkem je rozkmitané pole jak rychlosti tak tlaku, ztrata stabi-
lity a kolaps vypoctu. V anglicky psané literatuie se pro tento druh nestability pouziva
termin checkerboarding, cesky muzeme pouzit termin Sachovnicovy efekt.

Predpoklad konstantni hustoty neni podstatny. Z (6.74) vidime, ze koeficienty A%y,
a AR ¢ jsou fddove mensi nez koeficienty A%, ALy, Alyw, Abg Abp, takze tendence ke
vzniku oscilaci nastava i v tomto ptipadeé. ([l

Poznamka 6.2. Algoritmus SIMPLE obecné konverguje jen velmi pomalu, nékdy dokon-
ce vubec. Je to zpusobeno velmi hrubou aproximaci (6.63), pfi niz zanedbavame ¢leny
a,, O, 4., a U.. Proto vzniklo nékolik modifikaci algoritmu SIMPLE znamych pod zkrat-
kami SIMPLER (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations Revised), viz [42],
SIMPLEC (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations-Consistent), viz [19],
nebo PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operator), viz [19]. V nasledujicim strucné
popiseme

Algoritmus PISO. Po vypoctu korekei pp, v a v} dopoéitame ul, v/, a.,, 0. a pak 5}3
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Resenim soustavy

ARpp = Alplh + A ply + ARpY + A%pls + b + bp (6.77)
ziskdme druhé korekce tlaku p/. Pak upravime tlak,

pp = pp + Dp, (6.78)

a spocteme rychlosti na stranéch,

"o "o
Ue = U + —qte_Pr| Uy = V) + 6;—dnp7N Pri
hy hy
, (6.79)
Uy = Uy, + dM . Us=1U,+ |V dpp Vs :
he h,
Nakonec uré¢ime druhé korekce rychlosti ve sttedech konec¢nych objemiu
_ |Dp| P — Dy ~ | Dp| Py — Ps

up = ip — ay T W, v =0p — T NQT, (6.80)
kde

'&},— o = (Apuly + AYuy, + Auly + Abul)

P

Up = A“ o (Apvg + Ajpuyy + Ajvy + Agug)
a spocteme rychlosti ve sttedech kone¢nych objemu,

up =up +up, vp=0vp+ Up. (6.81)

Nésledovat muze vypocet dalsich korekei (p, vy, u'y), (pgf),ugf),up)) atd., coz neni nic

jiného nez iteraéni feseni rovnice (6.61). Standardné se kon¢i druhou 1tera(31, tj. postupuje

se podle (6.77)—(6.81). O

6.2. Algoritmus SIMPLE na obecné ¢tyriihelnikové siti

Oblast €2 vykryjeme konvexnimi ¢tytuhelniky. Pti popisu diskretizace pouzijeme po-
dobné oznaéeni jako v pfedchozi kapitole viz obrézek 6.4. Koneény objem Dp je tedy

Ly, Ls.

Gradient. V dalsim budeme potiebovat gradient V¢(P) pro ¢ = u, v, p. Podle Greenovy
veéty

Vodx = / ondS.
Dp T'p
Spocteme-li integraly numericky jednobodovou formuli, dostaneme

IDp|Ve(P)~ Y |Tylp(x,)n

qes(P)
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Obr. 6.4: Konecny objem Dp a jeho sousedé

Definujeme proto

1
Vop = 7] > |Tylegn, (6.82)

qes(P)

jako pribliznou hodnotu V¢(P), kde ¢, je aproximace ¢(x,).

Sit, interpolace. Spojnice bodu P a sousedniho bodu @ protind spole¢nou hranici T,
kone¢nych objemt Dp a Dg v bodu ¢/, ktery obecné neni stiedem ¢ strany I'y, tj. ¢’ # ¢,
viz obrazek 6.5. Necht bod P’ resp. @' je kolmym prumétem bodu P resp. Q na pifmku,
kterd prochazi bodem ¢ a ma smérnici n,, viz obrazek 6.5. Pfipomenme, Ze n, je jednot-
kovy vektor vnéjsi normadly koneéného objemu Dp na strané I',. Normovany vektor P
oznacime jako e 1= (xg — xp)/|xg — xp|.

Pokud hodnotu ¢, funkce ¢ v bodu x, nezndme, nahradime ji dostatecné pfesnou apro-
ximacf [¢],. Tak tfeba

(9], = ¢1(xq), (6.83)

kde ¢;(x) je linedrn{ interpolant funkce ¢ na trojihelniku PQR, R € S(P)U S(E). Pro
g = e na obrazku 6.4 se hodi R = N nebo R = NFE. Kdyz tsecka P() prochazi sttedem ¢
strany I';, pak

|Xq — Xpl|
X

[[¢]]q = ¢p+ |
Q

——(0g—¢p) prog=g. (6.84)
Xp|
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Obr. 6.5: Kone¢ny objem Dp a jeden z jeho sousedu Dg

Jestlize navic ¢/ = %(P + @), pak
[¢], = 5(¢p +¢q) DProg=¢ =3(P+Q) (6.85)

Kdyz je tsecka PQ ke strané ', kolmd pro kazdé P,Q € S(P), fekneme, Ze sit je orto-
gondlni. Kvalitni generatory siti umi generovat ortogonalni nebo témétr ortogonalni sité,
v nichz spojnice PQ tézist dvou sousednich koneénych objemt prochézi piiblizné stiedem
q jejich spolecné strany I'y. Takové sité jsou pro modelovani proudéni tekutin metodou
koneénych objemit velmi vhodné. Kdyz je totiz tsecka PQ ke strané 'y kolmd a ¢’ = gq,
pak P' = P, ' = Q a plati

0y _ 09y
ong o<

pro PQ L Iy, qg=1¢, (6.86)

viz obrazek 6.5. To vede ke zjednodusené diskretizaci visk6zniho ¢clenu, viz (6.88).
6.2.1. Diskretizace pohybovych rovnic.

Uvazujme nejdiive prvni pohybovou rovnici. Vyjdeme z integrélni identity (6.11).
Objemové integraly spocteme piiblizné jako soucin plochy |Dp| a hodnoty integrandu
v bodu P, tj.

/D o(x) dx ~ | Dplp(xp),

krivkové integraly po hranici I'p pocitame slozenou obdélnikovou formuli, tj.

/F px)ds~ 3 ITlex,).

qes(P)

123



Ptipomenme, ze xp je soufadnice bodu P, x, je soufadnice bodu ¢, s(P) = {e,n,w, s}.
Po provedené integraci z (6.11) dostaneme

0
Up — U _ B ou —
\DP\QP%jL S Fug=— > [T lpni+ > \rq\uqa—é+\0p|sp, (6.87)

ges(P) ges(P) qges(P)

kde Fy(v) = 04(V4 - ng)|Tyl, viz (6.12), nd je a-ové slozka vektoru n, = (nd,n?)" a kde
Ouy _
on,

hodnotu v bodu P resp. ¢. V dalsim se vénujme diskretizaci jednotlivych ¢lenu rovnosti
(6.87).

Diskretizace konvekéniho ¢&lenu. Pouzijeme upwind schéma (6.40), gradient Vup
obsazeny v (6.36) spocteme podle (6.82) pro ¢ = [u],. Rychlost v, obsazenou v F;*(¥)

aproximujeme pomocf [v] .

Diskretizace viskézniho clenu. Metodou odlozenych korekei dostaneme aproximaci
Oug _ Ouy ou, 0y,
on, 06 ' |on, 9]

Nastane-li konvergence, tj. © = u, aproximace (6.88) pfejde v identitu. Derivace aproxi-
mujeme diferencemi, takze

(Vu), - n,. Dolnf index P resp. ¢ u ¢lenti u, u°, v, p, Vu a S* oznacuje piibliznou

(6.88)

8uq -~ Ug — up [ ﬂQ/—fLP/ B ﬂQ—fLP (6 89)
Ong  |xq—xpl |lxg —xp| [|xq—xp|] '
Pro soufadnice xp/, X bodi P’, ' snadno odvodime, ze
xXp = Xg — [(Xg = Xp) ngny, X =%X¢ — [(Xg — Xq) 1| ng. (6.90)

Hodnoty @p a g v bodech P a ()" aproximujeme pomoci hodnot up, tig a gradientii
Vip, Vig v bodech P a @,

Up = Up+ Vip - (Xp —xp), lg ~lg+ Vig - (Xg — Xq)- (6.91)
Gradienty Vup, Vg spoc¢teme pomoci (6.82) pro ¢, = [[u],.
Diskretizace tlakového ¢lenu. Pouzijeme aproximaci

Dq = Dp+ VDp - (X, — Xp). (6.92)
Gradient Vpp uréime podle (6.82) pro ¢, = [p],.

Diskretizace zdrojového ¢lenu je tvaru

ox

Z rovnice kontinuity plyne, Ze pro konstantni p je druhy ¢len nulovy. Pro nekonstantni
dostaneme aproximaci

Oovp ov ov
D . — | = . — ~ I — . 94
et (k52 ) = [ - (15r) ixm 3 Il [[&Cﬂn (6.94)

q€s(P)

_ _ v
55 = |Dplfs + |Dp|V - (uﬁ) . (6.93)
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Pfi interpolaci vyuzijeme toho, ze ——

,nd, kde A= P,Q,R.

qu (A)

Soustava linearnich rovnic. Do rovnice (6.87) dosadime aproximace ¢lent Fi(V), pq,

Ouq
on,’

S} a obdrzime rovnici

}LJUP:AEUE+AWUW+ANUN+ASUS_ |Dp| —I—bu (695)

0
kde % je prvni slozka vektoru Vpp. Skuteéné, pomoci Greenovy véty
x

- Z Tqlpgng = Z Tyl [pP + VDp- (x4 —xp)| n§ =
qes(P) q€s(P)

9pr.

1
—/ [ﬁp—vaP'(X—XP)] Ny dS = —Vﬁp'/ XNy dS = —Vﬁp"Dp‘ (O) |DP 895
Ip

Ip

Rovnice (6.95) sestavime pro kazdy konecny objem Dp a uplatnime piedepsané okra-
jové podminky. Je také vhodné pouzit dolni relaxaci, viz (6.33), (6.34). ReSeni oznacéime
jako u*.

Druha pohybova rovnice. Diskretizovana druhd pohybova rovnice je tvaru

A?;’UP = AE’UE + AW’UW + ANUN + ASUS — ‘Dp| y + bv (696)

on

kde PP je druha slozka vektoru Vpp. Odvozeni je podobné jako u prvni pohybové rovnice.
Y 3

Plati Ap, = A§ pro Q = P, E,W,N,S. Reseni soustavy rovnic (6.96) doplnéné o vliv

okrajovych podminek a relaxaci oznac¢ime jako v*.
6.2.2. Diskretizace rovnice kontinuity.

Pomoci Greenovy véty a numerické integrace dostaneme diskrétni tvar rovnice konti-
nuity

Z Fy(v) = Z 04(vq mg)|Tg| = 0. (6.97)

qes(P) qes(P)

Vénujme se nejdifve aproximaci normalové rychlosti (v -n),. Z rovnic (6.95) a (6.96)
dostaneme

Vp =Sp — vpp, (698)
kde

Ap

1 [ Afug + Ajpuw + Ajuny + Abug + b
Sp = —(—— .
A%UE + A%’UW + AT;V’UN + Ag’US + va
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Ve stfedu ¢ strany I'; interpolaci dostaneme

Mfwm—ﬂ%wﬂ;

R-Ch aproximaci v, , normalové rychlosti (v-n), proto volime ve tvaru

womtin ([2] - [299] )

kde
Py _ P@r PP (6.100)
5nq |XQ/ — Xp/| '
je aproximace 6p(xq). Pak ziejmé
ong
DI 9P
o= I, my - | ]| (6.101)
1 a Av ] dny

Na pravidelné obdélnikové siti je zde uvedena R-Ch aproximace ekvivalentni s R-Ch apro-
ximaci zavedenou v kapitole 6.1.3. Tak tfeba pro ¢ = e je (6.99) ekvivalentni s (6.46) pro
a, =1 a (6.101) je ekvivalentni s (6.52).

D D
Z (6.99), (6.100) a pomoci aproximace HLX—JV@ﬂ R~ H!—JH [Vp], dostaneme
q q

D[] Pe —pr = VD], (xg = xp/)
Ung =~ [V], 0, — H— . (6.102)
4 a 4 Au q |XQ/ — Xp/|
Pro vzdalenost |xg — xp/| bodi P a Q' podle (6.90) plati
|XQ/ — Xp/| = (XQ — XP) ‘1. (6103)

Aproximaci vy, , normdlové rychlosti (v*-n), dostaneme tak, Ze na pravé strané vyrazu

(6.102) zaménime v za v* a vyraz

Q1= pg — pr — [VDl, - (xqr —xpr)
nahradime vyrazem

Q2 :=po —pp — [VPl, - (X@ — xp).

Uzijeme-li jesté (6.103), dostaneme vztah

o, = [v], m— HI%IH q po —pr — [VD], - (xq — XP)) (6.104)

e (xq —xp) -y

ktery lze najit tfeba ve [19] nebo [37]. Gradient [Vp],, ziskdme pomoci (6.84) pro ¢ = Vp,
pricemz Vpp resp. Vpg uréime podle (6.82) pro ¢, = [[p],, ¢ € s(P) resp. g € s(Q).
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Rovnice (6.97) pro vj, , &~ (v-n), neplati, tj.

Z 0q|Tqlvr, 4 # 0.

q€s(P)
Algoritmus SIMPLE proto zavad{ korekce v, , normdlovych rychlost{ v;;  tak, aby
> 0dlTyl(v 4 +v),,) = 0. (6.105)
qes(P)

Jestlize ve vyrazu

. DIl P — Pp DT VD], (xq —xp) + Q1 — Qs i}
wnm- (2] st [R], P e e e

piseme v, , misto vy, ., p’ misto p, v/ misto v* a kdyz pak vypustime cely vyraz ve slozenych
zavorkach, dostaneme

|D|T]  Por — Pp
Vg = — HF TP (6.106)

q |XQ/ — XP/‘

Hodnoty plp, resp. p, v bodech P’ resp. @' aproximujeme pomoci hodnot pjp resp. py
a gradienti Vpp resp. Vpp v bodech P resp. @,

p;D, ~ plp + Vpgj . (Xp/ — Xp), p/Q, ~ p/Q + Vp/Q : (XQ/ — XQ). (6107)

Gradienty Vpp resp. Vpg spocteme pomoci (6.82) pro ¢ = [p], ¢ € s(P) resp. g € s(Q).
Dosazenim (6.107) do (6.106) dostaneme

o H%ﬂ {(Xéagi;gp . Vg - (xg z;;czi;}jp&» (xp —xp)] (6.108)

Soustavu rovnic (6.105) fesime iteracné,

> 0Tyl H|D|ﬂqw = (6.109)

X — Xp)- 1

q€s(P)
k—1) k—1)
R Vi (xa — xo) Vp“ Lo ) S
G (XQ — XP) . Cq e
qes(P) d ges(P)

pricemz v prvni iteraci bereme Vp}(,O) = Vpgo) = 0, takze prvni suma na pravé strané
rovnice (6 109) vypadne. Pro P’ = P a @) = @ klademe p), = p/]gl), jinak obvykle staci
Pp = pP Gradienty VpP - resp. Vpg =1 Jostaneme podle (6.82) pro ¢, = [[p’(kfl)ﬂq,
q € s(P) resp. ¢ € s(Q). Korekce rychlosti u/p, v}, dostaneme ze vzorce (6.98) takto: za
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vp resp. pp dosadime v/, resp. pp, vypustime clen sp a Vp)p spocteme pomoci (6.82) pro
b= [0 ]]q. Tak dostaneme

P =g > Tant[v], . ’U}az—@ > Talng [0, (6.110)

Na pravidelné obdélnikové siti jsou vzorce (6.110) stejné jako vzorce (6.68) pro a,, = o, = 1.
Nakonec polozime

up =up+up, vp=0p+Vp, pp=7DPp+ a,pPp, (6.111)

kde o, je relaxacni koeficient.
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7. Reseni Navierovych-Stokesovych rovnic pro nestla-
Citelné proudéni metodou koneénych prvkiu

Formulace. Navierovy-Stokesovy rovnice a rovnici kontinuity zapiSseme ve tvaru

Q(%—Z—FV-VV—f)—V-U(p,V):o, (7.1)
V.-v=0, (7.2)

kde

a(p,v)=-—pl+7(v)

je tenzor napéti, I je jednotkova matice,

T(v) = 2ue(v)

je vazka ¢ast tenzoru napéti, u = ov je dynamicka viskozita a
1
e(v) = 3 (Vv + (V)"

je tenzor rychlosti deformace. Uvazujeme okrajové podminky

v =V naly, (7.3)
n-o="T naTo, (7.4)
v =0 na [y, (7.5)

a pocateéni podminku
vV=v pro t = 0. (7.6)
Zvolime testovaci funkci ¢ spliujici podminku
p=o0 nal;Uly (7.7)

a testovaci funkei ¢. Rovnici (7.2) ndsobime skaldrné ¢, integrujeme pres €2, uzijeme
Greenovu vétu a uplatnime podminku (7.7) a okrajovou podminku (7.4). Rovnici (7.2)
nasobime v a integrujeme ptes (2. Takto ziskané rovnice secteme a dostaneme rovnost

a(v,p,,v) =0, (7.8)
kde

v, D, @, ) = QQ(—+V Vv—f)~gadx—/QpVgoJr/QQ,ue(v):s(cp)dx—
/ T. LpdS—i—/ (Vv) ¥ dx. (7.9)
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Piipomenme, ze €(v):&(¢) je Frobeniuv skaldrni souc¢in matic e(v) a (¢p), takze

!

Prostorova diskretizace. Bez 1jmy na obecnosti budeme predpokladat, ze Q2 je poly-
gonalni oblast. Jeji uzdvér Q vykryjeme pomoci m uzavienych trojihelnikovych prvkii
T\, Ty, ..., Ty, jejichz vnitiky jsou navzdjem disjunktni, takze Q = U;nle] Oznacme
Th = {TJ}T:1

Necht S]q je prostor polynomu stupné ¢ na trojuhelniku 7;. Piedpoklddejme, Ze po-
lynom v € S;-I je jednoznatné uréen pomoci svych hodnot v(x%¥) v uzlech x¥ € Tj,

a=1,2,...,n4 kde n, = %(q—l— 1)(¢+2) je dimenze S. Pro ¢ > 1 navic predpoklddejme,
na kazdé strané F]ﬁ trojuhelnika T3, 8 = 1,2, 3, je polynom v € S}] jednoznacné urcen
pomoci svych hodnot v(x%) v uzlech x¥ € I”B. To lze zajistit tak, ze pro ¢ > 1 mezi uzly
{x@}" | patif vrcholy trojuhelnika T} a pro g > 2 kazda strana I}, 8 = 1,2, 3, obsahuje
q — 1 navzajem ruznych vnittnich uzlu délicich stranu Fj na ¢ stejnych casti. Tak tieba
v prostoru S} JSOU uzly {le }3 1 vrcholy T; av S7 jsou uzly {x%16_ vrcholy a stiedy

Necht {Eg{( )}od, je tzv. nodalm baze prostoru S}], pro kterou

1 —
(9(x¥) = {0 gigg%g’ a,8=1,2,...,n, (7.10)

Pro libovolny polynom v € S}] ziejmé plati

Nq

v(x) =) v(x¥)¥(x). (7.11)

a=1

Definujme kone¢néprvkovy prostor
X =A{w|wlr, € S VT; € Ty} (7.12)

spojitych funkci, které jsou po prvcich T} polynomy stupné g. Spojitost funkei w € X7 je

dusledkem toho, Ze na spolecné strané I';; = T; NI}, sousednich trojihelniku 7 a T}, jsou

funkce vf € S i v € S urceny pomoci hodnot v§(x%) = v{(x4) v uzlech xZ € I'jy..
Kazdou funkci w € X lze vyjadrit ve tvaru

Nq
wix) = 3 w(x) e (x) (7.13)
a=1
kde {x7}]7 = U;n:1{xq5j}gq:1 je mnozina vsech N, uzlu triangulace 7, a {02 (x4 e

iy, = 8
alr, .
Aproximaci vy, rychlosti v hledame ve tvaru

nodalni baze prostoru X9: pro x? = X%j je ¢4

(x,1) ZV 0r(x), kde v (t)=v;(x%,t) pro x_, €7, vi,(t)=o0 pro x-, € 'y, (7.14)
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T Nr
aSa=1

lezely uvnitt oblasti €2 nebo uvniti hranice I'p, aby uzly

a kde r > 1 urcuje stupen prostorové po ¢astech polynomické aproximace. Uzly {x
oc¢islujeme tak, aby uzly {x7}r

{xr}9r M1 lezely na hranici T; a aby uzly {Xg}g;Qr .1 lezely na hranici Ty, Pak

M Qr
V)= VL) + S i, (), (7.15)
a=1 a=M,+1
a neznamé, které je tieba urcit, jsou funkce {v7 (t)}r .

Aproximaci ¢, testovaci funkce ¢ zvolime ve tvaru

M
en(x)=) ¢ (%), (7.16)
a=1
kde ¢!, o =1,2,..., M,, jsou libovolné konstantni sloupcové vektory o dvou slozkéch.

Aproximace pj, tlaku p hledame ve tvaru
Ns
()= P (D)5 (x), (7.17)
a=1

kde 0 < s < r urcuje stupen prostorové po castech polynomické aproximace. Obvykla

volba je s = r, pro s = r — 1 je trojice (Tj,V};\Tj,pﬂTj) znama jako Tayloriv-Hooduv
Ns

prvek. Neznamé, které je tieba uréit, jsou funkce {p? (t)}.=;.

Aproximaci 1, testovaci funkce 1) zvolime ve tvaru

(=3 s (%), (7.18)

kde 2, a=1,2,..., Ny, jsou libovolné konstanty.
Aproximaci vy funkce v® zapiSeme ve tvaru

Ny
vir(x) = Y V() () (7.19)
a=1
Uloha
najit v;, p; tak, aby a(vy,pp, 5, U5) =0 Vi, Y7, thzo =y, (7.20)
neposkytuje uspokojivou aproximaci (v}, p;) feseni (v, p) dlohy (7.1), (7.2). Potize zpuso-
i . ) v
buje predevsim konvekéni ¢len (v-Vv)-¢ = ’Uja—v%‘ a divergencni ¢len (V-v)y = 8U .
X €T

Stabilizace. Postup, ktery umoznuje pirekonat uvedené potize, je oznacovan jako stabi-
lizace. Misto tlohy (7.20) fesime stabilizovanou ilohu

najit v}, p; tak, aby A(vp,pp. 5. Un) =0 Ve, ¢y, VZ’t:O = v, (7.21)
kde

AV, p,,¥) = a(v,p, @, V) + astar(V, D, V) (7.22)
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- 1 0
astab(vapa @, w> = Z / E |:7-SUPG 0 (a—f +v- V‘P) + 7-PSPsz/}:| : g(vap) dX+

j=1"Tj

J

Z/T Trsic 0(V-@)(V-v) dx, (7.23)

pricemz

ZL(v,p) = Q(%—Z—I—V-Vv—f) —V-o(p,v) (7.24)

je leva strana Navierovy-Stokesovy rovnice (7.1). Vsimnéte si: jestlize je (v,p) TeSeni
(7.1)-(7.2), pak Z(v,p) =0, V-v =0, takze asa(v,p, p, %) = 0.

Parametr 74,5 je stabilizaéni parametr metody SUPG (Streamline Upwind Petrov-
Galerkin), Tpspe je stabilizactni parametr metody PSPG (Pressure Stabilizing Petrov-
Galerkin) a T,5;c je stabilizacni parametr metody LSIC (Least Squares on Incompres-
sibility Constraint). Uspéch stabilizace podstatné zavisi na vhodné volbé stabiliza¢nich
parametru, viz [1], [50], [51].

Pro konkrétnost uvedeme volbu stabilizacnich parametrii podle [1]. Necht s = vy,(x})

je prumeér trojihelnika 7 ve sméru s. Lze ukézat, ze

3 —1
he = 2]s| <Z |s.wg|> : (7.25)

a=1

kde {¢1}2_, jsou nodéln{ bézové funkce v prostoru Sjl. Na trojuhelniku 7} definujeme

9 ~1/2
2s| 4y
Tsupc = Tpspa — h— + ﬁ >

(7.26)
hs| | %R‘ea Re < 37 R hS|S|
T = —[slz, =z= e =
LSIC 2 ) 1 Re > 37 2]/ )
kde v = pu/0 je kinematické viskozita v tézisti x..
Semidiskrétni formulace. Pomoci oznaceni
vi(t) Pi(t) ©1 i VS(X’{)
vi(t 5(t 5 5 v (x5
V()= 2() P(l)= p2() B ?02 W .2 voo | (x3)
Vi, () o, (1) P, G vO(xy,)

1ze rovnici ulohu (7.21) zapsat ve tvaru

(MV+£;E¥ 113) ' ($> - (2) . V() =V (7.27)



Matici M a vektory Fy, F, dostaneme standardni technikou metody kone¢nych prvku.
Protoze vektory parametru ®, ¥ mohou nabyvat libovolnych hodnot, dostavame ekviva-
lentni vyjadieni ulohy (7.21) ve tvaru

najit V(t), P(t) tak, aby MV+F,(V,P) =0, V(0)=V",
F,(V,P)=o. (7.28)

Navierovy-Stokesovy rovnice neurcuji tlak jednoznacné: je-li (v, p) feseni (7.1)-(7.6), pak
je fesenim také (v,p + p), kde p je libovolnd funkce proménné ¢t. Tuto skutecnost zo-
hlednime tak, ze v (7.27); pro néjaké k € {1,2,..., Ny} provedeme pi(t) = p(t), ¥ = 0.
Odpovidajici uloha (7.28) pak bude jednoznacné fesitelnd.

Casova diskretizace. Obvykle se pouziva implicitni Eulerova metoda nebo BDF2 me-
toda. Tak tieba pro IE metodu dostaneme

VkJrl _ Vk
M—— FV(Vk+1, PkJrl) =o,
T k=0,1,... (7.29)

k+1 pk+1y

FP(V ) P ) =0,
Nelinedrni soustavu rovnic (7.29) fesime modifikovanou Newtonovou metodou (Jacobiho
matice zustava po nékolik iteraci stejnd), stabilizaéni parametry v dané iteraci pocitame

pomoci rychlosti z predchozi iterace, prislusné soustavy linearnich rovnic fesime vhodnou
itera¢ni metodou, treba GMRES.
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