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1.5 Počátečńı a okrajové podmı́nky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
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Předmluva

Skripta jsou věnována výpočtové dynamice tekutin, což je český ekvivalent pro Com-
putational Fluid Dynamics, stručně CFD.

V úvodńı kapitole jsou odvozeny základńı rovnice prouděńı, Eulerovy pro neviskózńı
prouděńı a Navierovy-Stokesovy pro prouděńı viskózńı. Eulerovy rovnice pro stlačitelné
prouděńı jsou soustavou hyperbolických parciálńıch diferenciálńıch rovnic. Proto jsou do
druhé kapitoly zařazeny základńı teoretické poznatky o řešeńı hyperbolických problémů.
Třet́ı a čtvrtá kapitola je věnována numerickému řešeńı Eulerových rovnic pro stlačitelné
prouděńı, třet́ı kapitola metodou konečných objemů a čtvrtá kapitola nespojitou Galer-
kinovou metodou. Pátá kapitola se zabývá řešeńım Navierových-Stokesových rovnic pro
stlačitelné prouděńı nespojitou Galerkinovou metodou. Šestá a sedmá kapitola je věnována
numerickému řešeńı Navierových-Stokesových rovnic pro nestlačitelné prouděńı, šestá ka-
pitola metodou konečných objemů a sedmá kapitola metodou konečných prvk̊u.

Skripta jsou zaměřena předevš́ım na numerické metody a algoritmizaci. Z matema-
tického pohledu jde o efektivńı postupy pro řešeńı soustav nelineárńıch nestacionárńıch
parciálńıch diferenciálńıch rovnic doplněných o počátečńı a okrajové podmı́nky. Pro větš́ı
srozumitelnost uvažujeme jen dvoudimenzionálńı prouděńı, takže nezávisle proměnné jsou
dvě prostorové souřadnice a čas.

Pro prostorovou diskretizaci Eulerových rovnic se nejčastěji použ́ıvá metoda konečných
objem̊u, stručně FVM podle Finite Volume Method. Skvělým zdrojem informaćı jsou mo-
nografie [17], [18], [52], [33], [34]. Pro prostorovou diskretizaci Eulerových rovnic je velmi
vhodná také nespojitá Galerkinova metoda, stručně DGM podle Discontinuous Galerkin
Method, viz monografie [26] a [14]. Prostorová diskretizace Navierových-Stokesových rov-
nic pro nestlačitelné prouděńı se nejčastěji provád́ı metodou konečných objemů, viz mo-
nografie [42], [55], [19], [37]. Hojně se použ́ıvá také metoda konečných prvk̊u, stručně
FEM podle Finite Element Method, viz monografie [21], [15], z časopisecké literatury lze
doporučit článek [50] a daľśı práce z tam uvedeného seznamu literatury.

Pro řešeńı úloh prouděńı je k dispozici celá řada softwarových produkt̊u. Mezi nejzná-
měǰśı patř́ı komerčńı ANSYS Fluent, CD-adapco STAR-CD a volně dostupný OpenFoam.

Brno, zář́ı 2019 Libor Čermák
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1. Rovnice prouděńı

V této kapitole odvod́ıme základńı rovnice popisuj́ıćı prouděńı tekutin. Chováńı teku-
tin se ř́ıd́ı zákony zachováńı hmotnosti, hybnosti, momentu hybnosti a energie. Pomoćı
Reynoldsovy transportńı věty tyto zákony zaṕı̌seme jako rovnici kontinuity, pohybové rov-
nice a rovnici energie. Užit́ım konstitučńıch vztah̊u a stavových rovnic zredukujeme počet
neznámých na hustotu, vektor rychlosti a energii. Nakonec doplńıme okrajové a počátečńı
podmı́nky. Závěr kapitoly je věnován bezrozměrnému tvaru rovnic prouděńı, Reynoldsovu
č́ıslu a stručné zmı́nce o turbulentńım prouděńı.

1.1. Základńı pojmy

Prouděńı budeme zkoumat v oblasti Ω ∈ R
d, d = 2, 3. Necht’ x = (x1, x2 . . . , xd)

T

je bod oblasti Ω a t ∈ [0, tmax] je čas. Základńı fyzikálńı veličiny, se kterými budeme
pracovat, jsou hustota ̺(x, t), vektor rychlosti v(x, t) = (v1(x, t), v2(x, t), . . . , vd(x, t))

T ,
celková energie E(x, t), tlak p(x, t) a teplota T (x, t).

V daľśım textu budeme občas použ́ıvat Einsteinovu sumačńı konvenci, tj. sč́ıtáme
automaticky přes všechny indexy, které se v daném výrazu vyskytnou právě dvakrát.

Značeńı. Symbolem ∇ označ́ıme operátor

∇ =

(

∂

∂x1
,
∂

∂x2
, . . . ,

∂

∂xd

)T

.

Gradientem funkce f rozumı́me vektor

gradf = ∇f =

(

∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, . . . ,

∂f

∂xd

)T

.

Je-li f = (f1, f2, . . . , fd)
T vektorová funkce, pak Jacobiho matice a gradient funkce f jsou

Df

Dx
=

























∂f1
∂x1

,
∂f1
∂x2

, . . . ,
∂f1
∂xd

∂f2
∂x1

,
∂f2
∂x2

, . . .
∂f2
∂xd

,

...
... . . .

...

∂fd
∂x1

,
∂fd
∂x2

, . . . ,
∂fd
∂xd

























, ∇f =

(

Df

Dx

)T

= (∇f1,∇f2, . . . ,∇fd).

Laplace̊uv operátor ∆ je definován předpisem

∆ =
d
∑

i=1

∂2

∂x2i
.

Zápisem ∆f resp. ∆f pak rozumı́me

∆f =
d
∑

i=1

∂2f

∂x2i
, ∆f = (∆f1,∆f2, . . . ,∆fd)

T .
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Divergence f je definována předpisem

div f =

d
∑

i=1

∂fi
∂xi

.

Pro matici F = (f1, f2, . . . , fd) definujeme

divF ≡ ∇ · F = (div f1, div f2, . . . , div fd)
T .

Skalárńı součin vektor̊u a = (a1, a2, . . . , ad)
T , b = (b1, b2, . . . , bd)

T je

a · b =
d
∑

i=1

aibi,

|a| = (a, a)
1

2 je délka vektoru. Pro a,b ∈ R
3 definujeme vektorový součin

a× b = (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)
T .

Zápisem a⊗ b označujeme tenzorový součin

a⊗ b = abT =











a1b1 a1b2 . . . a1bd
a2b1 a2b2 . . . a2bd
...

... . . .
...

adb1 adb2 . . . adbd











.

Pro matice A = {aij}di,j=1, B = {bij}di,j=1 definujeme Frobeni̊uv skalárńı součin

A : B =
d
∑

i,j=1

aijbij .

Pro matici A = (a1, a2, . . . , ad) a vektor b definujeme

b ·A = (b · a1,b · a2, . . . ,b · ad)
T = ATb .

Definujme ještě prostory spojitých funkćı na intervalu I s hodnotami v prostoru X :

C(I;X) = {f : I → X ; f je ohraničená a spojitá v každém bodě I}.

Popis prouděńı. Budeme si představovat, že tekutina vyplňuj́ıćı oblast Ω se skládá
z částic, a budeme předpokládat, že každým bodem x ∈ Ω v každém čase t ∈ [0, tmax]
procháźı právě jedna částice tekutiny. K popisu tekutiny se použ́ıvaj́ı dva základńı př́ıstupy.

a) Lagrangeovský popis prouděńı zkoumá pohyb každé jednotlivé částice tekutiny.
Dráhu částice, tzv. trajektorii, poṕı̌seme rovnićı

x = ϕ(X, t),
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kde X je referenčńı poloha uvažované částice. Detailněǰśı zápis

x = ϕ(X, t0; t)

nám ř́ıká, že v čase t je v mı́stě x ta částice tekutiny, která v čase t0 zauj́ımala re-
ferenčńı pozici X. Referenčńı polohou X je částice jednoznačně identifikovaná, lze tedy
zjednodušeně hovořit o částici X. Složky X1, X2, . . . , Xd referenčńıho boduX jsou Lagran-
geovy souřadnice částice X, zat́ımco složky x1, x2, . . . , xd bodu x jsou Eulerovy souřadnice
té částice X, která se v čase t nacháźı v bodu x. Je dobré si uvědomit, že pevným bodem
x procházej́ı v r̊uzných časech r̊uzné částice tekutiny.

Rychlost v(x, t) v bodu x a v čase t definujeme jako rychlost té částice tekutiny, která
v čase t bodem x procháźı, tedy

v(x, t) =
∂ϕ

∂t
(X, t) pro X takové, že x = ϕ(X, t).

Vztah mezi Lagrangeovými a Eulerovými souřadnicemi lze popsat prostřednictv́ım
rychlostńıho pole v(x, t). Jestliže částice tekutiny zauj́ımá v čase t0 referenčńı pozici X,
tj. má Lagrangeovy souřadnice {Xi}di=1, a v čase t zauj́ımá pozici x = ϕ(X, t), tj. má
Eulerovy souřadnice {xi}di=1, pak x = x(t) je řešeńım počátečńı úlohy

dx(t)

dt
= v(x(t), t), x(t0) = X. (1.1)

Křivka x(t) se nazývá trajektorie (částice tekutiny, která v čase t0 byla v pozici X).
Ke grafickému znázorněńı rychlostńıho pole ve zvoleném čase se použ́ıvaj́ı proudnice.

Pro zvolený čas t̄ a bod x̄ definujeme proudnici jako křivku x = x(s), která je řešeńım
počátečńı úlohy

dx(s)

ds
= v(x(s), t̄), x(s0) = x̄ (1.2)

pro nějaké s0 ∈ R. Částice tekutiny má tedy v každém bodu proudnice rychlost, která
je k proudnici tečná. Nebo jinak: rychlost částice v libovolném mı́stě proudu je tečnou
k proudnici, která t́ımto mı́stem procháźı.

Zat́ımco trajetrorie je dráhou jedné částice v čase, proudnici tvoř́ı částice tekutiny,
z nichž každé dvě jsou navzájem r̊uzné. Proudnice a trajektorie, které v čase t̄ procházej́ı
bodem x̄, jsou obecně r̊uzné křivky. Splývaj́ı jen v př́ıpadě stacionárńıho prouděńı, tj.
když rychlost v(x, t) = v(x) nezáviśı na čase, jak je zřejmé z (1.1) a (1.2).

Materiálová derivace DF (x, t)/Dt funkce F (x, t) je totálńı derivace dF (ϕ(X, t), t)/ dt.
Podle pravidla o derivováńı složené funkce dostaneme

DF (x, t)

Dt
=

dF (ϕ(X, t), t)

dt
=
∂F (ϕ(X, t), t)

∂t
+

d
∑

i=1

∂F

∂xi
(ϕ(X, t), t)

∂ϕi(X, t)

∂t
=

∂F (x, t)

∂t
+

d
∑

i=1

vi(x, t)
∂F (x, t)

∂xi
=
∂F (x, t)

∂t
+ v(x, t) ·gradF (x, t).
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Operátor
D

Dt
=

∂

∂t
+ v ·grad

nazveme materiálovou derivaćı (někdy použ́ıváme také termı́n totálńı derivace nebo sub-
stančńı derivace). Parciálńı derivace ∂/∂t se nazývá lokálńı derivace a člen (v · grad)
se nazývá konvekčńı derivace. Lokálńı derivace ∂F (x, t)/∂t vyjadřuje časovou změnu F
v bodu x, konvekčńı derivace v(x, t) · gradF (x, t) = [ dF (x(t), ξ)/ dt]ξ=t vyjadřuje pro-
storovou změnu F v čase t a materiálová derivace DF (x, t)/Dt vyjadřuje změnu F na
časoprostorové trajektorii [ϕ(X, t), t].

Transportńı věta. Uvažujme soustavu částic tekutiny, které v čase t vyplňuj́ı omezenou
oblast σ(t), tak zvaný kontrolńı objem. Předpokládejme, že v pr̊uběhu času kontrolńı
objem obsahuje pořád tytéž částice. Necht’ σ0 = σ(t0) je kontrolńı objem v referenčńım
čase t0. Funkce ϕ každé částici X ∈ σ0 přǐrazuje bod x = ϕ(X, t) ∈ σ(t). Protože částice
tekutiny kontrolńı objem beze zbytku vyplňuj́ı a jejich trajektorie se neprot́ınaj́ı, lze ϕ
považovat za vzájemně jednoznačné zobrazeńı referenčńı oblasti σ0 a oblasti σ(t).

Necht’ funkce F (x, t) reprezentuje nějakou fyzikálńı veličinu. Celkové množstv́ı F(t)
veličiny F v kontrolńı objemu σ(t) je integrál

F(t) =

∫

σ(t)

F (x, t) dx.

V daľśım nás bude zaj́ımat, jak se celkové množstv́ı F(t) veličiny F na částićıch kontrol-
ńıho objemu měńı v čase, tedy čemu se rovná derivace

dF(t)

dt
=

d

dt

∫

σ(t)

F (x, t) dx.

V následuj́ıćı Reynoldsově větě ukážeme, jak lze tuto derivaci vyjádřit.

Věta 1.1. (Reynoldsova transportńı ). Necht’ F a ϕ jsou dostatečně hladké funkce. Pak

dF(t)

dt
=

d

dt

∫

σ(t)

F (x, t) dx =

∫

σ(t)

[

∂F

∂t
(x, t) + v(x, t) · gradF (x, t) + F (x, t) divv(x, t)

]

dx = (1.3)

∫

σ(t)

[

∂F

∂t
(x, t) + div(Fv)(x, t)

]

dx. �

D̊ukaz včetně přesné formulace předpoklad̊u Reynoldsovy věty lze naj́ıt v [17]. Zde si
uved’me jen náčrt d̊ukazu. Pomoćı transformace ϕ : σ0 → σ(t) přejdeme z časově závislé
oblasti σ(t) na oblast σ0, která již na čase nezáviśı. Jestliže J(X, t) je jakobián zobrazeńı ϕ,
tj. J(X, t) = det {∂ϕi(X, t)/∂Xj}di,j=1, pak

d

dt

∫

σ(t)

F (x, t) dx =

∫

σ0

d

dt

[

F (ϕ(X, t), t) |J(X, t)|
]

dX =

∫

σ0

[

dF (ϕ(X, t), t)

dt
|J(X, t)|+ F (ϕ(X, t), t)

∂ |J(X, t)|
∂t

]

dX.

(1.4)
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Zřejmě

dF (ϕ(X, t), t)

dt
=
∂F (ϕ(X, t), t)

∂t
+

d
∑

i=1

∂F (ϕ(X, t), t)

∂xi

∂ϕi(X, t)

∂t
.

Dá se dokázat, viz [17], že

∂ |J(X, t)|
∂t

=

d
∑

i=1

∂

∂xi

[

∂ϕi(X, t)

∂t

]

|J(X, t)| .

Posledńı dva vztahy dosad́ıme do (1.42), využijeme toho, že ∂ϕi(X, t)/∂t = vi(ϕ(X, t), t),
a zpětným přechodem z referenčńı oblasti σ0 na oblast σ(t) dostaneme (1.32). �

Pomoćı Greenovy věty lze transportńı větu ekvivalentně zapsat ve tvaru

dF(t)

dt
=

∫

σ(t)

∂F

∂t
(x, t) dx+

∫

∂σ(t)

F (x, t)v(x, t) ·n(x) dS,

kde n(x) je jednotkový vektor vněǰśı normály hranice ∂σ(t) v bodě x. Prvńı integrál
na pravé straně vyjadřuje časovou změnu veličiny F v kontrolńım objemu σ(t). Skalárńı
součin v ·n = vn je rychlost ve směru n, takže druhý integrál

∫

∂σ(t)

F (x, t)v(x, t) ·n(x) dS =

∫

∂σ(t)

F (x, t)vn(x, t) dS

vyjadřuje tok veličiny F ven z kontrolńıho objemu σ(t) ve směru vněǰśı normály.

1.2. Zákony zachováńı

Ve fyzice se jako zákon zachováńı označuje tvrzeńı, že určitá měřitelná veličina fyzikál-
ńıho systému se během vývoje tohoto systému neměńı. V dynamice tekutin jde o zákon
zachováńı hmotnosti, hybnosti, momentu hybnosti a energie. V této kapitole budeme
opakovaně použ́ıvat termı́n kontrolńı objem pro označeńı objemu části tekutiny tvořené
stále stejnými částicemi tekutiny. Kontrolńı objem může měnit sv̊uj tvar a proto bývá
někdy také označován jako tekutý objem, viz [7].

Zákon zachováńı hmotnosti zńı:

hmotnost tekutiny v kontrolńım objemu se neměńı.

Necht’ ̺(x, t) je hustota tekutiny v bodu x a v čase t. Hmotnost M(σ(t)) tekutiny
v kontrolńım objemu σ(t)

M(σ(t)) =

∫

σ(t)

̺(x, t) dx.

Zákon zachováńı hmotnosti tvrd́ı, že hmotnost se v čase neměńı, tj. že

d

dt

∫

σ(t)

̺(x, t) dx = 0. (1.5)
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Podle Reynoldsovy transportńı věty proto

∫

σ(t)

[

∂̺

∂t
(x, t) + div(̺v)(x, t)

]

dx = 0,

a protože σ(t) může být libovolný kontrolńı objem, dostáváme rovnici kontinuity

∂̺

∂t
+ div(̺v) = 0. (1.6)

Nestlačitelné prouděńı je takové prouděńı, při kterém se hustota částic tekutiny v čase
neměńı, tj.

D̺

Dt
=
∂̺

∂t
+ v · grad̺ = 0.

Odtud a z rovnice kontinuity dostaneme

∂̺

∂t
+ div(̺v) =

∂̺

∂t
+ v · grad̺+ ̺ divv = ̺ divv = 0.

Pro nestlačitelné prouděńı tedy rovnice kontinuity nabývá tvaru

divv = 0. (1.7)

Připomeňme, že pod pojmem nestlačitelná tekutina rozumı́me tekutinu s konstantńı hus-
totou. Prouděńı nestlačitelné tekutiny je zřejmě nestlačitelné prouděńı.

Zákon zachováńı hybnosti. Hybnost́ı rozumı́me součin hmotnosti a vektoru rychlosti.
Zákon zachováńı hybnosti ř́ıká, že hybnost izolované soustavy těles se zachovává. Částice
kontrolńıho objemu ale izolovanou soustavu netvoř́ı, nebot’ na částice p̊usob́ı obklopuj́ıćı
prostřed́ı. V prouděńı se zákonem o zachováńı hybnosti rozumı́ druhý Newton̊uv zákon,
který ř́ıká, že časová změna hybnosti tělesa se rovná śıle, která na těleso p̊usob́ı. Jestliže
za takové těleso považujeme kontrolńı objem, zákon zachováńı hybnosti zńı:

časová změna hybnosti tekutiny v kontrolńım objemu je rovna śıle, která na kontrolńı
objem p̊usob́ı.

Jestliže hybnost tekutiny v kontrolńım objemu

H(σ(t)) =

∫

σ(t)

̺(x, t)v(x, t) dx

a F(σ(t)) je śıla p̊usob́ıćı na kontrolńı objem σ(t), pak zákon zachováńı hybnosti ř́ıká, že

d

dt

∫

σ(t)

̺(x, t)v(x, t) dx = F(σ(t)). (1.8)

Výraz na levé straně rovnice (1.8) představuje setrvačnou śılu tekutiny kontrolńıho obje-
mu. Zákon zachováńı hybnosti lze tedy vyjádřit také takto: setrvačná śıla tekutiny kontrol-
ńıho objemu je rovna výslednici sil, které na kontrolńı objem p̊usob́ı. Rozlǐsujeme dvě
základńı śıly p̊usob́ıćı na kontrolńı objem.
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a) Objemové śıly p̊usob́ıćı na částice uvnitř kontrolńıho objemu

Fv(σ(t)) =

∫

σ(t)

̺(x, t)f(x, t) dx,

kde f je hustota objemových sil vytažená na jednotku hmotnosti.

b) Povrchové śıly, kterými obklopuj́ıćı tekutina p̊usob́ı na povrch ∂σ(t) kontrolńıho
objemu σ(t),

F s(σ(t)) =

∫

∂σ(t)

T(x, t,n(x)) dS,

kde T(x, t,n(x)) je vektor napět́ı. Označme

σji = Ti(x, t, ej), i, j = 1, . . . , d,

kde ej je jednotkový vektor v kladném směru osy xj . Veličiny σji = σji(x, t) jsou složky
tenzoru napět́ı σ = {σij}di,j=1. Složky vektoru napět́ı lze vyjádřit pomoćı složek tenzoru
napět́ı, viz [17]:

Ti(x, t,n) = σji(x, t)nj(x), i = 1, . . . , d, (1.9)

kde nj(x), j = 1, 2, . . . , d, je j-tá složka vektoru n(x) vněǰśı normály v bodu x. V tomto
zápisu jsme použili Einsteinovu sč́ıtaćı konvenci, tj. sč́ıtá se přes index j.

Zákon zachováńı hybnosti (1.8) zaṕı̌seme po složkách a pomoćı Reynoldsovy trans-
portńı věty dostaneme

∫

σ(t)

[

∂(̺(x, t)vi(x, t))

∂t
+ div(̺(x, t)vi(x, t)v(x, t))

]

dx =

∫

σ(t)

̺(x, t)fi(x, t) dx +

∫

∂σ(t)

σji(x, t)nj(x) dS, i = 1, . . . , d.

Pomoćı Greenovy věty nakonec obdrž́ıme pohybové rovnice

∂

∂t
(̺vi) +

∂

∂xj
(̺vivj) = ̺fi +

∂σji
∂xj

, i = 1, . . . , d. (1.10)

Vektorově lze pohybovou rovnici zapsat ve tvaru

∂

∂t
(̺v) + div(̺v ⊗ v) = ̺f + divσ. (1.11)

Se zákonem zachováńı hybnosti úzce souviśı

Zákon zachováńı momentu hybnosti, který ř́ıká, že

časová změna momentu hybnosti tekutiny v kontrolńım objemu je rovna momentu śıly,
která na kontrolńı objem p̊usob́ı,
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tedy, pro d = 3,

d

dt

∫

σ(t)

x× (̺v)(x, t) dx =

∫

σ(t)

x×F(σ(t)) dx. (1.12)

Dá se ukázat, viz [17], že zákon zachováńı momentu hybnost́ı je splněn, právě když je
tenzor napět́ı σ symetrický, tj. když

σij = σji, i, j,= 1, . . . , d.

Zákon zachováńı energie ve fyzikálńım smyslu znamená, že energie izolovaného sou-
stavy z̊ustává konstantńı. Izolovanou soustavou přitom rozumı́me soustavu, která je od
svého okoĺı oddělena: okoĺı neovlivňuje soustavu a soustava neovlivňuje okoĺı. V termody-
namice je izolovaný systém takový systém, který si s okoĺım nevyměňuje hmotu ani energii,
což v př́ıpadě tekutiny vyplňuj́ıćı kontrolńı objem zřejmě neplat́ı. Tekutina kontrolńıho
objemu představuje tzv. uzavřený systém: s okoĺım si nevyměňuje hmotu, výměnu ener-
gie však připoušt́ı. Pro uzavřený systém lze vyslovit prvńı termodynamický zákon, podle
kterého změna vnitřńı energie uzavřeného systému je součtem práce, kterou na systému
vykoná jeho okoĺı, a tepla, které je do systému dodáno. Vnitřńı energie je přitom souhrn
energíı (kinetické, potenciálńı, elektrické, chemické atd.) všech částic (molekul, atomů),
z nichž se systém skládá. Vnitřńı energie tedy představuje makroskopický popis souhrnu
energíı na molekulárńı a atomové úrovni, kinetická a potenciálńı energie, kterou má sou-
stava jako celek, se do vnitřńı energie nezapoč́ıtává.

Pro formulaci zákona zachováńı energie v dynamice tekutin použijeme kombinaci fy-
zikálńıho a termodynamického př́ıstupu: vyjdeme z prvńıho termodynamického zákona,
uzavřený systém pro nás bude kontrolńı objem s částicemi tekutiny, mı́sto vnitřńı energie
ale dosad́ıme celkovou energii, kterou budeme rozumět součet vnitřńı energie částic teku-
tiny a kinetické energie konečného objemu jako celku, viz (1.15). Uváž́ıme-li, že časová
změna práce i tepla je výkon, můžeme zákon zachováńı energie formulovat takto:

časová změna celkové energie tekutiny v kontrolńım objemu je součtem výkonu sil, kterými
obklopuj́ıćı prostřed́ı na tekutinu v kontrolńım objemu p̊usob́ı, a výkonu tepla, které je
tekutině v kontrolńım objemu dodáno.

Necht’ E(σ(t)) je celková energie tekutiny v kontrolńım objemu σ(t), W(σ(t)) je výkon sil
p̊usob́ıćıch na kontrolńı objem a Q(σ(t)) výkon tepla dodaného do kontrolńımu objemu.
Zákon zachováńı energie tvrd́ı, že

d

dt
E(σ(t)) = W(σ(t)) +Q(σ(t)). (1.13)

Energie tekutiny v kontrolńım objemu

E(σ(t)) =
∫

σ(t)

E(x, t) dx, (1.14)

kde E je celková energie,

E = ̺
(

e+ 1
2
|v|2
)

, (1.15)
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e je měrná vnitřńı energie a 1
2
|v|2 ≡ 1

2
vivi je měrná kinetická energie. Poznamenejme, že

sl̊uvkem
”
měrná“ vyjadřujeme, že jde o veličinu vztaženou na jednotku hmotnosti.

Připomeňme, že výkon W śıly F p̊usob́ıćı na částici tekutiny v bodu x a v čase t, je
W (x, t) = F(x, t) · v(x, t). Proto

W(σ(t)) =

∫

σ(t)

̺ f ·v dx +

∫

∂σ(t)

T ·v dS =

∫

σ(t)

̺fjvj dx+

∫

∂σ(t)

σjinjvi dS =

∫

σ(t)

[

̺fjvj +
∂

∂xj
(σjivi)

]

dx.

(1.16)

Výkon tepla na kontrolńım objemu lze vyjádřit ve tvaru

Q(σ(t)) =

∫

σ(t)

̺q dx+

∫

∂σ(t)

q · (−n) dS =

∫

σ(t)

[

̺q − ∂qj
∂xj

]

dS, (1.17)

kde q je měrná objemová hustota tepelného zdroje a q je plošná hustota tepelného toku.
Znaménko mı́nus u vektoru n vněǰśı normály znamená, že jde o tok tepla dovnitř kon-
trolńıho objemu. Dosad́ıme-li (1.14), (1.16) a (1.17) do (1.13) a použijeme Reynoldsovu
transportńı větu, dostaneme

∫

σ(t)

[

∂E

∂t
+

∂

∂xj
(Evj)

]

dx =

∫

σ(t)

[

̺fjvj +
∂

∂xj
(σjivi) + ̺q − ∂qj

∂xj

]

dx,

a odtud rovnice energie

∂E

∂t
+

∂

∂xj
(Evj) = ̺fjvj +

∂

∂xj
(σjivi) + ̺q − ∂qj

∂xj
, (1.18)

maticově

∂E

∂t
+ div(Ev) = ̺ f ·v + div(σv) + ̺q − divq . (1.19)

1.3. Konstitutivńı vztahy

Rovnice kontinuity, pohybové rovnice a rovnice energie představuj́ı d + 2 rovnic pro
d + 2 neznámých: hustotu ̺, složky {vi}di=1 vektoru rychlosti v a celkovou energii E.
V rovnićıch prouděńı ale najdeme také složky {σij}di,j=1 symetrického tenzoru napět́ı σ
a složky {qi}di=1 vektoru tepelného toku q, celkem 1

2
d(d+ 3) doposud neurčených veličin.

Pomoćı konstitutivńıch vztah̊u počet neurčených veličin zredukujeme na pouhé dvě, tlak
p a absolutńı teplotu T .

Neviskózńı prouděńı je prouděńı bez vnitřńıho třeńı. Ve skutečnosti každá reálná teku-
tina nějaké vnitřńı třeńı má, je-li však velmi malé, jako třeba v plynech, můžeme je v prak-
tických výpočtech zanedbat. Vnitřńı třeńı v tekutině charakterizuje fyzikálńı veličina,
které ř́ıkáme viskozita nebo také vazkost. Jej́ı hodnota záviśı předevš́ım na přitažlivých
silách mezi částicemi tekutiny. Kapaliny s větš́ı přitažlivou silou maj́ı větš́ı viskozitu. Větš́ı
vizkozita se projevuje větš́ı odolnost́ı v̊uči změně tvaru, tj. bržděńım pohybu.
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V nevazké tekutině je tenzor napět́ı určen výhradně pomoćı tlaku,

σij = −pδij , i, j = 1, . . . , d, (1.20)

kde p je tlak a δij je Kroneckerovo delta, tj. δij = 1 pro i = j a δij = 0 pro i 6= j.
Znaménko mı́nus v rovnici (1.20) znamená, že vektor napět́ı T(x, t,n) = p(−n), tj. kladný
tlak obklopuj́ıćı tekutiny kontrolńı objem stlačuje.

Dosad́ıme-li (1.20) do pohybových rovnic (1.10), dostaneme Eulerovy pohybové rovnice
v konzervativńım tvaru

∂

∂t
(̺vi) +

∂

∂xj
(̺vivj) = ̺fi −

∂p

∂xi
, i = 1, . . . , d, (1.21)

maticově

∂

∂t
(̺v) + div(̺v ⊗ v) = ̺f −∇p. (1.22)

Užit́ım rovnice kontinuity (1.6) můžeme Eulerovy rovnice zapsat v nekonzervativńım tvaru

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

= fi −
1

̺

∂p

∂xi
, i = 1, . . . , d. (1.23)

Viskózńı prouděńı je prouděńı reálné tekutiny s vnitřńım třeńım. Za předpokladu plat-
nosti Newtonovy hypotézy o lineárńı závislosti tenzoru napět́ı σ na tenzoru rychlosti
deformace

ε = ε(v) = {εij}di,j=1, εij =
1

2

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)

,

dostáváme, viz [17], následuj́ıćı vyjádřeńı:

σij = −pδij + τij ,

τij = λ divvδij + 2µεij,
i, j = 1, . . . , d. (1.24)

Zde τ = {τij}di,j=1 je vazká (deviatorická) část tenzoru napět́ı. Vazkost tekutiny repre-
zentuj́ı dva koeficienty: µ je prvńı koeficient viskozity známěǰśı jako koeficient dynamické
viskozity a λ je druhý koeficient viskozity. V kinetické teorii plyn̊u jsou odvozeny podmı́nky

µ ≥ 0, 3λ+ 2µ ≥ 0. (1.25)

Pro jednoatomové plyny plat́ı

3λ+ 2µ = 0. (1.26)

Tato podmı́nka je většinou použ́ıvána i v př́ıpadě složitěǰśıch plyn̊u a také kapalin. Člen
3λ+ 2µ = 3κ, kde κ je objemová viskozita.

Koeficienty λ a µ mohou být funkcemi termodynamických veličin. Nejvýrazněǰśı je
závislost na teplotě. V kinetické teorii plyn̊u se často se použ́ıvá Sutherlandova formule

µ =
c1T

3/2

T + c2
,
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kde c1, c2 jsou konstanty závislé na plynu, třeba pro vzduch c1
.
= 1,51 · 10−6, c2 = 120.

Tekutiny splňuj́ıćı (1.24) se nazývaj́ı Newtonovské tekutiny. Př́ıkladem jsou plyny
a některé tekutiny jako třeba voda, etanol nebo rtut’. Pro řadu tekutin ale relace (1.24)
splněny nejsou. Takové tekutiny se nazývaj́ı nenewtonovské tekutiny. Jako př́ıklad lze
uvést př́ırodńı kaučuk, lávu, zubńı pastu, škrobovou suspenzi nebo krev.

Jestliže v pohybové rovnici (1.10) dosad́ıme za σij z konstitučńıho vztahu (1.24), do-
staneme Navierovy-Stokesovy pohybové rovnice v konzervativńım tvaru

∂

∂t
(̺vi)+

∂

∂xj
(̺vivj) = ̺fi−

∂p

∂xi
+

∂

∂xi
(λdivv)+

∂

∂xj

(

µ

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

))

, i = 1, . . . , d,

(1.27)maticově

∂

∂t
(̺v) + div(̺v ⊗ v) = ̺f −∇p+∇(λdivv) + div(2µε(v)). (1.28)

Užit́ım rovnice kontinuity (1.6) dostaneme nekonzervativńı tvar Navierových-Stokesových
rovnic

̺
∂vi
∂t

+̺vj
∂vi
∂xj

= ̺fi−
∂p

∂xi
+

∂

∂xi
(λdivv)+

∂

∂xj

(

µ

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

))

, i = 1, . . . , d. (1.29)

Pro nestlačitelné prouděńı, tj. když divv = 0, a pro konstantńı koeficient viskozity µ
obdrž́ıme Navierovy-Stokesovy rovnice pro nestlačitelné prouděńı:

∂vi
∂t

+ vj
∂vi
∂xj

= fi −
1

̺

∂p

∂xi
+ ν∆vi, i = 1, . . . , d, (1.30)

kde ν = µ/̺ je tak zvaná kinematická viskozita. Skutečně, nebot’

∂

∂xj

(

µ

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

))

= µ
∂2vi
∂xj∂xj

+ µ
∂

∂xi

(

∂vj
∂xj

)

= µ∆vi.

Maticově lze Navierovy-Stokesovy rovnice (1.30) zapsat ve tvaru

∂v

∂t
+ v ·∇v = f − 1

̺
∇p+ ν∆v. (1.31)

Fourier̊uv zákon. Tepelný tok lze podle Fourierova zákona vyjádřit ve tvaru

q = −k gradT, (1.32)

kde k je koeficient vedeńı tepla. Z druhého zákona termodynamiky plyne, že k ≥ 0.
Vrát́ıme-li se k vyjádřeńı tepelného výkonu (1.17), pak tok tepla do konečného objemu
σ(t) přes jeho povrch ∂σ(t),

∫

∂σ(t)

q · (−n) dS =

∫

∂σ(t)

k (n ·∇T ) dS =

∫

∂σ(t)

k
∂T

∂n
dS,

je kladný, když vektor (−n) je pro teplotu spádový, neboli když teplota ve směru n roste.
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Experimenty ukazuj́ı, že k = k(T ) je funkćı teploty, často se však předpokládá, že k
je konstanta.

Dosazeńım konstitutivńıch vztah̊u do rovnice energie (1.18) dostaneme

∂E

∂t
+

∂

∂xj
(Evj) =̺fjvj −

∂

∂xj
(pvj) +

∂

∂xj
(λvj divv)+

∂

∂xj

(

µvi

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

))

+ ̺q +
∂

∂xj

(

k
∂T

∂xj

)

,

(1.33)

maticově

∂E

∂t
+div(Ev) = ̺f ·v−div(pv)+div(λvdivv)+div(2µε(v)v)+̺q+div(k∇T ). (1.34)

Rovnice zachováńı vnitřńı energie. Vyjádř́ıme-li celkovou energii E podle (1.15), pak po-
moćı rovnice kontinuity (1.6) a Navierových-Stokesových rovnic (1.29) lze rovnice energie
zapsat ve tvaru

∂

∂t
(̺e) +

∂

∂xj
(̺vje) = −p divv + ̺q +

∂

∂xj

(

k
∂T

∂xj

)

+D(v), (1.35)

kde člen

D(v) = λ(divv)2 +
1

2
µ

d
∑

i,j=1

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)2

(1.36)

je disipace energie vyvolaná viskozńımi silami. Jestliže koeficienty λ a µ splňuj́ı nerovnosti
(1.25), pak D(v) ≥ 0, viz [17].

Cvičeńı 1.1. Odvod’te rovnici (1.35). Návod: v (1.33) vyjádřete celkovou energii E podle
(1.15) a použijte rovnici kontinuity (1.6) a pohybové rovnice (1.30). �

1.4. Termodynamické stavové rovnice

V rovnici kontinuity (1.6), v Navierových-Stokesových rovnićıch (1.27) a v rovnici ener-
gie (1.33) je pořád o dvě neznámé v́ıc, než kolik máme rovnic. Skutečně, rovnic je d + 2
a neznámých d + 4: hustota ̺, vektor rychlosti v, celková energie E, tlak p a teplota T .
Potřebujeme proto ještě dvě daľśı rovnice a v tom nám pomůže termodynamika.

V termodynamice se absolutńı teplota T , hustota ̺, měrný objem v = 1/̺, tlak p,
měrná vnitřńı energie e a některé daľśı veličiny označuj́ı jako stavové proměnné. Vztahy
mezi stavovými proměnnými jsou známé jako termodynamické stavové rovnice. Termická
stavová rovnice

T = T (p, v)

vyjadřuje teplotu pomoćı tlaku a měrného objemu a kalorická stavová rovnice

e = e(p, v)
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vyjadřuje měrnou vnitřńı energii opět pomoćı tlaku a měrného objemu. Pro termicky
ideálńı plyn je termická stavová rovnice tvaru

T =
pv

R
=

p

R̺
. (1.37)

R je plynová konstanta, která může být vyjádřena ve tvaru

R = cp − cv, (1.38)

kde cp je měrná tepelná kapacita při konstantńım tlaku a cv měrná tepelná kapacita při
konstantńım objemu. Z experiment̊u v́ıme, že cp > cv, takže R > 0. Vztah (1.38) je znám
jako Mayerova rovnice. Veličina

γ =
cp
cv

(1.39)

se nazývá adiabatický exponent. Jen pro zaj́ımavost, třeba pro vzduch při teplotě 0 ◦C je
γ = 1,4. Pro kaloricky ideálńı plyn je kalorická stavová rovnice tvaru

e =
pv

γ − 1
=

p

(γ − 1)̺
. (1.40)

Kaloricky a termicky ideálńı plyn se nazývá ideálńı plyn. Pro ideálńı plyn jsou měrné
tepelné kapacity cp a cv konstanty. Konstantńı adiabatický exponent γ je znám také pod
názvem Poissonova adiabatická konstanta.

Dosad́ıme-li do (1.37) za p ze rovnice (1.40), pak pomoćı (1.38) a (1.39) obdrž́ıme

T =
p

R̺
=

(γ − 1)̺e

R̺
=

e

cv
. (1.41)

Podle (1.15) e =
E

̺
− 1

2
|v|2, takže z (1.40) a (1.41) dostáváme

p = (γ − 1)

(

E − 1

2
̺|v|2

)

, (1.42)

T =
1

cv

(

E

̺
− 1

2
|v|2
)

. (1.43)

Rovnice kontinuity (1.6), Navierovy-Stokesovy rovnice (1.27), rovnice energie (1.33) a rov-
nice (1.42), (1.43) představuj́ı kompletńı soustavu rovnic prouděńı pro neznámé ̺, v a E.

Teplotńı tvar rovnice energie. Jestliže e a p vyjádř́ıme pomoćı (1.41) a (1.37), rovnici
energie (1.35) můžeme zapsat v teplotách:

∂

∂t
(cv̺T ) +

∂

∂xj
(cv̺vjT ) = −R̺T divv + ̺q +

∂

∂xj

(

k
∂T

∂xj

)

+D(v). (1.44)

Rovnici energie pro nevazkou tekutinu lze zapsat ve tvaru

∂p

∂t
+ vj

∂p

∂xj
+ γp divv = 0. (1.45)
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Cvičeńı 1.2. Odvod’te rovnici (1.45). Návod: v (1.35) položte q = 0, k = 0, D(v) = 0,
̺e vyjádřete z kalorické stavové rovnice (1.40) a použijte rovnici kontinuity (1.6). �

Entropie je významná termodynamická stavová veličina, která umožňuje matematicky
vyjádřit druhý termodynamický zákon, viz (1.47) a (1.50). Připomeňme, že jedna ze
slovńıch formulaćı druhého termodynamického zákona, pocházej́ıćı od Clausiuse, zńı: teplo
nem̊uže samovolně přecházet ze studeněǰśıho tělesa na tepleǰśı.

Podle prvńıho termodynamického zákona je změna δe vnitřńı energie součtem tepla
δq dodaného do systému a práce δw vykonané na systému, δe = δq+δw. Během vratného
termodynamického procesu (tj. procesu, který je v každém časovém okamžiku termody-
namicky rovnovážný) je infinitezimálńı př́ırustek práce δw = −p dv. Jestliže δe = de je
infinitezimálńı změna vnitřńı energie a δq je infinitezimálńı změna tepla (nejde o dife-
renciál), dostaneme rovnost

δq = de+ p dv.

Veličina s definovaná předpisem

T ds = de+ p dv (1.46)

se nazývá měrná entropie. V př́ıpadě vratného termodynamického procesu tedy plat́ı

ds = δq/T.

Vratný termodynamický proces je idealizovaný, fiktivńı proces. Skutečný, reálný proces
je nevratný a pro něj druhý termodynamický zákon ř́ıká, že ds > δq/T . Vezmeme-li tedy
v potaz jak vratné tak nevratné termodynamické procesy, pak

ds ≥ δq/T. (1.47)

Nerovnost (1.47) je kvantitativńı vyjádřeńı druhého termodynamického zákona. V izolo-
vané soustavě δq = 0, takže

ds ≥ 0, (1.48)

což se v termodynamice nazývá princip r̊ustu entropie v izolované soustavě. Pro částice
tekutiny obsažené v kontrolńım objemu σ(t) lze druhý termodynamický zákon zapsat ve
formě

d

dt

∫

σ(t)

̺(x, t)s(x, t) dx ≥
∫

σ(t)

̺(x, t)q(x, t)

T (x, t)
dx−

∫

∂σ(t)

q(x, t) · n(x)
T (x, t)

dS. (1.49)

Odtud pomoćı Reynoldsovy transportńı věty, Fourierova zákona a rovnice kontinuity do-
staneme Clausiusovu–Duhemovu nerovnost

̺
Ds

Dt
≥ ̺q

T
− div

(q

T

)

. (1.50)

Cvičeńı 1.3. Odvod’te nerovnost (1.50). �
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Entropický tvar rovnice energie pro ideálńı plyn. Z definičńı rovnice entropie (1.46) užit́ım
(1.41), vztahu dv = − d̺/̺2 a (1.37) dostaneme

T̺ ds = cv̺ dT − RT d̺.

Protože na trajektorii x = ϕ(X, t) částice X je

ds =
Ds

Dt
dt, dT =

DT

Dt
dt, d̺ =

D̺

Dt
dt,

dostaneme

T̺
Ds

Dt
= cv̺

DT

Dt
− RT

D̺

Dt
.

Pomoćı rovnice kontinuity (1.6) dále obdrž́ıme

T
∂

∂t
(̺s) + T

∂

∂xj
(̺vjs) =

∂

∂t
(cv̺T ) +

∂

∂xj
(cv̺vjT ) +R̺Tdivv.

Užit́ım (1.44) odtud dostaneme rovnici energie zapsanou pomoćı entropie

∂

∂t
(̺s) +

∂

∂xj
(̺vjs) =

1

T

(

̺q +
∂

∂xj

(

k
∂T

∂xj

)

+D(v)

)

. (1.51)

Odpov́ıdaj́ıćı nekonzervativńı tvar je

̺
Ds

Dt
=
̺q

T
− divq

T
+
D(v)

T
. (1.52)

Z rovnice (1.52) plyne Clausiusova–Duhemova nerovnost (1.50): stač́ı použ́ıt vztah

−div
(q

T

)

= −divq

T
− k

(gradT )2

T 2
(1.53)

a nerovnost D(v) ≥ 0. Protože Clausiusova–Duhemova nerovnost (1.50) je ekvivalentńı
s nerovnost́ı (1.49), potvrdili jsme, že pro ideálńı plyn druhý termodynamický zákon plat́ı.

Cvičeńı 1.4. Odvod’te detailně (1.52), (1.53) a ověřte, že plat́ı (1.50) a (1.49). �

Měrná entropie ideálńıho plynu. Pomoćı (1.41) a vztahu dv = − d̺/̺2 můžeme (1.46)
zapsat ve tvaru

T ds = cv dT − p

̺2
d̺.

Odtud pomoćı (1.37), (1.38) a (1.39) postupně odvod́ıme:

ds =cv
dT

T
− p

̺T

d̺

̺
= cv

d(p/̺)

p/̺
− R

d̺

̺
= cv

(

p/p0
̺/̺0

)−1

d

(

p/p0
̺/̺0

)

− R
d(̺/̺0)

̺/̺0
=

cv

[

d

(

ln
p/p0
̺/̺0

)

− (γ − 1)d

(

ln
̺

̺0

)]

= cvd

(

ln
p/p0

(̺/̺0)γ

)

,
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takže na trajektorii ϕ(X, t) částice X dostaneme

s = s(p, ̺) = cvln
p/p0

(̺/̺0)γ
+ s0, (1.54)

kde p0 resp. ̺0 jsou libovolné pevně zvolené hodnoty tlaku resp. hustoty a s0 = s(p0, ̺0).

Nevazké adiabatické prouděńı. Jestliže tekutina nepřenáš́ı teplo, hovoř́ıme o adiabatickém
prouděńı. V adiabatickém prouděńı nemá smysl uvažovat tepelné zdroje, tj. q = 0. Také
tepelný tok je nulový, tj. q = o. Pro nevazké prouděńı λ = µ = 0, takže disipace energie
D(v) = 0. Z (1.52) a (1.54) pro nevazké adiabatické prouděńı dostaneme

s = C1 na trajektorii libovolné částice tekutiny, (1.55)

p/p0 = C2(̺/̺0)
γ na trajektorii libovolné částice tekutiny, (1.56)

kde C1, C2 = exp((C1 − s0)/cv) jsou konstanty, na každé trajektorii obecně jiné. Plat́ı-li
(1.55), hovoř́ıme o izoentropickém prouděńı. Jestliže je s konstanta stejná pro celou oblast
prouděńı, hovoř́ıme o homoentropickém prouděńı.

Řı́káme, že prouděńı je barotropńı, pokud lze tlak vyjádřit jako funkci hustoty, tj.
p = p(̺). Z (1.56) plyne, že pro adiabatické barotropńı prouděńı nevazkého plynu plat́ı

p = κ̺γ , (1.57)

kde κ je společná konstanta pro celou oblast prouděńı. Takové prouděńı je homoentropické.
Skutečně, podle (1.57) pro každou dvojici (p, ̺) a libovolnou pevně zvolenou dvojici (p0, ̺0)
plat́ı p/̺γ = p0/̺

γ
0 = κ, takže podle (1.54) s(p, ̺) = s(p0, ̺0).

Rychlost zvuku. V klasické mechanice je rychlost zvuku a definována předpisem

a =

√

(

∂p

∂̺

)

s

,

kde (∂p/∂̺)s je parciálńı derivace tlaku podle hustoty za předpokladu konstantńı měrné
entropie. Pro ideálńı plyn z (1.54) dostaneme

p = p(̺, s) = ̺γg(s), kde g(s) =
p0
̺γ0

exp

(

s− s0
cv

)

.

Odtud
(

∂p

∂̺

)

s

= γ̺γ−1g(s) =
γ

̺
̺γg(s) =

γp

̺
,

takže

a =

√

γp

̺
. (1.58)

Daľśı d̊uležitá charakteristika prouděńı plyn̊u je Machovo č́ıslo

M =
|v|
a

. (1.59)
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Řekneme, že prouděńı je podzvukové (subsonické) resp. zvukové (sonické) resp. nadzvukové
(supersonické) v bodu x a v čase t, jestliže

M(x, t) < 1 resp. M(x, t) = 1 resp. M(x, t) > 1.

Řekneme, že prouděńı je v nějaké oblasti transsonické, jestliže na části této oblasti je
prouděńı podzvukové a na jiné části nadzvukové.

1.5. Počátečńı a okrajové podmı́nky

Soustavu diferenciálńıch rovnic popisuj́ıćıch prouděńı tekutin je třeba doplnit o počá-
tečńı podmı́nky definuj́ıćı stav v počátečńım čase t = 0 a o okrajové podmı́nky, které
charakterizuj́ı prouděńı na hranici ∂Ω.

Počátečńı podmı́nky pro stlačitelné viskózńı prouděńı mohou být formulovány např́ıklad
tak, že předeṕı̌seme

v(x, 0) = v0(x), ̺(x, 0) = ̺0(x), T (x, 0) = T 0(x), x ∈ Ω, (1.60)

pro daná počátečńı data v0, ̺0, T 0. V př́ıpadě stlačitelného neviskózńıho prouděńı se
obvykle mı́sto teploty předepisuje počátečńı hodnota tlaku, tj. p(x, 0) = p0(x).

Pro nestlačitelnou tekutinu je hustota známá, předepisuje se proto jen počátečńı rych-
lost. Rovnici energie (1.44) lze řešit odděleně, předepisuje se počátečńı teplota.

Okrajové podmı́nky podstatně záviśı na tom, zda se jedná prouděńı viskózńı nebo
neviskózńı. Svou roli hraje také to, zda jde o prouděńı stlačitelné nebo nestlačitelné.
Připomeňme si proto, jaké rovnice jednotlivé typy prouděńı popisuj́ı.

Rovnice prouděńı. Rovnici kontinuity, pohybové rovnice a rovnici energie lze zapsat ve
tvaru

∂w

∂t
+

d
∑

i=1

∂

∂xi
fi(w) =

d
∑

i=1

∂

∂xi
ri(w,∇w) + s, (1.61)

kde

w =















̺
̺v1
...
̺vd
E















, fi(w) =















̺vi
̺viv1 + pδi1

...
̺vivd + pδid
(E + p)vi















, ri(w) =

















0
τi1
...
τid

τijvj + k
∂T

∂xi

















, s = ̺















0
f1
...
fd

f ·v + q















. (1.62)

Funkce fi(w) se nazývaj́ı neviskózńı Eulerovy toky a ri(w,∇w) jsou viskózńı toky. Tlak
a teplotu v nich vyjádř́ıme pomoćı (1.42) a (1.43). Soustava (1.62) je konzervativńı formou
Navierových-Stokesových rovnic pro stlačitelné viskózńı prouděńı. V př́ıpadě neviskózńıho
prouděńı je λ = µ = k = 0 a tedy ri = o, takže konzervativńı tvar Eulerových rovnic pro
stlačitelńı neviskozńı prouděńı je tvaru

∂w

∂t
+

d
∑

i=1

∂

∂xi
fi(w) = s, (1.63)
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kde s = ̺(0, f1, . . . , fd, f ·v)T .V př́ıpadě prouděńı plynu lze obvykle zanedbat vliv obje-
mových sil i tepelných zdroj̊u, takže pak s = o. K použité terminologii poznamenejme:
v užš́ım slova smyslu rozumı́me pod pojmem Navierovy-Stokesovy rovnice resp. Eulerovy
rovnice jen pohybové rovnice (1.27) resp. (1.21), v širš́ım slova smyslu pak kompletńı
soustavu rovnic (1.61) pro vizkózńı prouděńı resp. (1.63) pro neviskózńı prouděńı.

Nestlačitelné prouděńı je specifické v tom, že hustota neńı neznámá. Pokud viskozita
nezáviśı na teplotě, můžeme řešit pohybové rovnice a rovnici kontinuity odděleně od
rovnice energie (1.44). Za Navierovy-Stokesovy rovnice nestlačitelného prouděńı se proto
standardně považuj́ı jen pohybové rovnice (1.27) a rovnice kontinuity (1.6), tedy

∂vj
∂xj

= 0,

∂

∂t
(̺vi) +

∂

∂xj
(̺vivj) = ̺fi −

∂p

∂xi
+

∂

∂xj

(

µ

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

))

, i = 1, . . . , d.

(1.64)

Eulerovy rovnice pro nestlačitelné neviskózńı prouděńı dostaneme tak, že v předchoźı rov-
nici polož́ıme µ = 0.

Okrajové podmı́nky. Při řešeńı problémů prouděńı se použ́ıvá celá řada okrajových pod-
mı́nek. Z nich je třeba vybrat ty, které nejlépe odpov́ıdaj́ı povaze zkoumaného problému.
Rozhodováńı ovlivňuje předevš́ım typ hranice a povaha prouděńı vyšetřovaného děje.

Typy hranice. Tři základńı typy hranice jsou vtok, výtok a stěna. Vtok resp. výtok je část
hranice, kterou tekutina do oblasti vtéká resp. z ńı vytéká. Stěna je pak část hranice,
která je pro tekutinu neprostupná. Vtok budeme označovat symbolem ΓI (I jako input),
výtok symbolem ΓO (O jako output) a stěnu symbolem ΓW (W jako wall). Jestliže n(x)
je jednotkový vektor vněǰśı normály hranice ∂Ω, pak části ΓI , ΓO a ΓW hranice lze cha-
rakterizovat takto:

ΓI = {x ∈ ∂Ω |v(x, t) · n(x) < 0},
ΓO = {x ∈ ∂Ω |v(x, t) · n(x) > 0},
ΓW = {x ∈ ∂Ω |v(x, t) · n(x) = 0}.

Předpokládejme, že typy část́ı hranice se v čase neměńı.
Při řešeńı úloh, které vykazuj́ı znaky symetrie př́ıpadně periodičnosti, je výhodné

těchto skutečnost́ı využ́ıt. Při popisu takových úloh proto pracujeme také s částmi hra-
nice, které reprezentuj́ı osu resp. rovinu symetrie nebo představuj́ı křivky resp. plochy pro
uplatněńı podmı́nek periodičnosti.

Okrajové podmı́nky pro stlačitelné viskózńı prouděńı. V tomto př́ıpadě je soustava (1.61)
hyperbolicko-parabolického typu. Rovnice kontinuity je hyperbolická pro neznámou ̺
a pohybové rovnice resp. rovnice energie jsou parabolické pro neznámé v resp. T .

Pro hustotu lze zadat jen jej́ı hodnotu ̺ = ¯̺ a to jen na vtoku. Okrajovou podmı́nku
pro teplotu je třeba zadat na celé hranici. V úvahu připadá Dirichletova okrajová podmı́nka
předepisuj́ıćı teplotu T = T̄ , tepelný tok lze předepsat prostřednictv́ım Neumannovy okra-
jové k∂T/∂n = q̄ nebo Robinovy okrajové podmı́nky −k∂T/∂n = h(T − T∞), kde h je
koeficient přestupu tepla a T∞ je teplota obklopuj́ıćıho prostřed́ı.
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Pohybovým rovnićım př́ısluš́ı okrajové podmı́nky předepisuj́ıćı složky vektoru rychlosti
v a složky vektoru napět́ıT = σn. V každém bodu hranice je třeba předepsat d okrajových
podmı́nek. V daľśım budeme symbolem tk, k = 1, . . . , d − 1, značit tečný vektor, ve 2D
je t ≡ t1 vektor kolmý k n, ve 3D jsou t1 a t2 dva navzájem kolmé tečné vektory, tj.
t1 · t2 = 0, t1 ·n = 0, t2 ·n = 0. Označme vn = n ·v normálovou složku vektoru rychlosti,
vt,k = tk · v tečné složky vektoru rychlosti, Tn = n ·T normálovou složku vektoru napět́ı
a Tt,k = tk ·T tečné složky vektoru napět́ı.

Na vtoku se zadává rychlost v = v̄. Na pevné nekluzké stěně předepisujeme tzv. no-
slip okrajovou podmı́nku v = o, tj. nulovou rychlost, a na pevné kluzké stěně tzv. slip
okrajovou podmı́nku

vn = 0, Tt,k = 0, k = 1, ...d− 1,

tj. nulovou normálovou složku vektoru rychlosti a nulové tečné složky vektoru napět́ı.
Okrajové podmı́nky na stěně umožňuj́ıćı prostupnost a třeńı jsou obecně tvaru

vn + αTn = v̄n + αT̄n, vt,k + β−1Tt,k = v̄t,k + β−1T̄t,k, k = 1, . . . , d− 1,

kde α je parametr prostupnosti, v̄n je rychlost pohybu stěny, β je parametr třeńı, v̄t,k
jsou zadané tečné složky vektoru rychlosti, T̄n je zadaná normálová složka vektoru napět́ı
a T̄t,k jsou zadané tečné složky vektoru napět́ı. Zřejmě

α = 0 =⇒ vn = v̄n, β → 0 =⇒ Tt,k → T̄t,n,

α → ∞ =⇒ Tn → T̄n, β → ∞ =⇒ vt,k → v̄t,k.

Na výtoku se předepisuje obvykle vektor napět́ı T = T̄, často T = o. Pro T̄ = −p̄n je
Tn = −p̄, Tt,k = 0, k = 1, . . . , d− 1. Rovnost Tn = −p̄ lze ekvivalentně vyjádřit ve tvaru

p = p̄+ 2µ
∂vn
∂n

. (1.65)

Když 2µ |∂vn/∂n| ≪ |p̄|, lze rovnici (1.65) interpretovat jako p
.
= p̄.

Okrajové podmı́nky pro stlačitelné neviskózńı prouděńı. Soustava rovnic (1.63) je hyper-
bolického typu. Předepisuj́ı se jen hodnoty ̺, v a p a to jen na částech hranice. Volba
okrajových podmı́nek je podrobně rozebrána v kapitole 3.2.4. Zde uvedeme jen přehled.
Na stěně se předepisuje nulová normálová složka rychlosti, tj. vn = 0. Na vtoku pro
podzvukové prouděńı, tj. když |vn| < a, předeṕı̌seme ̺ = ¯̺, v = v̄, a pro nadzvukové
prouděńı, tj. když |vn| > a, předeṕı̌seme nav́ıc ještě p = p̄. Na výtoku pro podzvukové
prouděńı předeṕı̌seme p = p̄ a pro nadzvukové prouděńı nepředepisujeme nic.

Okrajové podmı́nky pro nestlačitelné viskózńı prouděńı. Soustava rovnic (1.64) je elipticko-
parabolického typu. Okrajové podmı́nky pro složky vektoru rychlosti a vektoru napět́ı se
zadávaj́ı stejně jako v př́ıpadě stlačitelného viskózńıho prouděńı.
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1.6. Bezrozměrný tvar rovnic prouděńı

umožňuje posoudit reálné prouděńı na základě experimentu provedeného na malém mo-
delu. Nejdř́ıve zavedeme referenčńı veličiny: referenčńı délku L∗, referenčńı rychlost U∗,
referenčńı hustotu ̺∗, referenčńı objemovou śılu f ∗, referenčńı dynamickou viskozitu µ∗

a referenčńı koeficient tepelné vodivosti k∗. Pomoćı těchto referenčńıch veličin zavedeme
bezrozměrné veličiny

x′i = xi/L
∗, t′ = tU∗/L∗, ̺′ = ̺/̺∗, v′ = v/U∗, E ′ = E/(̺∗U∗2), (1.66)

p′ = p/(̺∗U∗2), T ′ =
cvT

U∗2
, f ′ = f/f ∗, q′ =

qL∗

U∗3
, µ′ = µ/µ∗, λ′ = λ/µ∗, k′ = k/k∗.

Užit́ım (1.66) dostaneme z (1.6) bezrozměrnou rovnici kontinuity

∂̺′

∂t′
+ div(̺′v′) = 0, (1.67)

která, jak je vidět, z̊ustává nezměněná. Z (1.28) obdrž́ıme bezrozměrné pohybové rovnice

∂

∂t′
(̺′v′) + div(̺′ v′ ⊗ v′) =

1

Fr2
̺′f ′ −∇p′ + 1

Re
[∇(λ′divv′) + div(2µ′ε(v′))] (1.68)

a z (1.34) bezrozměrnou rovnici energie

∂E ′

∂t′
+div(E ′v′) =

1

Fr2
̺′f ′ ·v′ − div(p′v′)+ (1.69)

1

Re
[div (λ′v′divv′) + div(2µ′ε(v′)v′)] + ̺′q′ + div

(

γk′

RePr
∇T ′

)

,

přičemž

Fr = U∗/
√

L∗f ∗, Re = ̺∗L∗U∗/µ∗, P r = cpµ
∗/k∗ (1.70)

jsou postupně Froudovo, Reynoldsovo a Prandtlovo č́ıslo. V rovnićıch (1.67)–(1.69) jsou
přitom parciálńı derivace v operátorech div,∇ a v tenzoru rychlosti deformace ε uvažovány
vzhledem k proměnným x′i.

Bezrozměrný tvar rovnic (1.42) a (1.43) pro tlak a teplotu je

p′ = (γ − 1)

(

E ′ − 1

2
̺′|v′|2

)

, T ′ =
E ′

̺′
− 1

2
|v′|2. (1.71)

Vid́ıme, že bezrozměrné rovnice prouděńı (1.67)–(1.69) a (1.71) obsahuj́ı tři podobnostńı
parametry Fr, Re a Pr.

Uvažujme dvě prouděńı v geometricky podobných oblastech Ω1 a Ω2 takových, že

”
Ω1 je L-krát větš́ı než Ω2“, symbolicky Ω1 = LΩ2. Předpokládejme, že obě prouděńı maj́ı
stejné konstantńı koeficienty viskozity λ, µ a stejný konstantńı koeficient vedeńı tepla k.
Hodnoty koeficient̊u µ a k považujme za referenčńı, tj. µ∗ = µ, k∗ = k, takže µ′ = 1,
k′ = 1 a λ′ = λ/µ. Řekneme, že dvě taková prouděńı jsou dynamicky podobná, jestliže
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maj́ı stejná Froudova, Reynoldsova a Prandtlova č́ısla. Jestliže obě prouděńı maj́ı stejný
adiabatický exponent γ a stejný poměr λ/µ koeficient̊u viskozity, pak jejich bezrozměrné
rovnice kontinuity, pohybové rovnice a rovnice energie jsou identické. Jestliže jsou iden-
tické také jejich bezrozměrné počátečńı a okrajové podmı́nky, můžeme jedno prouděńı
popsat pomoćı druhého. Skutečně, jestliže k-té prouděńı, k = 1, 2, je charakterizováno
pomoćı veličin ̺(k), v

(k)
i , E(k), L∗(k), U∗(k), pak

̺(2)

̺(1)
=
̺∗(2)

̺∗(1)
,

v
(2)
i

v
(1)
i

=
U∗(2)

U∗(1)
,

E(2)

E(1)
=
̺∗(2)

̺∗(1)

(

U∗(2)

U∗(1)

)2

.

Reynoldsovo č́ıslo hraje významnou roli při posuzováńı charakteru prouděńı vazké nestla-
čitelné tekutiny. Uvažujme zjednodušenou modelovou úlohu s konstantńı hustotou, kon-
stantńı viskozitou a bez objemových sil. Zvoĺıme-li ̺∗ = ̺, µ∗ = µ, pak ̺′ = 1, µ′ = 1,
a protože µ/̺ = ν,

Re =
̺∗L∗U∗

µ∗
=
L∗U∗

ν
.

Bezrozměrné pohybové rovnice pro nestlačitelné prouděńı v nekonzervativńım tvaru tak
nabudou tvaru formálně stejného jako Navierovy Stokesovy rovnice (1.31),

∂v′

∂t′
+ v′ ·∇v′ = − 1

̺′
∇p′ + ν ′∆v′, kde ν ′ =

1

Re
. (1.72)

Reynoldsovo č́ıslo vyjadřuje poměr setrvačných sil, v rovnici (1.72) reprezentovaných
členem Dv′/Dt′ = ∂v′/∂t′ + v′ ·∇v′ a vazkých sil reprezentovaných členem ν ′∆v′. Popu-
lárně řečeno, pro velké Reynoldosovo č́ıslo převažuje vliv rychlosti proudu a pro malé
Reynoldsovo č́ıslo má rozhoduj́ıćı vliv třeńı.

Pro ilustraci uved’me Reynoldsova č́ısla pro několik situaćı. Pro velké letadlo let́ıćı
ve výšce 12,5 km rychlost́ı 900 km/h máme: L∗ = 3,8m je pr̊uměrná hloubka kř́ıdla,
U∗ = 900 km/h, ν

.
= 4,9 · 10−5m2/s, takže Re

.
= 3,8 · 900/4,9 · 10−5 .

= 7 · 107. Při přistáńı
je rychlost letadla menš́ı, U∗ = 250 km/h, viskozita je naopak vyšš́ı, v nadmořské výšce
250 m je ν

.
= 1,4 · 10−5m2/s, takže Re

.
= 3,8 · 250/1,4 · 10−5 .

= 6,8 · 107. Jako daľśı
př́ıklad uvažujme potrub́ı kruhového pr̊uřezu o pr̊uměru 50 mm, kterým protéká voda
rychlost́ı 2m/s při teplotě 20◦C. Pak L∗ = 0,05m, U∗ = 2m/s a ν

.
= 10−6m2/s, takže

Re
.
= 0,05 · 2/10−6 .

= 105.
Daľśı př́ıklady jsou: tok krve v kapiláře⇒ Re

.
= 2·10−3, tok krve v ž́ıle⇒ Re

.
= 1,4·102,

včela ⇒ Re
.
= 103, nejmenš́ı rybka ⇒ Re

.
= 1, plovoućı člověk ⇒ Re

.
= 4 · 106, plejtvák

obrovský ⇒ Re
.
= 3 · 108, malá jachta ⇒ Re

.
= 107, Boeing 747 ⇒ Re

.
= 2 · 109, největš́ı

lodě ⇒ Re
.
= 5 · 109.

Laminárńı a turbulentńı prouděńı. Při laminárńım prouděńı vytvář́ı tekutina rovnoběžná
proudová vlákna, která po sobě klouzaj́ı, takže tekutina ze sousedńıch proudových vláken
se nepromı́chává. Při turbulentńım prouděńı se proudová vlákna začnou proplétat a vznika-
j́ı v́ıry. Prouděńı, které už neńı laminárńı a ještě neńı turbulentńı se označuje jako prouděńı
přechodové. Prouděńı je

• laminárńı pro Re < 2300,
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• přechodové pro 2300 < Re < 4000,
• turbulentńı pro Re > 4000.

Kritické meze, zde ReK1
= 2300 a ReK2

= 4000, lze v literatuře naj́ıt rovněž pro mı́rně
pozměněné hodnoty. Třeba pro prouděńı v trubićıch se uvád́ı ReK1

= 2320, pro RK2
se

uváděj́ı hodnoty mezi 4000 a 6000.
Plně vyvinuté turbulentńı prouděńı se skládá z velkého počtu v́ır̊u r̊uzných měř́ıtek.

V́ıry největš́ıch rozměr̊u jsou charakterizovány délkovým měř́ıtkem ℓ0, které je srovnatelné
s charakteristickou délkou L∗, rychlostńım měř́ıtkem u0, které je srovnatelné s charakteris-
tickou rychlost́ı U∗, a časovým měř́ıtkem τ0 = ℓ0/u0. Nejmenš́ı v́ıry jsou charakterizovány
Kolmogorovovými měř́ıtky: délkovým měř́ıtkem η, rychlostńım měř́ıtkem uη a časovým
měř́ıtkem τη = η/uη. Dá se ukázat, že

η

ℓ0
≈ Re−3/4,

uη
u0

≈ Re−1/4,
τη
τ0

≈ Re−1/2. (1.73)

Turbulentńı prouděńı lze modelovat numerickým řešeńım Navierových-Stokesových rov-
nic. Takový postup je znám jako př́ımá numerická simulace (stručně DNS podle ang-
lického direct numerical simulation). Pro jednoduchost předpokládejme, že oblast řešeńı
Ω lze vykrýt rovnoměrmou śıt́ı s krokem h a nejméně N uzly ve směru každé souřadné
osy. Zřejmě muśı platit

Nh > ℓ0, h < η, =⇒ N >
ℓ0
h
>
ℓ0
η

≈ Re3/4,

takže celkový počet uzl̊u ve třech dimenźıch je řádu O(Re9/4). Pro velká Reynoldsova
č́ısla je prakticky nezbytné provést časovou diskretizaci pomoćı explicitńı metody. Délku
kroku ∆t je třeba zvolit tak, aby každá částice tekutiny urazila za dobu ∆t vzdálenost
menš́ı než h, tj. aby u0∆t < h. Protože u0 = ℓ0/τ0, h < η, a pokud doba řešeńı tmax ≈ τ0,
dostaneme

ℓ0
τ0
∆t < η =⇒ l0

η

∆t

tmax
≈ 1 =⇒ tmax

∆t
≈ ℓ0

η
≈ Re3/4,

tj. počet krok̊u časové diskretizace je řádu O(Re3/4). Celkový počet operaćı metody DNS
je pak řádu O(Re3). Pro velká Reynoldsova č́ısla je takový počet operaćı př́ılǐs velký
na to, abychom metodou DNS mohli úspěšně řešit reálné inženýrské úlohy. Pro prak-
tické výpočty turbulentńıho prouděńı byla proto vyvinuta řada speciálńıch metod, mezi
nimi zejména metoda velkých v́ır̊u (stručně LES podle anglického large eddy simulation)
a metoda časového středováńı (stručně RANS podle anglického Reynolds-averaged Navier-
Stokes).
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2. Základńı poznatky z teorie Eulerových rovnic

Eulerovy rovnice jsou hyperbolického typu. Nejdř́ıve proto vysvětĺıme, kdy soustava
parciálńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu je hyperbolická. Uvedeme také několik
př́ıklad̊u hyperbolických systémů. Vysvětĺıme pojem klasického řešeńı, slabého řešeńı
a slabého entropického řešeńı. Zavedeme jednodimenzionálńı Riemann̊uv problém a poṕı-
šeme jeho řešeńı.

2.1. Hyperbolický systém

Uvažujme soustavu s parciálńıch diferenciálńıch rovnic prvńıho řádu pro s neznámých
funkćı w = (w1, w2, . . . , ws)

T , w = w(x, t), x ∈ R
d:

∂w

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj(w)

∂xj
= o, (2.1)

kde fj : D → R
s, j = 1, 2, . . . , d, jsou spojitě diferencovatelné funkce, D = R(w) je obor

hodnot funkce w.
Pro Eulerovy rovnice s = d+2 a fj , j = 1, 2, . . . , d, jsou neviskózńı Eulerovy toky, viz

(1.62). Protože w = (w1, w2, . . . , wd+1, wd+2) = (̺, ̺v1, . . . , ̺vd, E)
T , plat́ı

w1 = ̺ > 0, wd+2 = E = ̺(e+ 1
2
|v|2) > 1

2
̺|v|2 = w2

2 + · · ·+ w2
d+1

2w1

,

a tedy

D =

{

w ∈ R
d+2 |w1 > 0, wd+2 >

w2
2 + · · ·+ w2

d+1

2w1

}

.

Jestliže w ∈ C1(Rd × (0, tmax))
s, pak lze soustavu (2.1) zapsat ve tvaru

∂w

∂t
+

d
∑

j=1

Aj(w)
∂w

∂xj
= o, (2.2)

kde Aj(w) = Dfj(w)/Dw je Jacobiho matice fj(w), j = 1, 2, . . . , d.

Definice 2.1. Řekneme, že systém (2.2) je hyperbolický, jestliže pro každý vektor w ∈ D
a každý vektor n = (n1, . . . , nd)

T ∈ R
d, |n| = 1, má matice

P(w,n) =
d
∑

j=1

njAj(w) (2.3)

s reálných vlastńıch č́ısel λi = λi(w,n), i = 1, 2, . . . , s, a je diagonalizovatelná, tj. existuje
regulárńı matice T = T(w,n) taková, že

T−1PT = D(w,n) =











λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 . . . λs











. �
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Jestliže T = (r1, r2, . . . , rs), pak Pri = λiri, i = 1, 2, . . . , s, tj. ri je vlastńı vektor
matice P př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λi. Vlastńı vektory {ri}si=1 jsou lineárně nezávislé. Lze
tedy ř́ıci, že P má úplný systém vlastńıch vektor̊u př́ıslušných reálným vlastńım č́ısl̊um.

Jsou-li vlastńı č́ısla matice P reálná a navzájem r̊uzná, ř́ıkáme, že systém (2.2) je ryze
hyperbolický.

2.2. Př́ıklady hyperbolických systémů

Př́ıklad 2.1. Eulerovy rovnice. Systém (2.2) Eulerových rovnic je hyperbolický. Důkaz
je uveden třeba v [18]. Pro d = 2 jsou matice T a D popsány vzorci (3.15) a (3.14). �

Př́ıklad 2.2. Linearizované Eulerovy rovnice (stručně LEE) popisuj́ı š́ı̌reńı akustických
vln. Odvod́ıme je z nekonzervativńıho tvaru Eulerových rovnic (1.6), (1.23), (1.45):

∂̺

∂t
+ v · ∇̺+ ̺ divv = 0,

∂v

∂t
+ v · ∇v +

1

̺
∇p = f ,

∂p

∂t
+ v · ∇p+ γp divv = 0.

(2.4)

Předpokládejme, že

̺ = ̺0 + ̺′, v = v0 + v′, p = p0 + p′,

kde veličiny ̺0, v0, p0 charakterizuj́ı stacionárńı podkladové prouděńı a ̺′, v′, p′ jsou
akustické fluktuace. Využijeme-li toho, že akustické fluktuace jsou velmi malé, dostaneme
LEE,

∂̺′

∂t
+ v0 · ∇̺′ + ̺0 divv

′ = hc,

∂v′

∂t
+ v0 · ∇v′ +

1

̺0
∇p′ = hm,

∂p′

∂t
+ v0 · ∇p′ + γp0 divv

′ = he,

(2.5)

kde

hc = −v0 · ∇̺0 − ̺0 divv0,

hm = f − v0 · ∇v0 −
1

̺0
∇p0,

he = −v0 · ∇p0 − γp0 divv0.

(2.6)

V homogenńım prostřed́ı jsou ̺0, v0 a p0 konstantńı, takže hc = 0, hm = f a he = 0.
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LEE lze zapsat ve tvaru

∂w

∂t
+

d
∑

j=1

Aj
∂w

∂xj
= h, (2.7)

kde w = (̺,vT , p)T je vektor akustických veličin (čárku jsme pro zjednodušeńı zápisu
vypustili) a h = (hc,h

T
m, he)

T . Pro d = 2, při označeńı v = (u, v)T , v0 = (u0, v0)
T ,

w =









̺
u
v
p









, A1 =









u0 ̺0 0 0
0 u0 0 1/̺0
0 0 u0 0
0 γp0 0 u0









, A2 =









v0 0 ̺0 0
0 v0 0 0
0 0 v0 1/̺0
0 0 γp0 v0









. (2.8)

Systém LEE je hyperbolický. Pro d = 2 vlastńı č́ısla matice P = n1A1 + n2A2 jsou

λ1 = v0n − a0, λ2 = λ3 = v0n, λ4 = v0n + a0, (2.9)

kde v0n = u0n1 + v0n2, a0 =
√

γp0/̺0. Matice vlastńıch vektor̊u T a matice T−1 jsou

T =











̺0 1 0 ̺0

−n1a0 0 −n2 n1a0

−n2a0 0 n1 n2a0

̺0a
2
0 0 0 ̺0a

2
0











, T−1 =























0
−n1

2a0

−n2

2a0

1

2a20̺0

1 0 0 − 1

a20
0 −n2 n1 0

0
n1

2a0

n2

2a0

1

2a20̺























. � (2.10)

Cvičeńı 2.1. Ověřte, že T−1PT = D, kde D = diag(λ1, λ2, λ3, λ4). �

Př́ıklad 2.3. Vlnová rovnice. Uvažme LEE pro d = 2, h = o, u0 = v0 = 0. Podle (2.7),
(2.8) dostáváme

ut +
1

̺0
px = 0, vt +

1

̺0
py = 0, pt + γp0(ux + vy) = 0.

Prvńı rovnici zderivujeme podle x, druhou podle y, třet́ı podle t a vylouč́ıme členy utx,
vty. Tak dostaneme

ptt −
γp0
̺0

(pxx + pyy) = 0.

Vid́ıme, že tlakové fluktuace splňuj́ı vlnovou rovnici

∂2p

∂t2
= a20∆p. � (2.11)

Př́ıklad 2.4. Rovnice mělké vody. Uvažujme prouděńı nestlačitelné neviskózńı tekutiny
v oblasti, jej́ıž rozměr ve směru souřadné osy z je výrazně menš́ı než rozměr ve směru
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každé ze souřadných os x a y. Jako př́ıklad uved’me prouděńı v mořském zálivu: hloubka
nepřesahuje několik deśıtek metr̊u, zat́ımco plocha zálivu je třeba 10 km2.

V takovém př́ıpadě lze vliv vertikálńı složky
rychlosti w zanedbat a předpokládat, že ho-
rizontálńı složky rychlosti u i v nezávisej́ı na
souřadnici z. Necht’ x = (x, y)T , η(x, t) popi-
suje volnou hladinu a b(x) dno, viz Obr. 2.1.
Pak h(x, t) = η(x, t) − b(x) je výška tekutiny
v mı́stě x a v čase t. Pokud jde o tlak, budeme
předpokládat, že je zp̊usoben jen vlastńı t́ıhou
tekutiny, tj. že p = ̺g(η−z)+pa, kde ̺ je kon-
stantńı hustota, g je gravitačńı konstanta a pa
je atmosférický tlak na povrchu tekutiny.

x

z

b(x)

h(x, t)η(x, t)

Obr. 2.1: mělká voda

Z podmı́nky nestlačitelnosti užit́ım Reynoldsovy transportńı věty dostaneme

d

dt

∫

σ(t)

h(x, t) dx =

∫

σ(t)

[

∂h

∂t
(x, t) + div(hv)(x, t)

]

dx = 0.

Rovnice kontinuity mělké vody je tedy tvaru

ht + (hu)x + (hv)y = 0. (2.12)

Protože px/̺ = gηx, py/̺ = gηy, pohybové rovnice pro mělkou vodu nabývaj́ı tvaru

ut + uux + vuy = −gηx, (2.13)

vt + uvx + vvy = −gηy, (2.14)

Vynásob́ıme-li rovnici (2.12) rychlost́ı u, rovnici (2.13) výškou h a sečteme, dostaneme

(hu)t + (hu2)x + (huv)y = −ghηx. (2.15)

Podobně, vynásob́ıme-li rovnici (2.12) rychlost́ı v, rovnici (2.14) výškou h a sečteme, máme

(hv)t + (huv)x + (hv2)y = −ghηy. (2.16)

Dále využijeme toho, že

−ghηx = −gh(b+ h)x = −ghbx − ghhx = −ghbx − 1
2
g(h2)x.

Podobně obdrž́ıme −ghηy = −ghby− 1
2
g(h2)y. Dosad́ıme-li tato vyjádřeńı do rovnic (2.15)

a (2.16), dostaneme pohybové rovnice mělké vody

(hu)t + (hu2 + 1
2
gh2)x + (huv)y = −ghbx, (2.17)

(hv)t + (huv)x + (hv2 + 1
2
gh2)y = −ghby. (2.18)
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Rovnice mělké vody tedy jsou tvaru

∂w

∂t
+
∂f1(w)

∂x
+
∂f2(w)

∂y
= s(w), (2.19)

kde

w =





h
hu
hv



, f1(w) =





hu
hu2 + 1

2
gh2

huv



, f2(w) =





hv
huv

hv2 + 1
2
gh2



, s(w) =





0
−ghbx
−ghby



. (2.20)

Rovnice mělké vody jsou hyperbolické. Vlastńı č́ısla matice P(w) =

2
∑

j=1

nj
Dfj(w)

Dw
jsou

λ1 = vn − c, λ2 = vn, λ3 = vn + c, (2.21)

kde vn = un1 + vn2 a c =
√
gh. Matice vlastńıch vektor̊u T a matice T−1 jsou

T =





1 0 1
u− cn1 n2 u+ cn1

v − cn2 −n1 v + cn2



 , T−1 =











c+ vn
2c

−n1

2c
−n2

2c
n1v − n2u n2 −n1

c− vn
2c

n1

2c

n2

2c











. (2.22)

2.3. Klasické řešeńı hyperbolického systému

Formulace hyperbolického problému zahrnuje kromě diferenciálńı rovnice (2.1) rovněž
okrajovou podmı́nku na hranici ∂Ω a počátečńı podmı́nku v čase t = 0. Korektńı volba
okrajových podmı́nek je choulostivá záležitost. V př́ıpadě Eulerových rovnic budeme okra-
jové podmı́nky podrobně diskutovat v kapitole 3.2.4. Zde se pro jednoduchost omeźıme
na Cauchyho úlohu

∂w

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj(w)

∂xj
= o, x ∈ R

d, t ∈ (0,∞), (2.23)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ R
d, (2.24)

kde fj : D → R
s, j = 1, 2, . . . , d, jsou spojitě diferencovatelné funkce na oboru D hodnot

funkce w.

Definice 2.2. Řekneme, že vektorová funkce w je klasickým řešeńım Cauchyho úlohy
(2.23), (2.24), jestliže

a) w ∈ C1(Rd × (0,∞))s ∩ C(Rd × [0,∞))s,

b) w(x, t) ∈ D pro každé x ∈ R
d, t ∈ (0,∞),

c) w splňuje (2.23) pro každé x ∈ R
d, t ∈ (0,∞) a (2.24) pro každé x ∈ R

d.
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Řekneme, že w je klasické řešeńı rovnice (2.23), jestliže w ∈ C1(Rd×(0,∞))s, w(x, t) ∈ D
pro každé x ∈ R

d, t ∈ (0,∞) a w splňuje (2.23) pro každé x ∈ R
d, t ∈ (0,∞). �

Následuje několik jednoduchých př́ıklad̊u, na nichž ukážeme některé pozoruhodné
vlastnosti hyperbolických problémů.

Př́ıklad 2.5. Lineárńı skalárńı rovnice. Uvažujme úlohu

∂w

∂t
+ a

∂w

∂x
= 0, x ∈ R, t ∈ (0,∞),

w(x, 0) = w0(x), x ∈ R.

(2.25)

Řešeńı lze źıskat metodou charakteristik. Pro úlohu (2.25) je charakteristikou křivka x(t)
splňuj́ıćı

dx(t)

dt
= a. (2.26)

Charakteristika je př́ımka, procháźı-li bodem [x0, t0], pak x(t) = x0 + a(t − t0). Na cha-
rakteristice je w konstantńı, nebot’

dw(x(t), t)

dt
=
∂w(x(t), t)

∂t
+
∂w(x(t), t)

∂x

dx(t)

dt
=

[

∂w

∂t
+ a

∂w

∂x

]

(x(t), t) = 0.

Proto

w(x0, t0) = w(x(t0), t0) = w(x(0), 0) = w(x0 − at0, 0) = w0(x0 − at0).

Protože [x0, t0] může být libovolný bod, pro řešeńı úlohy (2.25) máme

w(x, t) = w0(x− at). (2.27)

Toto řešeńı se nazývá postupná vlna. Pro w0 ∈ C1(R) je w klasické řešeńı úlohy (2.25). �

Př́ıklad 2.6. Lineárńı systém. Uvažujme úlohu

∂w

∂t
+A

∂w

∂x
= o, x ∈ R, t ∈ (0,∞),

w(x, 0) = w0(x), x ∈ R.

(2.28)

Předpokládejme, že A je matice řádu s, která je diagonalizovatelná a má reálná vlastńı
č́ısla λ1, λ2, . . . , λs. Existuje tedy regulárńı matice T taková, že

T−1AT = D = diag(λ1, λ2, . . . , λs). (2.29)

Jestliže T = (r1, r2, . . . , rs), pak Ari = λiri, což znamená, že ri je vlastńı vektor matice A
př́ıslušný vlastńımu č́ıslu λi, i = 1, 2, . . . , s. Úlohu (2.28) zaṕı̌seme v ekvivalentńım tvaru

(T−1w)t + (T−1AT)(T−1w)x = 0, (T−1w)(x, 0) = (T−1w0)(x).
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Při označeńı T−1w = u, T−1w0 = u0 tedy

∂u

∂t
+D

∂u

∂x
= 0, u(x, 0) = u0(x),

nebo-li

∂ui
∂t

+ λi
∂ui
∂x

= 0, ui(x, 0) = u0i (x), i = 1, 2, . . . , s.

Podle předchoźıho př́ıkladu ui(x, t) = u0i (x− λit). Proto

w(x, t) = Tu(x, t) =
s
∑

i=1

ui(x, t)ri =
s
∑

i=1

u0i (x− λit)ri, (2.30)

kde u0i (x− λit) = [T−1w0]i(x− λit)]. Pro w0 ∈ C1(Rs) je w klasické řešeńı úlohy (2.28).
�

Př́ıklad 2.7. Nelineárńı skalárńı rovnice. Uvažujme úlohu

∂w

∂t
+ a(w)

∂w

∂x
= 0, x ∈ R, t ∈ (0,∞),

w(x, 0) = w0(x), x ∈ R,

(2.31)

kde a, w0 ∈ C1(R). Charakteristika x(t) je dána rovnićı

dx(t)

dt
= a(w(x(t), t)). (2.32)

Na charakteristice je w konstantńı, nebot’

dw(x(t), t)

dt
=
∂w(x(t), t)

∂t
+
∂w(x(t), t)

∂x

dx(t)

dt
=

[

∂w

∂t
+ a(w)

∂w

∂x

]

(x(t), t) = 0.

Na charakteristice je tedy konstantńı také a(w) a podle (2.32) je charakteristika procházej́ıćı
bodem [x0, t0] př́ımka

x(t) = x0 + a(w(x0, t0))(t− t0). (2.33)

Proto

w(x0, t0) = w(x(t0), t0) = w(x0 − a(w(x0, t0))t0, 0) = w0(x0 − a(w(x0, t0))t0).

Řešeńı úlohy (2.31) je tedy určeno implicitně prostřednictv́ım rovnice

w(x, t) = w0(x− a(w(x, t))t). (2.34)

Řešeńı úlohy (2.31) můžeme zkoumat tak, že budeme sledovat, jak se počátečńı vlna
reprezentovaná funkćı w0 š́ı̌ŕı po charakteristikách vycházej́ıćıch z bod̊u na ose x. Pro
body [x, t] lež́ıćı na charakteristice x(t) vycházej́ıćı z bodu [x0, 0] plat́ı

t =
1

a(w0(x0))
(x− x0), w(x, t) = w0(x0).
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Tato charakteristika sv́ırá s kladným směrem osy x úhel α(x0), kde

tanα(x0) =
1

a(w0(x0))
.

Prozkoumejme dva speciálńı př́ıpady:

I. Necht’ a′ > 0, (w0)′ ≥ 0. Pak

(tanα(x))′ = −a
′(w0(x))(w0(x))′

[a(w0(x))]2
≤ 0.

Funkce tanα(x) je tedy nerostoućı funkce proměnné x, což znamená, že každým
bodem [x, t], x ∈ R, t > 0, procháźı právě jedna charakteristika, viz Obr 2.2 vlevo.
Proto je w klasické řešeńı úlohy (2.31).

II. Jestliže a′ > 0, (w0)′ < 0, pak funkce tanα(x) je rostoućı a charakteristiky vycházej́ıćı
z bod̊u (x1, 0) 6= (x2, 0) se prot́ınaj́ı v bodu P = (x∗12, t

∗
12). Snadno spočteme, že

t∗12 = − x2 − x1
a(w0(x2))− a(w0(x1))

,

tj. pro t ≥ t∗12 klasické řešeńı neexistuje. Klasické řešeńı tedy existuje jen lokálně
pro časový interval [0, t∗). Dá se ukázat, že

t∗ = − 1

inf
x∈R

a′(w0(x))(w0)′(x)
.

Na Obr. 2.2 vlevo je ukázka neprot́ınaj́ıćıch se charakteristik, vpravo pak př́ıpad, kdy se
charakteristiky prot́ınaj́ı. �

-3 -2 -1 0 1 2 3

0

1

2

3

-3 -2 -1 0 1 2 3
0

1

2

3

Obr. 2.2: a(w) = w, vlevo w0(x) = 1
2π + atan(x), vpravo w0(x) = 1

2π − atan(x+ π)

Př́ıpad II demonstruje významnou vlastnost nelineárńıch hyperbolických rovnic, a sice
možný vznik nespojitých řešeńı v konečném čase i v př́ıpadě, že data jsou hladká. Tyto
nespojitosti vznikaj́ı rovněž při řešeńı Eulerových rovnic nebo třeba rovnic mělké vody.
Ukazuje se tedy, že požadavek na existenci klasického řešeńı pro nelineárńı hyperbolické
problémy je př́ılǐs omezuj́ıćı. Proto se účelné zavést pojem slabého řešeńı, které existenci
nespojitost́ı připoušt́ı.
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2.4. Slabé řešeńı hyperbolického systému

Nejdř́ıve zaved’me několik pojmů a označeńı. Necht’ M je měřitelná množina. Pak
L∞(M)s označuje prostor vektorových funkćı f = (f1, f2, . . . , fs)

T se složkami fi ∈ L∞(M)
pro i = 1, 2, . . . , s. Normu v L∞(M)s definujeme předpisem ‖f‖L∞(M)s = max

1≤i≤s
‖fi‖L∞(M).

Zápisem f ∈ L∞
loc(M)s vyjadřujeme to, že f |M∩K ∈ L∞(M ∩K)s pro každou kompaktńı

množinu K ∈ R
d. Symbolem C∞

0 (Rd × [0,∞)) označujeme prostor nekonečněkrát spojitě
diferencovatelných funkćı ϕ, jejichž nosič supp(ϕ) je kompaktńı množina v R

d × [0,∞),
tj. supp(ϕ) = {[x, t] | ϕ(x, t) 6= o} je v R

d × [0,∞) uzavřená ohraničená množina.
Předpokládejme, že w je klasické řešeńı úlohy (2.23)–(2.24) a ϕ ∈ [C∞

0 (Rd× [0,∞))]s.
Užit́ım Greenovy věty a toho, že ϕ(x, t) = o pro [x, t] /∈ supp(ϕ), dostaneme

0 =

∫ ∞

0

∫

Rd

(

∂w

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj(w)

∂xj

)

· ϕ dx dt = −
∫

Rd

w(x, 0) · ϕ(x, 0) dx−

∫ ∞

0

∫

Rd

(

w · ∂ϕ
∂t

+
d
∑

j=1

fj(w) · ∂ϕ
∂xj

)

dx dt.

Vid́ıme tedy, že klasické řešeńı splňuje identitu

∫ ∞

0

∫

Rd

(

w · ∂ϕ
∂t

+
d
∑

j=1

fj(w) · ∂ϕ
∂xj

)

dx dt+

∫

Rd

w0(x) · ϕ(x, 0) dx = 0

∀ϕ ∈ [C∞
0 (Rd × [0,∞))]s.

(2.35)

Rovnost (2.35) má smysl i pro w ∈ [L∞
loc(R

d × (0,∞))]s. Proto můžeme zavést následuj́ıćı
definici:

Definice 2.3. Necht’ w0 ∈ [L∞
loc(R

d)]s. Vektorovou funkci w nazveme slabým řešeńım
úlohy (2.23)–(2.24), jestliže w ∈ [L∞

loc(R
d × (0,∞))]s, w(x, t) ∈ D pro skoro všechna

(x, t) ∈ R
d × (0,∞) a plat́ı (2.35). �

Slabé řešeńı w hyperbolického problému nemuśı být spojité. Skutečně, aby se integrály
v identitě (2.35) daly spoč́ıtat, stač́ı, když w je funkce po částech spojitá. My budeme
předpokládat v́ıc, a sice, že w je funkce po částech hladká. Přesný význam tohoto pojmu
objasňuje následuj́ıćı definice:

Definice 2.4. Řekneme, že funkce w je po částech hladká, když existuje konečný počet
hladkých hyperploch Γ v R × [0,∞) takových, že w je mimo tyto hyperplochy hladká,
tj. w ∈ C1([R × [0,∞)] \ Γ), a na hyperlochách má w a jej́ı prvńı parciálńı derivace
konečné jednostranné limity. Pro funkci w jsou jednostranné limity w±(x, t) pro (x, t) ∈ Γ
definovány předpisem

w±(x, t) = lim
ε→0

w((x, t)± εn), (2.36)

kde n = (n1, n2, . . . , nd, nt)
T je normála k hyperploše Γ. Jednostranné limity pro parciálńı

derivace ∂w/∂xi, i = 1, 2, . . . , d, a ∂w/∂t se definuj́ı obdobně. �
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V následuj́ıćı větě uvedeme postačuj́ıćı a nutnou podmı́nku k tomu, aby po částech
hladká funkce w byla řešeńım rovnice (2.23) ve smyslu distribućı v R

d × (0,∞), tj. aby

∫ ∞

0

∫

Rd

(

w · ∂ϕ
∂t

+

d
∑

j=1

fj(w) · ∂ϕ
∂xj

)

dx dt = 0 ∀ϕ ∈ [C∞
0 (Rd × (0,∞))]s. (2.37)

Rovnici (2.37) dostaneme z (2.23) podobně, jako jsme z (2.23)–(2.24) dostali (2.35), rozd́ıl
je jen v tom, že při odvozeńı (2.37) uplatńıme to, že ϕ(x, 0) = o.

Věta 2.1. Necht’ w : Rd × [0,∞) → R
s je po částech hladká funkce. Pak w je řešeńı

rovnice (2.23) ve smyslu distribućı, právě když jsou splněny následuj́ıćı dvě podmı́nky:

(i) w je klasické řešeńı v každé oblasti, v ńıž w je tř́ıdy C1,

(ii) w splňujeRankine-Hugoniotovu podmı́nku

[w+ −w−]nt +

d
∑

j=1

[

fj(w
+)− fj(w

−)
]

nj = 0 (2.38)

na každé hladké hyperploše nespojitosti Γ.

D̊ukaz. Necht’ w je po částech hladká funkce splňuj́ıćı (2.37). Volbou vhodné testovaćı
funkce ϕ snadno odvod́ıme, že w splňuje podmı́nku (i).

x

t

U−

U+

Γ

n

Obr. 2.3: hyperplocha nespojitosti

Věnujme se tedy podmı́nce (ii). Zvolme
bod [x0, t0] ∈ Γ a necht’ U je otevřená
koule se středem [x0, t0] a poloměrem ε,
tj. U = {(x, t) : ‖(x, t) − (x0, t0)‖ < ε}.
Zvoĺıme-li poloměr ε dostatečně malý, mů-
žeme předpokládat, že U ∩ Γ rozděluje U
na dvě souvislé podoblasti U− a U+, takže
U = U− ∪ (U ∩Γ)∪U+, viz Obr.2.3. Ozna-
č́ıme-li vněǰśı normálu oblasti U− na hranici
U∩Γ jako n, pak vněǰśı normála oblasti U+

na hranici U ∩ Γ je −n.

Necht’ ϕ ∈ [C∞
0 (U)]s. Pomoćı Greenovy věty z (2.37) obdrž́ıme

0 =

∫

U−

(

w · ∂ϕ
∂t

+

d
∑

j=1

fj(w) · ∂ϕ
∂xj

)

dx+

∫

U+

(

w ·∂ϕ
∂t

+

d
∑

j=1

fj(w) · ∂ϕ
∂xj

)

dx =

∫

U∩Γ

(

ntw
− +

d
∑

j=1

njfj(w
−)
)

· ϕ dS −
∫

U−

(∂w

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj(w)

∂xj

)

·ϕ dx

−
∫

U∩Γ

(

ntw
+ +

d
∑

j=1

njfj(w
+)
)

· ϕ dS −
∫

U+

(∂w

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj(w)

∂xj

)

· ϕ dx.
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Protože w je v U± klasické řešeńı, integrály přes U+ a U− jsou rovny nule, takže

−
∫

U∩Γ

[

nt(w
+ −w−) +

d
∑

j=1

nj(fj(w
+)− fj(w

−))
]

·ϕ dS = 0,

a protože koule U je libovolně malá a testovaćı funkce ϕ je libovolná, Rankine-Hugoniotova
podmı́nka (2.38) plat́ı.

Opačně lze dokázat: když je w po částech hladká funkce splňuj́ıćı podmı́nky (i) a (ii),
pak w je řešeńım rovnice (2.23) ve smyslu distribućı, tj. plat́ı (2.37). �

Jestliže ve vektoru n = (n1, n2, . . . , nd, nt)
T označ́ıme nt = −s, pak Rankine-Hugonio-

tova podmı́nka nabude tvaru

s[w+ −w−] =
d
∑

j=1

nj

[

fj(w
+)− fj(w

−)
]

. (2.39)

Vektor nx = (n1, n2, . . . , nd)
T resp. č́ıslo s pak lze považovat za směr resp. rychlost š́ı̌reńı

nespojitosti Γ. To je dobře srozumitelné v př́ıpadě d = 1. Předpokládejme, že nespojitost
Γ je popsána křivkou x = ξ(t). Jestliže s = dξ/ dt, pak (s, 1)T je vektor ke křivce ξ(t)
tečný a tedy n = (1,−s)T je vektor ke křivce ξ(t) kolmý. Rankine-Hugoniotova podmı́nka
pro d = 1 je tvaru

s(w+ −w−) = f(w+)− f(w−). (2.40)

V př́ıpadě spojitého slabého řešeńı podmı́nka (2.39) resp. (2.40) zřejmě plat́ı.

Př́ıklad 2.8. Cauchyho úloha pro Burgersovu rovnici je úloha

∂w

∂t
+ w

∂w

∂x
= 0, x ∈ R× (0,∞),

w(x, 0) = w0(x), x ∈ R.

(2.41)

Burgersovu rovnici lze zapsat v konzervativńım tvaru s tokem f(w) = 1
2
w2.

1) Uvažme počátečńı podmı́nku

w0(x) =











1, x ≤ 0,

1− x, 0 < x ≤ 1,

0, x > 1.

(2.42)

Charakteristika vycházej́ıćı z bodu [x0, 0] je př́ımka x = x0 + w0(x0)t, viz (2.33). Proto

x =











x0 + t, x0 ≤ 0,

x0 + t(1− x0), 0 < x0 ≤ 1,

x0, x0 > 1.

(2.43)
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Pro t < 1 se charakteristiky neprot́ınaj́ı, takže v R× (0, 1) máme spojité řešeńı

w(x, t) =











1, x ≤ t,

(1− x)/(1− t), t < x ≤ 1,

0, x > 1,











pro t < 1. (2.44)

Skutečně, řešeńı na charakteristikách vycházej́ıćıch z bod̊u [x0, 0], x0 ≤ 0, je rovno 1, řešeńı
na charakteristikách vycházej́ıćıch z bod̊u [x0, 0], x0 ≥ 1, je rovno 0. Na charakteristikách
vycházej́ıćıch z bod̊u [x0, 0], 0 ≤ x0 ≤ 1, máme w(x, t) = 1−x0, přičemž x = x0+t(1−x0).
Odtud x0 = (x− t)/(1− t), takže 1− x0 = (1− x)/(1− t) = w(x, t).

x

t

−1 0 1 2

1

2

Obr. 2.4: charakteristiky, pro t ≥ 1
klasické řešeńı neexistuje

x

t

−1 0 1 2

1

2

Obr. 2.5: charakteristiky slabého řešeńı

x

t

−1 0 1 2

1

2

3

Obr. 2.6: slabé řešeńı

Všimněte si, že řešeńı (2.44) neńı řešeńı
klasické, nebot’ nemá spojité prvńı par-
ciálńı derivace, je to však řešeńı slabé, jak
plyne z věty 2.1. Pokusme se tedy naj́ıt
řešeńı nespojité, které pro t ≥ 1 nabývá na
jedné straně od křivky nespojitosti hod-
notu w+ = 1 a na druhé straně hodnotu
w−= 0. Podle Rankine-Hugoniotovy pod-
mı́nky (2.40) je s(1−0)= 1

2
12− 1

2
02 a odtud

s = 1
2
. Tedy dx(t)/ dt = 1

2
, což znamená,

že křivka nespojitosti je př́ımka x = 1
2
t+c.

Protože tato př́ımka má procházet bodem
[1, 1], muśı být c = 1

2
, takže x = 1

2
(t + 1).

Pro t ≥ 1 budeme tedy definovat řešeńı
předpisem

w(x, t) =

{

1, x < 1
2
(t+ 1),

0, x > 1
2
(t+ 1),

}

pro t ≥ 1. (2.45)
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Snadno ověř́ıme, že (2.44) – (2.45) je jediné slabé řešeńı úlohy (2.41) – (2.42). Situaci ilu-
struj́ı obrázky Obr.2.4, Obr.2.5 a Obr.2.6. �

2) Uvažme počátečńı podmı́nku

w0(x) =

{

0, x ≤ 0,

1, x > 0.
(2.46)

Pomoćı charakteristik zjist́ıme, že pro x ≤ 0 je w(x, t) = 0 a pro x ≥ t je w(x, t) = 1.
Zbývá určit w pro 0 < x < t. Existuje několik možnost́ı, jak to udělat.

a) Nespojitost v počátečńı podmı́nce se š́ı̌ŕı rychlost́ı s = 1
2
po př́ımce x = t/2. Jak se

snadno přesvědč́ıme,

w(x, t) =

{

0, x ≤ t/2,

1, x > t/2,
(2.47)

je nespojité slabé řešeńı úlohy (2.41),(2.46).

b) Funkce u(x, t) = x/t vyhovuje Burgersově rovnici,

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= − x

t2
+
x

t
· 1
t
= 0,

a přitom u(0, t) = 0, u(t, t) = 1. Jak se lze snadno přesvědčit,

w(x, t) =











0, x ≤ 0,

x/t, 0 < x ≤ t,

1, x > t,

(2.48)

je spojité slabé řešeńı úlohy (2.41),(2.46).

c) Neńı těžké ověřit, že pro libovolné s ∈
[

0, 1
2

]

je funkce

w(x, t) =



















0, x ≤ st,

2s, st < x ≤ 2st,

x/t, 2st < x ≤ t,

1, x > t,

(2.49)

slabým řešeńım úlohy (2.41),(2.46). Skutečně, na př́ımce nespojitosti x = st plat́ı Rankine-
Hugoniotova podmı́nka s(2s− 0) = 1

2
(2s)2 − 1

2
02. �

Na př́ıkladu Burgersovy úlohy jsme poukázali na zaj́ımavou skutečnost, a sice, že hy-
perbolická úloha může mı́t v́ıce slabých řešeńı. Nab́ıźı se proto otázka, jak mezi slabými
řešeńımi vybrat správné řešeńı, které věrohodně vystihuje fyzikálńı podstatu uvažované
hyperbolické úlohy. K tomu nám poslouž́ı tzv. podmı́nka entropie. Abychom ji mohli vy-
slovit, potřebujeme definovat entropii pro obecnou hyperbolickou rovnici (2.23).
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Definice 2.5. Necht’ D je konvexńı množina. Konvexńı funkci η : D → R, η ∈ C1(D),
nazveme entropíı rovnice (2.23), jestliže k ńı existuj́ı funkce G1, G2, . . . , Gd, Gj : D → R,
Gj ∈ C1(D), j = 1, 2, . . . , d, takové, že

[∇wη(w)]TAj(w) = [∇wGj(w)]T , w ∈ D, j = 1, 2, . . . , d. (2.50)

�

Funkce Gj, j = 1, 2, . . . , d, nazýváme entropické toky. Symbolem ∇w rozumı́me gra-
dient vzhledem k w, tj. ∇w = (∂/∂w1, ∂/∂w2, . . . , ∂/∂wd)

T .

Cvičeńı 2.2. Jestliže w je klasické řešeńı rovnice (2.23), pak

∂η(w)

∂t
+

d
∑

j=1

∂Gj(w)

∂xj
= 0. (2.51)

Dokažte to! �

Slabé řešeńı rovnice (2.23) podmı́nku (2.51) splňovat nemuśı.

Definice 2.6. Řekneme, že slabé řešeńı w rovnice (2.23) je entropické, jestliže pro každou
entropii η rovnice (2.23) a odpov́ıdaj́ıćı entropické toky {Gj}dj=1 plat́ı podmı́nka

∂η(w)

∂t
+

d
∑

j=1

∂Gj(w)

∂xj
≤ 0 (2.52)

ve smyslu distribućı v R
d × (0,∞), tj.

∫

Rd

∫ ∞

0

(

η(w)
∂ϕ

∂t
+

d
∑

j=1

Gj(w)
∂ϕ

∂xj

)

dx dt ≥ 0 ∀ϕ ∈ C∞
0 (Rd × (0,∞)), ϕ ≥ 0. (2.53)

�

Nerovnost (2.53) se nazývá podmı́nka entropie. Ta souviśı s podmı́nkou entropie (1.50)
v dynamice tekutin. V [17] je dokázáno: jestliže (2.23) jsou Eulerovy rovnice, pak lze jednu
konkrétńı entropii η a odpov́ıdaj́ıćı entropické toky G1, G2, . . . , Gd zvolit takto:

η = −̺s, Gj = −̺vjs, j = 1, 2, . . . , d, (2.54)

kde s je entropie ideálńıho plynu, viz (1.54). Je-li w je klasické řešeńı Eulerových rovnic
(2.23), pak podmı́nka entropie (2.51) je tvaru

∂

∂t
(̺s) +

d
∑

j=1

∂

∂xj
(̺vjs) = 0, (2.55)

což je entropická rovnice (1.51) pro adiabatické prouděńı ideálńıho plynu. Z (2.55) pak
dostaneme Clausiusovu–Duhemovu podmı́nku entropie (1.50) jako rovnost Ds/Dt = 0.
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Dá se ukázat, že slabé řešeńı je entropické, právě když je na hyperploše nespojitosti Γ
splněna následuj́ıćı analogie Rankine-Hugoniotovy podmı́nky (2.38): pro všechny entro-
pie η a odpov́ıdaj́ıćı entropické toky {Gj}dj=1 plat́ı

[

η(w+)− η(w−)
]

nt +

d
∑

j=1

[

Gj(w
+)−Gj(w

−)
]

nj ≥ 0, (2.56)

kde n = (n1, n2, . . . , nd, nt)
T je vektor kolmý ke Γ, w± jsou jednostranné limity w na Γ,

viz (2.36), a normála n je orientována stejně jako na Obr. 2.3, tj. ve směru od U− do U+.
Nerovnost (2.56) lze odvodit pomoćı (2.53) podobně, jako je ve větě 2.1 odvozena Rankine-
Hugoniotova podmı́nka (2.38) pomoćı (2.37). Ověřte! Pro d = 1 dostaneme analogii
podmı́nky (2.40):

s
[

η(w+)− η(w−)
]

≥ G(w+)−G(w−), (2.57)

kde s = dξ(t)/ dt je rychlost š́ı̌reńı nespojitosti Γ a w− resp. w+ je hodnota z levé resp.
pravé strany křivky nespojitosti ξ(t).

Všimněte si: když w je spojité slabé řešeńı, pak w− = w+ a podmı́nka (2.56) resp.
(2.57) splněna triviálně jako rovnost.To znamená, že spojité slabé řešeńı je entropické.

V př́ıpadě skalárńı rovnice

∂w

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj(w)

∂xj
= 0 (2.58)

je každá konvexńı funkce η ∈ C1(D) entropíı. Skutečně, př́ıslušné entropické toky Gj ,
splňuj́ıćı podle (2.50) podmı́nky

G′
j = η′f ′

j, j = 1, 2, . . . , d, (2.59)

lze źıskat z rovnic (2.59) integraćı .

Př́ıklad 2.9. Posoud́ıme, která řešeńı Burgerovy rovnice z př́ıkladu 2.8 jsou entropická.

1) Nespojité slabé řešeńı (2.44) – (2.45) úlohy (2.41) – (2.42) je entropické, d̊ukaz viz [17].

2) Nespojité slabé řešeńı (2.47) úlohy (2.41) a (2.46) neńı entropické. Dokažme si to. Pro
η = 1

2
w2 pomoćı (2.59) obdrž́ıme G = 1

3
w3. Pro s = 1

2
, w− = 0 a w+ = 1 dostaneme

s
[

η(w+)− η(w−)
]

− [G(w+)−G(w−)] =

1

2

[

1

2
(w+)2 − 1

2
(w−)2

]

−
[

1

3
(w+)3 − 1

3
(w−)3

]

=
1

4
− 1

3
< 0,

takže (2.57) neplat́ı.

3) Spojité slabé řešeńı (2.48) úlohy (2.41) a (2.46) je entropické.

4) Slabé řešeńı (2.49) úlohy (2.41) a (2.46) je entropické jen pro s = 0, kdy je totožné se
spojitým řešeńım (2.48). �
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Metoda umělé viskozity. Slabé entropické řešeńı lze dostat také tzv. metodou umělé
vizkozity. Tato metoda, navržená Laxem v roce 1954, je založena na tom, že na pravou
stranu hyperbolické rovnice (2.23) vlož́ıme umělý viskózńı (disipačńı) člen ε∆w, kde ε > 0
je malý parametr. T́ım se hyperbolická rovnice přeměńı v rovnici parabolickou,

∂w

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj(w)

∂xj
= ε∆w, (2.60)

a slabé entropické řešeńı zkuśıme źıskat jako limitu řešeńı rovnic (2.60) pro ε → 0. Tato
myšlenka je inspirována situaćı v dynamice tekutin, kdy na Eulerovy rovnice můžeme
nahĺıžet jako na limitńı př́ıpad rovnic Navierových-Stotekových, když viskozita ν → 0.
Vzájemný vztah mezi řešeńımi rovnic (2.60) a (2.23) uvád́ı následuj́ıćı

Věta 2.2. Necht’ {wε}ε>0 jsou řešeńı rovnice (2.60) splňuj́ıćı podmı́nky

(a)
∂wε

∂t
,
∂wε

∂xj
,
∂2wε

∂xi ∂xj
jsou spojité v R

d × (0,∞),

(b) ‖wε‖[L∞(K)]s ≤ c(K) ∀ε > 0, ∀K ∈ R
d × (0,∞), K kompaktńı,

(c) wε → w skoro všude v R
d × (0,∞).

Pak w je slabné entropické řešeńım rovnice (2.23) ve smyslu distribućı, viz (2.37).

D̊ukaz: viz [17]. �

Laxova metoda umělé viskozity je východiskem pro odvozeńı numerických metod, které
poskytuj́ı dobré aproximace slabého entropického řešeńı.

O existenci slabého entropického řešeńı existuje jen několik d́ılč́ıch výsledk̊u. Pro
skalárńı úlohu v R

d, tj. když s = 1, d ≥ 1, plat́ı následuj́ıćı

Věta 2.3. Necht’ fj ∈ C1(R), j = 1, 2, . . . , d. Pak pro každou funkci w0 ∈ L∞(Rd) existuje
slabé entropické řešeńı w ∈ L∞(R× [0,∞)) úlohy

∂w

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj(w)

∂xj
= 0, (x, t) ∈ R

d × (0,∞), (2.61)

w(x, 0) = w0(x), x ∈ R
d.

D̊ukaz viz [17]. Větu dokázal Kružkov v roce 1970. Slabé entropické řešeńı zkonstruoval
metodou umělé viskozity, tj. w = limε→0wε, kde wε je řešeńım úlohy

∂wε

∂t
+

d
∑

j=1

∂fj(wε)

∂xj
= ε∆wε, wε(x, 0) = w0(x). �

Jiný d́ılč́ı výsledek dokázal Glimm v roce 1965 pro obecný hyperbolickou soustavu
v jedné dimenzi, tj. když s ≥ 1, d = 1. Abychom Glimmův výsledek mohli zformulovat
a pochopit, muśıme nejdř́ıve zavést několik nových pojmů.

42



Definice 2.7. Necht’ I ⊂ R je interval a uvažujme množinu Π vzestupně uspořádaných
N−tic bod̊u a = (a1, a2, . . . , aN) z intervalu I, tj. a1<a2< . . .< aN , ai ∈ I, i = 1,2, . . . , N ,
kde N je libovolné přirozené č́ıslo. Totálńı variace TVI(f) funkce f : I → R

s je definována
předpisem

TVI(f) = sup
a∈Π

N−1
∑

i=1

|f(ai+1)− f(ai)|. � (2.62)

Jestliže TVI(f) < ∞, řekneme, že funkce f má v intervalu I omezenou totálńı variaci.
Totálńı variaci funkce f na celé č́ıselné ose, tj. když I = R, označ́ıme TVR(f).

Necht’ ri(w), i = 1, 2, . . . , s, jsou vlastńı vektory Jacobiho matice A(w), w ∈ D,
a λi(w) jsou odpov́ıdaj́ıćı vlastńı č́ısla.

Definice 2.8. Řekneme, že vlastńı vektor rk(w) matice A(w) je

ryze nelineárńı,
lineárně degenerovaný,

}

jestliže ∇wλk(w) · rk(w)

{

6= 0
= 0

}

∀w ∈ D. �

Všimněte si: jestliže ∇uλk(u) · rk(u) 6= 0 a ∇vλk(v) · rk(v) = 0 pro nějaká u,v ∈ D, pak
vlastńı vektor rk neńı ani ryze nelineárńı ani lineárně degenerovaný.

Věta 2.4. Necht’ d = 1, systém (2.23) je ryze hyperbolický a všechny vlastńı vektory
matice A = Df(w)/Dw jsou ryze nelineárńı nebo lineárně degenerované v okoĺı nějakého
konstantńıho stavu w̄. Pak existuj́ı dvě kladná č́ısla δ1 a δ2 taková, že pro počátečńı data
w0 ∈ [L∞

loc(R)]
s splňuj́ıćı

‖w0 − w̄‖L∞(R)s ≤ δ1, TVRw
0 ≤ δ2,

má Cauchyho úloha (2.23), (2.24) slabé entropické řešeńı w ∈ R× [0,∞) a plat́ı

‖w(·, t)− w̄‖L∞(R)s ≤ C0‖w0 − w̄‖L∞(R)s , t ∈ [0,∞),

TVR(w(·, t)) ≤ C0TVR(w
0), t ∈ [0,∞),

‖w(·, t1)−w(·, t2)‖L1(R)s ≤ C0|t2 − t1|TVR(w
0), t1, t2 ∈ [0,∞)

pro nějakou konstantu C0. Nav́ıc w ∈ C([0,∞);L1
loc(R))

s, takže počátečńı podmı́nka
(2.24) je přirozeně splněna.

2.5. Riemann̊uv problém

Řada numerických metod pro řešeńı v́ıcedimenzionálńıch hyperbolických úloh, např́ı-
klad Godunovovy metody, viz kapitola 3.2.3, je založena na přesném nebo jen přibližném
řešeńı jednodimenzionálńıch Riemannových úloh

∂w

∂t
+A(w)

∂w

∂x
= o, (x, t) ∈ R× (0,∞), (2.63)

w(x, 0) =

{

wL, x < 0,
wR, x > 0,

(2.64)

kde wL,wR ∈ D jsou konstantńı počátečńı stavy.
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Věta 2.5. Jestliže Riemann̊uv problém (2.63) – (2.64) má jediné po částech hladké řešeńı
w, pak pro t > 0 lze w zapsat v ekvivalentńım tvaru w(x, t) = w̃(x/t), kde w̃ : R → R

s

je po částech hladká funkce jedné proměnné.

D̊ukaz. Nejdř́ıve ověř́ıme, že pro každé pevné α > 0 je w(αx, αt) řešeńı (2.63) – (2.64).
Dosad́ıme-li v (2.63) αt mı́sto t a αx mı́sto x, dostaneme

∂w(αx, αt)

∂(αt)
+A(w(αx, αt))

∂w(αx, αt)

∂(αx)
= o,

a protože podle pravidla o derivováńı složené funkce

∂w(αx, αt)

∂(αt)
=

1

α

∂w(αx, αt)

∂t
,

∂w(αx, αt)

∂(αx)
=

1

α

∂w(αx, αt)

∂x
,

vid́ıme, že w(αx, αt) rovnici (2.63) vyhovuje. Podobně, dosad́ıme-li do (2.64) αx mı́sto x,
dostaneme

w(αx, 0) =

{

wL, αx < 0,
wR, αx > 0.

Protože αx < 0 ⇐⇒ x < 0, αx > 0 ⇐⇒ x > 0, w(αx, αt) splňuje také počátečńı
podmı́nku (2.64).

Vzhledem k jednoznačnosti proto w(αx, αt) = w(x, t). Jestliže pro každé pevné x a t
zvoĺıme α = 1/t, pak w(x, t) = w(x/t, 1) =: w̃(x/t). �

Lineárńı Riemann̊uv problém. Předpokládejme, že A(w) ≡ A je konstantńı matice.
Označme

α = T−1wL, β = T−1wR,

kde T = (r1, r2, . . . , rs) je matice vlastńıch vektor̊u A. Necht’ D = diag(λ1, λ2, . . . , λs) je
diagonálńı matice odpov́ıdaj́ıćıch vlastńıch č́ısel, tj. Ari = λiri, i = 1, 2, . . . , s. Stejně jako
v př́ıkladu 2.6 dostaneme pro u = T−1w ekvivalentńı Riemannovu úlohu

∂u

∂t
+D

∂u

∂x
= 0, u(x, 0) =

{

α, x < 0,
β, x > 0,

nebo-li

∂ui
∂t

+ λi
∂ui
∂x

= 0, ui(x, 0) =

{

αi, x < 0,
βi, x > 0,

i = 1, 2, . . . , s.

Odtud

ui(x, t) = ui(x− λit, 0) =

{

αi, x− λit < 0,
βi, x− λit > 0,

i = 1, 2, . . . , s.

Protože w = Tu =
∑s

i=1 ui(x, t)ri, dostaneme

w(x, t) =
∑

λi<x/t

βiri +
∑

λi>x/t

αiri, (2.65)
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přičemž v prvńı resp. druhé sumě sč́ıtáme přes takové indexy i ∈ {1, 2, . . . , s}, pro které
λi < x/t resp. λi > x/t. Jestliže −∞ ≡ λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λs < λs+1 ≡ ∞ a λk < λk+1

pro nějaké 0 ≤ k ≤ s, pak w je v oblasti Ωk = {(x, t) : λk < x/t < λk+1} konstantńı,

w(x, t) = wk pro (x, t) ∈ Ωk, (2.66)

kde

wk =
k
∑

i=1

βiri +
s
∑

i=k+1

αiri, k = 0, 1, . . . , s. (2.67)

Řešeńı w definované předpisem (2.66) je slabé řešeńı lineárńıho Riemannova problému.
Podle věty 2.1 stač́ı ověřit, že na polopř́ımkách nespojitosti x/t = λk je splněna Rankine-
Hugoniotova podmı́nka (2.40). Podle (2.67) zřejmě

wk −wk−1 = (βk − αk)rk,

A(wk −wk−1) = (βk − αk)Ark = (βk − αk)λkrk = λk(wk −wk−1).

Rovnice

λk(wk −wk−1) = Awk −Awk−1 (2.68)

představuje Rankine-Hugoniotovu podmı́nku (2.40), ve které s = λk je rychlost š́ı̌reńı
nespojitosti, w+ = wk, w

− = wk−1, f(w
+) = Awk, f(w

−) = Awk−1.

Cvičeńı 2.3. Necht’

γ = T−1(wR −wL).

Ukažte, že řešeńı lineárńıho Riemannova problému lze ekvivalentně zapsat v jednom
z následuj́ıćıch tvar̊u:

w(x, t) = wL +
∑

λi<x/t

γiri, (2.69)

w(x, t) = wR −
∑

λi>x/t

γiri, (2.70)

w(x, t) =
1

2

[

wL +wR −
s
∑

i=1

sgn(λi − x/t)γiri

]

. (2.71)

Nelineárńı Riemann̊uv problém. V následuj́ıćım textu ukážeme, jak vypadá řešeńı
nelineárńıho Riemannova problému pro speciálńı dvojici stav̊u wL a wR. Podrobnosti
včetně d̊ukaz̊u lze naj́ıt v [18].
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Vlna zředěńı (anglicky rarefaction wave). Pro každý ryze nelineárńı vlastńı vektor rk
a libovolný stav wL ∈ D existuje jednoparametrická tř́ıda stav̊u wR a funkce w̃ s těmito
vlastnostmi:

a) λk(wL) < λk(wR), (2.72)

b) w̃(x/t) je spojité řešeńı rovnice (2.63) pro λk(wL) ≤ x/t ≤ λk(wR) takové, že

w̃(λk(wL)) = wL, w̃(λk(wR)) = wR .

Pak funkce w definovaná předpisem

w(x, t) =











wL, x/t ≤ λk(wL),

w̃(x/t), λk(wL) < x/t ≤ λk(wR),

wR, x/t > λk(wR),











x ∈ R, t > 0,

w(x, 0) =

{

wL, x < 0,

wR, x > 0

(2.73)

je spojitým entropickým řešeńım nelineárńı Riemannovy úlohy (2.63) – (2.64) a nazývá se
k-zřed’uj́ıćı vlna (anglicky k-rarefaction wave).

Často se k-zřed’uj́ıćı vlnou rozumı́ jen funkce wrar(x, t) = w̃(x/t) definovaná na
množině Ωrar = {(x, t) | λk(wL) ≤ x/t ≤ λk(wR)}. Jindy se k-zřed’uj́ıćı vlnou označuje
množina Ωrar, které se rovněž ř́ıká věj́ıř zředěńı (anglicky rarefaction fan).

Nespojitá entropická vlna. Uvažujme po částech konstantńı řešeńı Riemannova problému

w(x, t) =

{

wL, x < st,
wR, x > st,

}

x ∈ R, t ≥ 0, (2.74)

s př́ımkou nespojitosti x = st. Má-li být tato funkce slabým entropickým řešeńım, muśı
být splněny podmı́nky (2.40) a (2.57), tj.

s(wR −wL) = f(wR)− f(wL), (Rankine-Hugoniotova podmı́nka) (2.75)

s [η(wR)− η(wL)] ≥ G(wR)−G(wL) (podmı́nka entropie) (2.76)

pro každou entropii η a odpov́ıdaj́ıćı entropický tok G. Funkce w tvaru (2.74) splňuj́ıćı
(2.75) – (2.76) se nazývá nespojitá entropická vlna. Rozlǐśıme dva typy takové vlny.

Rázová vlna (anglicky shock wave). Předpokládejme, že vlastńı č́ısla matice A jsou jedno-
duchá. Pak pro každý ryze nelineárńı vlastńı vektor rk a libovolný stav wL ∈ D exis-
tuje jednoparametrická tř́ıda stav̊u wR taková, že nespojitá vlna (2.74) je slabé entro-
pické řešeńı. Taková vlna se nazývá k-rázová vlna (anglicky k-shock wave). Mı́sto nepř́ılǐs
názorné podmı́nky entropie (2.76) lze rázovou vlnu identifikovat pomoćı srozumitelněǰśı
Laxovy podmı́nky entropie, viz [34],

λk(wL) > s > λk(wR) (Laxova podmı́nka entropie). (2.77)
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Kontaktńı nespojitost (anglicky contact discontinuity). Pro každý lineárně degenerovaný
vlastńı vektor rk a každý stav wL ∈ D existuje jednoparametrická tř́ıda stav̊u wR taková,
že nespojitá vlna (2.74) je slabé entropické řešeńı. Přitom

λk(wL) = s = λk(wR). (2.78)

Taková vlna se nazývá k-kontaktńı nespojitost (anglicky k-contact discontinuity).

Pod k-rázovou vlnou resp. k-kontaktńı nespojitost́ı rozumı́me často jen př́ımku nespo-
jitosti x = st funkce (2.74). Konstantu s nazýváme rychlost́ı k-rázové vlny resp. rychlost́ı
k-kontaktńı nespojitosti.

Věta 2.6. Laxovo řešeńı Riemannova problému. Necht’ hyperbolický systém (2.63) je ryze
nelineárńı a každý vlastńı vektor matice A(w) je ryze nelineárńı nebo lineárně degenero-
vaný. Necht’ počátečńı stavy wL,wR ∈ D jsou dostatečně bĺızké, tj. ‖wR −wL‖ < ε pro
nějaké ε > 0. Pak má Riemann̊uv problém (2.63) – (2.64) jediné slabé entropické řešeńı.
Toto řešeńı se skládá z nejvýše s + 1 konstantńıch stav̊u spojených pomoćı vln zředěńı
nebo rázových vln nebo kontaktńıch nespojitost́ı. �

Př́ıklad 2.10. Uvažujme Riemann̊uv problém pro Burgersovu rovnici, tj.

∂w

∂t
+ w

∂w

∂x
= 0, w(x, 0) =

{

wL, x < 0,
wR, x > 0,

přičemž f(w) = 1
2
w2. Pak λ = w a odpov́ıdaj́ıćı vlastńı vektor r = 1 je ryze nelineárńı.

Levý stav wL lze proto spojit s pravým stavem wR 6= wL bud’to vlnou zředěńı nebo
rázovou vlnou. V [17] je dokázáno, že pro ryze konvexńı tok f(w) je podmı́nka entropie
(2.76) ekvivalentńı s podmı́nkou wL ≥ wR. Připomeňme, že f je v D ryze konvexńı, pokud
f ′′(w) > 0 ∀w ∈ D. Tok f(w) = 1

2
w2 je ryze konvexńı, nebot’ f ′′(w) = 1 > 0.

V př́ıpadě wL > wR tedy vznikne rázová vlna a v př́ıpadě wL ≤ wR vznikne vlna
zředěńı:

je-li wL ≤ wR =⇒ w(x, t) =







wL, x/t ≤ wL,
x/t, wL < x/t ≤ wR,
wR, x/t > wR,

je-li wL > wR =⇒ w(x, t) =

{

wL, x ≤ st,
wR, x > st,

kde s = 1
2
(wL + wR). �

Př́ıklad 2.11. Riemann̊uv problem pro 1D Eulerovy rovnice. Rovnice jsou tvaru

∂w

∂t
+
∂f(w)

∂x
= o, (2.79)

kde

w = (̺, ̺u, E)T , f(w) = (̺u, ̺u2 + p, (E + p)u)T , (2.80)
a

p = (γ − 1)(E − 1
2
̺u2). (2.81)
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Jacobiho matici A(w) =
Df(w)

Dw
lze vyjádřit ve tvaru

A(w) =









0 1 0

1
2(γ − 3)u2 (3− γ)u γ − 1

u
[

1
2(γ − 1)u2 −H

]

H − (γ − 1)u2 γu









, (2.82)

kde

H =
E + p

̺
=
γE

̺
− 1

2
(γ − 1)u2 =

a2

γ − 1
+

1

2
u2 (2.83)

je entalpie. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice A(w) jsou

λ1 = u− a,

λ2 = u,

λ3 = u+ a,

r1(w) = (1, u− a,H − au)T ,

r2(w) = (1, u, 1
2
u2)T ,

r3(w) = (1, u+ a,H + au)T .

(2.84)

Tři vlny př́ıslušné vlastńım č́ısl̊um λ1, λ2 a λ3 spojuj́ı čtyři konstantńı stavy: levý stav
stav wL, pravý stav wR a dva vnitřńı stavy, levý w∗

L a pravý w∗
R. Vnitřńı konstantńı

stavy lze vyjádřit ve tvaru

w∗
L =







̺∗L
̺∗Lu

∗

E∗
L






, w∗

R =







̺∗R
̺∗Ru

∗

E∗
R






kde

E∗
L =

p∗

γ − 1
+ 1

2
̺∗L(u

∗)2,

E∗
R =

p∗

γ − 1
+ 1

2
̺∗R(u

∗)2.
(2.85)

Dá se ukázat, že vlastńı vektory r1 a r3 jsou ryze nelineárńı a vlastńı vektor r2 je
lineárně degenerovaný. To znamená, že levá a pravá vlna je vlna zředěńı nebo rázová vlna
a středńı vlna je kontaktńı nespojitost. Konkrétńı typ levé a pravé vlny lze stanovit takto:

p∗ > pL =⇒ levá vlna je rázová
p∗ ≤ pL =⇒ levá vlna je vlna zředěńı
p∗ > pR =⇒ pravá vlna je rázová
p∗ ≤ pR =⇒ pravá vlna je vlna zředěńı.

Pro určeńı vnitřńıch stav̊u je kĺıčové stanoveńı tlaku p∗. Explicitńı vzorec neexistuje,
je však známa algebraická rovnice, kterou muśı tlak p∗ splňovat. Pro fyzikálně realistické
hodnoty počátečńıch stav̊u wL a wR lze p∗ určit numericky, obvykle pomoćı několika
málo iteraćı Newtonovy metody. Zbývaj́ıćı hodnoty ̺∗L, ̺

∗
R a u∗ vnitřńıch stav̊u w∗

L a w∗
R

dopoč́ıtáme snadno dosazeńım do př́ıslušných vzorc̊u. Dále je třeba určit:
a) v př́ıpadě nespojitých vln rychlosti jejich š́ı̌reńı, tj. rychlost s1 levé rázové vlny, rychlost
s2 kontaktńı nespojitosti a rychlost s3 pravé rázové vlny,
b) v př́ıpadě spojitých vln: u levé vlny zředěńı rychlost λ1(wL) resp. λ1(w

∗
L) čela resp.

týlu vlny a tvar wL,rar(x, t) vlny v oblasti zředěńı λ1(wL) ≤ x/t ≤ λ1(w
∗
L), u pravé vlny

zředěńı rychlost λ3(wR) resp. λ3(w
∗
R) čela resp. týlu vlny a tvar wR,rar(x, t) vlny v oblasti

zředěńı λ3(w
∗
R) ≤ x/t ≤ λ3(wR).

Podrobnosti lze dohledat v [18].
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Př́ıklad 2.12. Shock tube problem. Představme si trubici s přepážkou. Obě oddělené části
jsou naplněny plynem, který je v klidu. Vlevo od přepážky má plyn hustotu ̺L, tlak pL
a rychlost uL = 0, vpravo od přepážky má plyn má hustotu ̺R, tlak pR a rychlost uR = 0.
Děj, který nastane po odstraněńı přepážky, popisuje Riemann̊uv problém pro 1D Eulerovy
rovnice. Pro γ = 7/5 je

wL = (̺L, 0,
5
2
pL)

T , wR = (̺R, 0,
5
2
pR)

T .

Je-li délka trubice je rovna jedné, přepážka je umı́stěna uprostřed a

̺L = 1, pL = 1, ̺R = 0,125, pR = 0,1,

dostaneme úlohu známou jako S}od {s}hock {t}ube {p}roblem, stručně problém SST, viz

[46]. Řešeńı v čase t = 0,2 je znázorněno na obrázku 2.7. K výpočtu byl použit program
publikovaný v [52]. Zjist́ıme, že p∗

.
= 0,30, a protože pL = 1 > 0,30

.
= p∗ > 0,125 = pR,

levá vlna je zřed’uj́ıćı a pravá je rázová. V čase 0,2 je čelo vlny v poloze x
.
= 0,26 a týl

v poloze x
.
= 0,49, kontaktńı nespojitost je v poloze x

.
= 0,68 a rázová vlna v poloze

x
.
= 0,85. Dále je ̺∗L

.
= 0,43, ̺∗R

.
= 0,27, u∗

.
= 0,93. Pro e = p/((γ − 1)̺) dostaneme

e∗L
.
= 1,78 a e∗R

.
= 2,85. �
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Obr. 2.7: Sod shock tube problem
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3. Řešeńı Eulerových rovnic metodou konečných ob-

jemů

Pro řešeńı úloh dynamiky tekutin je prostorová diskretizace metodou konečných ob-
jemů (stručně FVM podle anglického Finite Volume Method) zdaleka nejpouž́ıvaněǰśı. Jej́ı
hlavńı přednost́ı je to, že zajǐst’uje lokálńı platnost zákon̊u zachováńı na malých podob-
lastech, tzv. konečných objemech, vykrývaj́ıćıch oblast řešeńı.

3.1. Eulerovy rovnice

Pro zjednodušeńı výkladu se omeźıme na úlohu ve dvou prostorových proměnných
s nulovým zdrojem, tj. v (1.63) polož́ıme d = 2 a s = o. Hledaná vektorová funkce
w(x, t), kde x = (x, y)T , je řešeńı 2D Eulerovy rovnice

∂w

∂t
+
∂f1(w)

∂x
+
∂f2(w)

∂y
= o, (3.1)

kde

w =









̺
̺u
̺v
E









, f1(w) =









̺u
̺uu+ p
̺vu
(E + p)u









, f2(w) =









̺v
̺uv
̺vv + p
(E + p)v









, (3.2)

Označ́ıme-li v = (u, v)T a |v|2 = u2 + v2, pak

p = (γ − 1)
(

E − 1
2
̺|v|2

)

. (3.3)

Zřejmě

̺ = w1, u =
w2

w1
, v =

w3

w1
, E = w4, p = (γ − 1)

[

w4 −
w2

2 + w2
3

2w1

]

. (3.4)

Snadno odvod́ıme, že

f1(w) =























w2

w2
2

w1
+ (γ − 1)

[

w4 −
w2
2 + w2

3

2w1

]

w2w3

w1

w2

w1

[

γw4 − (γ − 1)
w2
2 + w2

3

2w1

]























, f2(w) =























w3

w2w3

w1

w2
3

w1
+ (γ − 1)

[

w4 −
w2
2 + w2

3

2w1

]

w3

w1

[

γw4 − (γ − 1)
w2
2 + w2

3

2w1

]























. (3.5)

Jacobiho matice A1(w) = Df1(w)/Dw, A2(w) = Df2(w)/Dw tok̊u f1, f2 lze zapsat ve
tvaru

A1 =













0 1 0 0
1
2(γ − 1)|v|2 − u2 (3− γ)u (1− γ)v γ − 1

−uv v u 0

u
[

1
2(γ − 1)|v|2 −H

]

H − (γ − 1)u2 (1− γ)uv γu













, (3.6)
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A2 =













0 0 1 0

−uv v u 0

1
2(γ − 1)|v|2 − v2 (1− γ)u (3 − γ)v γ − 1

v
[

1
2(γ − 1)|v|2 −H

]

(1− γ)uv H − (γ − 1)v2 γv













, (3.7)

kde

H =
E + p

̺
=
γE

̺
− 1

2
(γ − 1)|v|2 = a2

γ − 1
+

1

2
|v|2 (3.8)

je entalpie. Pro tok

P(w,n) = f1(w)n1 + f2(w)n2 (3.9)

ve směru jednotkového vektoru n = (n1, n2)
T , |n| = n2

1 + n2
2 = 1, urč́ıme Jacobiho matici

P(w,n) =
DP(w,n)

Dw
=

Df1(w)

Dw
n1 +

Df2(w)

Dw
n2 ≡ A1(w)n1 +A2(w)n2. (3.10)

Z (3.6), (3.7) dostaneme

P =













0 n1 n2 0

n1
1
2
(γ − 1)|v|2 − uvn vn − (γ − 2)n1u n2u− (γ − 1)n1v n1(γ − 1)

n2
1
2
(γ − 1)|v|2 − vvn n1v − (γ − 1)n2u vn − (γ − 2)n2v n2(γ − 1)

vn
[

1
2
(γ − 1)|v|2 −H

]

n1H − (γ − 1)uvn n2H − (γ − 1)vvn γvn













, (3.11)

kde vn = un1 + vn2. Vlastńı č́ısla a vlastńı vektory matice P(w,n) jsou

λ1 = vn − a,

λ2 = vn,

λ3 = vn,

λ4 = vn + a,

r1 = (1, u− an1, v − an2, H − avn)
T ,

r2 = (1, u, v, 1
2
|v|2)T ,

r3 = (0, n2,−n1, n2u− n1v)
T ,

r3 = (1, u+ an1, v + an2, H + avn)
T .

(3.12)

Vlastńı vektory jsou lineárně nezávislé, takže matice P je diagonalizovatelná. Plat́ı

P = TDT−1, (3.13)

kde

D =









vn − a 0 0 0
0 vn 0 0
0 0 vn 0
0 0 0 vn + a









(3.14)
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je matice vlastńıch č́ısel,

T =









1 1 0 1
u− an1 u n2 u+ an1

v − an2 v −n1 v + an2

H − avn
1
2
|v|2 n2u− n1v H + avn









(3.15)

je matice vlastńıch vektor̊u a matice k ńı inverzńı

T−1 =
1

2a2











1
2(γ − 1)|v|2 + avn −an1 − (γ − 1)u −an2 − (γ − 1)v γ − 1

2a2 − (γ − 1)|v|2 2(γ − 1)u 2(γ − 1)v −2(γ − 1)

2a2(vn1 − un2) 2a2n2 −2a2n1 0
1
2(γ − 1)|v|2 − avn an1 − (γ − 1)u an2 − (γ − 1)v γ − 1











. (3.16)

V daľśım budeme potřebovat jeden nový pojem: řekneme, že funkce F(w) je homogenńı
řádu jedna, jestliže F(αw) = αF(w), kde α je libovolné nenulové č́ıslo. Plat́ı

Lemma 3.1. (o homogenńı funkci řádu jedna). Necht’ F je C1−spojitá homogenńı funkce
řádu jedna. Pak

F(w) = A(w)w, kde A(w) =
DF(w)

Dw
.

D̊ukaz vycháźı z definice diferenciálu, podle ńıž

F(w + αw)−F(w) =
DF(w)

Dw
αw+ η(αw), přičemž

η(αw)

‖αw‖ → o pro ‖αw‖ → 0.

Odtud, a protože F je homogenńı řádu jedna, obdrž́ıme

A(w)w =
DF(w)

Dw
w = lim

α→0+

[

F(w + αw)− F(w)

α
− η(αw)

‖αw‖ ‖w‖
]

=

lim
α→0+

(1 + α)F(w)− F(w)

α
= F(w). �

Př́ımým výpočtem lze snadno ověřit, že toky f1, f2 a P jsou homogenńı řádu jedna, takže

f1(w) = A1(w)w, f2(w) = A2(w)w, P(w,n) = P(w,n)w. (3.17)

Rotačńı invariance. Jednou z významných vlastnost́ı Eulerových rovnic je jejich nezá-
vislost na rotaci a translaci souřadného systému. Ukažme si to.

Necht’ n = (n1, n2)
T , |n| = 1, a

Q0 =

(

n1 n2

−n2 n1

)

. (3.18)

Nový pravotočivý kartézský souřadný systém (P0, x̃, ỹ) definujme transformaćı

x̃ = Q0(n)x + x0, (3.19)
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kde x̃ = (x̃, ỹ)T jsou nové souřadnice, x0 jsou souřadnice nového počátku P0, vektor n

určuje kladný směr osy x̃. Stavový vektor w̃ v novém souřadném systému dostaneme
z p̊uvodńıho vektoru w transformaćı

w̃ = Q(n)w, (3.20)

kde

Q(n) =









1 0 0 0
0 n1 n2 0
0 −n2 n1 0
0 0 0 1









. (3.21)

Transformovaný vektor w̃ uvažujme jako funkci x̃, ỹ a času t:

w̃ = w̃(x̃, t) = Q(n)w(Q−1
0 (n)(x̃− x0), t). (3.22)

Neńı těžké ověřit, že pro tok P(w,n) = n1f1(w) + n2f2(w) ve směru n, tedy v kladném
směru osy x̃, plat́ı

P(w,n) = Q−1(n)f1(Q(n)w). (3.23)

Pro tok

Q(w, t) = −n2f1(w) + n1f2(w) (3.24)

ve směru t = (−n2, n1)
T , tedy v kladném směru osy ỹ, lze odvodit podobný vztah

Q(w, t) = Q−1(n)f2(Q(n)w). (3.25)

Toky P a Q vyhovuj́ı rovnici

∂w

∂t
+
∂P(w,n)

∂x̃
+
∂Q(w,n)

∂ỹ
= o. (3.26)

Skutečně, vyjádř́ıme-li derivace podle x̃ a ỹ pomoćı derivaćı podle x a y, dostaneme
Eulerovy rovnice (3.1) v p̊uvodńı souřadné soustavě. Vynásob́ıme-li posledńı rovnici matićı
Q(n), užit́ım (3.20), (3.23) a (3.25) dostaneme Eulerovy rovnice

∂w̃

∂t
+
∂f1(w̃)

∂x̃
+
∂f2(w̃)

∂ỹ
= o (3.27)

v nové souřadné soustavě, stejné jako rovnice (3.1) v p̊uvodńı souřadné soustavě.

3.2. Metoda konečných objemů

Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že výpočetńı oblast Ω je mnohoúhelńık.
Pokud by reálná oblast mnohoúhelńıkem nebyla, lze ji mnohoúhelńıkem dostatečně přesně
aproximovat a Ω necht’ je takovou aproximaćı. Uzavřenou oblast Ω vyjádř́ıme jako sjedno-
ceńı konečného počtu uzavřených trojúhelńık̊u, z nichž každé dva jsou bud’to disjunktńı
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nebo maj́ı společný vrchol nebo stranu. Vrcholy trojúhelńık̊u nazývejme uzly. Uzly lež́ıćı
uvnitř Ω se nazývaj́ı vnitřńı a uzly lež́ıćı na hranici ∂Ω se nazývaj́ı hraničńı. Soubor všech
trojúhelńık̊u vytvář́ı tzv. triangulaci oblasti Ω, v metodě konečných objemů označovanou
jako primárńı śıt’, viz Obr. 3.4. Ke každému uzlu Pj přǐrad́ıme konečný objem Dj . Se-
stav́ıme ho z přilehlých část́ı Djkℓ všech trojúhelńık̊u s vrcholem Pj. Objasněme si to
podrobněji.

Necht’ Tjkℓ je trojúhelńık s vrcholy Pj, Pk a Pℓ. Označme Pjk střed strany PjPk, Pjℓ

střed strany PjPℓ a Pjkℓ těžǐstě trojúhelńıka Tjkℓ. Pak do konečného objemu Dj zahrneme
čtyřúhelńık Djkℓ s vrcholy Pj, Pjk, Pjkℓ a Pjℓ, viz Obr. 3.1. Tento postup opakujeme pro

Djkℓ Pjkℓ

Pj

Pjk

Pk

Pℓ

Pjℓ

Obr. 3.1: Djkℓ = Dj ∩ Tjkℓ

všechny trojúhelńıky Tjkℓ, které obsahuj́ı uzel
Pj, a sjednoceńım přilehlých část́ı Djkℓ do-
staneme konečný objem Dj . Konečný ob-
jem př́ıslušný vnitřńımu uzlu nazveme vnitřńı
a konečný objem př́ıslušný hraničńımu uzlu na-
zveme hraničńı. Vněǰsek oblasti Ω považujeme
za konečný objem D−1. Společnou hranici sou-
sedńıch konečných objemů Dj a Dℓ označ́ıme
Γjℓ. Konečný objem Dj př́ıslušný vnitřńımu
uzlu je zakreslen na Obr. 3.2, hraničńı konečný
objem pak na Obr. 3.3.

Dj

Pj

Γjℓ

Dℓ

Pℓ

Γjℓ

Dℓ

Obr. 3.2: Vnitřńı konečný objem

Γjℓ

Dj

Pj

Pℓ

D−1

Γjℓ

Γj,−1

Dℓ

Pk

Obr. 3.3: Hraničńı konečný objem

Množina všech konečných objemů se nazývá duálńı śıt’. Na Obr. 3.4. je zakreslena
tenkou čarou primárńı śıt’ a silnou čarou śıt’ duálńı.

Hranice Γjℓ je tvořena jednou nebo dvěma úsečkami, tj.

Γjℓ =

βjℓ
⋃

α=1

Γα
jℓ, (3.28)

kde βjℓ = 1, když oba uzly Pj i Pℓ jsou hraničńı, v ostatńıch př́ıpadech βjℓ = 2, viz Obr.

54



3.2 a 3.3. Zřejmě Γjℓ = Γℓj , úsečky Γα
jℓ a Γα

ℓj označme tak, že

Γα
jℓ = Γα

ℓj, α = 1, . . . , βjℓ.

Vněǰśı normálu konečného objemu Dj na úsečce Γα
jℓ označ́ıme nα

jℓ = (nαjl
1 , nαjl

2 )T , viz Obr.
3.5 a 3.6. Zřejmě

nα
jℓ = −nα

ℓj , α = 1, . . . , βjℓ.

Obr. 3.4: Primárńı a duálńı śıt’

n1
jℓ n2

jℓ

Γ1
jℓ Γ2

jℓ

Pj

Pℓ

Obr. 3.5: Vnitřńı konečný objem

Pℓ

Pj

Pk

Γ1
jℓ

n1
jℓ

Γ1
j,−1

n1
j,−1

Γ2
j,−1

n2
j,−1

Obr. 3.6: Hraničńı konečný objem

Necht’ S(j) je množina index̊u všech konečných objemů soused́ıćıch s konečným obje-
mem Dj . Zd̊urazněme, že v př́ıpadě Pj ∈ ∂Ω množina index̊u S(j) obsahuje rovněž index
−1 př́ıslušný vněǰśımu konečnému objemu D−1. Zřejmě

∂Dj =
⋃

ℓ∈S(j)

Γjℓ =
⋃

ℓ∈S(j)

βjℓ
⋃

α=1

Γα
jℓ.
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3.2.1. Diskretizace.

Uvažujme Eulerovy rovnice ve 2D. Integraćı rovnice (3.1) přes konečný objem Dj

a užit́ım Greenovy věty obdrž́ıme

∫

Dj

∂w

∂t
dx+

∑

ℓ∈S(j)

βjℓ
∑

α=1

∫

Γα
jl

{

f1(w)nαjℓ
1 + f2(w)nαjℓ

2

}

dS = o. (3.29)

Tok

P(w,nα
jl) = f1(w)nαjℓ

1 + f2(w)nαjℓ
2 (3.30)

neńı na společné části Γα
jℓ konečných objemů Dj a Dℓ definován v př́ıpadě, že funkce w

je na Γα
jℓ nespojitá. Jestliže wj := w|Dj

je restrikce w na Dj , wℓ := w|Dℓ
je restrikce

w na Dℓ, a jestliže wj |Γα
jℓ

6= wℓ|Γα
jℓ
, tak kterou z funkćı wj , wℓ máme do P(w,nα

jl) za

w dosadit? Správná aproximace muśı vźıt v úvahu jak wj tak wℓ. Tok P(w,nα
jl) proto

aproximujeme tak zvaným numerickým tokem H(wj,wℓ,n
α
jℓ). Volba numerického toku je

kĺıčovým bodem celé diskretizace a v daľśım textu navrhneme několik možnost́ı, jak lze
numerický tok zvolit.

Předpokládejme, že vhodný numerický tok již máme k dispozici a pokračujme v dis-
kretizaci rovnice (3.29), v ńıž tokP(w,nα

jl) nahrad́ıme numerickým tokem H(wj,wℓ,n
α
jℓ),

tj.

∫

Dj

∂w

∂t
dx = −

∑

ℓ∈S(j)

βjℓ
∑

α=1

∫

Γα
jl

H(wj,wℓ,n
α
jℓ) dS. (3.31)

Integrál toku H(wj,wℓ,n
α
jℓ) po části hranice Γjℓ označ́ıme jako

gjℓ(wj,wℓ) =

βjℓ
∑

α=1

∫

Γα
jl

H(wj,wℓ,n
α
jℓ) dS. (3.32)

V daľśım uvažujme nejjednodušš́ı, po částech konstantńı, aproximaci v prostorové proměn-
né x: přibližné řešeńı w je na každém konečném objemu v proměnné x konstantńı, tj.

w(x, t)
∣

∣

Dj
≡ wj(t). (3.33)

Pak

gjℓ(wj,wℓ) =

βjℓ
∑

α=1

H(wj,wℓ,n
α
jℓ)|Γα

jℓ|, (3.34)

kde |Γα
jℓ| je délka úsečky Γα

jℓ. Od rovnice(3.31) tak dospějeme k rovnici

∫

Dj

∂w

∂t
dx = −

∑

ℓ∈S(j)

gjℓ(wj,wℓ). (3.35)
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Integrál na levé straně vyč́ısĺıme a dostaneme

∫

Dj

∂w

∂t
dx =

∫

Dj

dwj

dt
dx = |Dj|

dwj

dt
,

kde |Dj| je plocha konečného objemu Dj . Rovnice (3.35) tak nabude tvaru

dwj

dt
= − 1

|Dj|
∑

ℓ∈S(j)

gjℓ(wj ,wℓ), (3.36)

což je soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic proměnných wj(t). Časovou diskretizaci
lze provést nejjednodušeji pomoćı explicitńı Eulerovy metody. Jestliže τ je délka časového
kroku, tk = kτ , k = 0, 1, . . . , je rovnoměrné děleńı na časové ose a wk

j je přibližné řešeńı
na konečném objemu Dj v čase tk, pak

wk+1
j = wk

j −
τ

|Dj|
∑

ℓ∈S(j)

gjℓ(w
k
j ,w

k
ℓ ). (3.37)

Poznámka 3.1. (o diskretizaci).

1. Necht’ h je nejdeľśı strana trojúhelńık̊u triangulace. Aby přibližné řešeńı pro h→ 0,
τ → 0 konvergovalo k řešeńı přesnému, je třeba vznést jisté požadavky jak na kvalitu
triangulace, tak na vzájemnou souvislost parametr̊u diskretizace h a τ . Budeme
proto předpokládat, že jsou splněny následuj́ıćı diskretizačńı předpoklady:

(a) Existuje konstanta c1 taková, že pro každý trojúhelńık Ti triangulace plat́ı

h2

|Ti|
≤ c1, když h→ 0, (3.38)

kde |Ti| je plocha trojúhelńıka Ti. Tento požadavek zabraňuje vzniku degene-
rovaných trojúhelńık̊u.

(b) Existuj́ı konstanty c2, c3 takové, že

0 < c2 ≤
τ

h
≤ c3, když h, τ → 0, (3.39)

tj. když h→ 0, pak také τ ≤ c3h→ 0, a když τ → 0, pak rovněž h ≤ c−1
2 τ → 0.

Z diskretizačńıch předpoklad̊u vyslovených pro primárńı śıt’ lze odvodit analogické
diskretizačńı předpoklady pro śıt’ duálńı. Necht’ tedy d = maxj dj, kde dj je pr̊uměr
konečného objemu Dj . Diskretizačńı podmı́nky pro duálńı śıt’ pak jsou:

(a) existuje konstanta c∗1 taková, že pro každý konečný objem Dj plat́ı

d2

|Dj|
≤ c∗1, když d→ 0; (3.40)
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(b) existuj́ı konstanty c∗2, c
∗
3 takové, že

0 < c∗2 ≤
τ

d
≤ c∗3, když d, τ → 0. (3.41)

2. Metoda konečných objemů na duálńıch śıt́ıch bývá v literatuře označována jako
vertex-based FVM, stručně VB-FVM, nebot’ přibližné řešeńı na konečném objemuDj

je považováno za hodnotu ve vrcholu Pj primárńı śıtě. Jinou často použ́ıvanou meto-
dou prostorové diskretizace je metoda označovaná jako cell-centered FVM, stručně
CC-FVM. V tom př́ıpadě se za konečný objem považuje prvek primárńı śıtě a za
přibližné řešeńı pak hodnota v jeho těžǐsti.

Za přednost VB-FVM lze považovat to, že hranice konečných objemů je tvořena
v́ıce úsečkami a konečný objem tak obvykle lépe vystihuje optimálńı kruhový tvar
odpov́ıdaj́ıćı charakteru š́ı̌reńı vln, viz Obr. 3.4. Jistou nevýhodou VB-FVM je to,
že vrchol Pj neńı těžǐstěm konečného objemu Dj. �

Numerický tok. Věnujme se nyńı podrobněji numerickému toku. Budeme předpokládat,
že numerický tok má následuj́ıćı vlastnosti:

1) H(u,v,n) je definovaný a lipschitzovsky spojitý na D×D× S1, kde D je definičńı
obor tok̊u f1, f2 a S1 je jednotková koule v R

d = {n ∈ R
d : |n| = 1}.

2) H(u,v,n) je konzistentńı, tj. plat́ı

H(u,u,n) = f1(u)n1 + f2(u)n2 ≡ P(u,n). (3.42)

3) H(u,v,n) je konzervativńı, tj. plat́ı

H(u,v,n) = −H(v,u,−n). (3.43)

K osvětleńı konzervativnosti uved’me pár vět. Představme si, že numerický tok H(u,v,n)
vyjadřuje výtok látky w z oblasti Ω1, v ńıž w = u, do oblasti Ω2, v ńıž w = v, a to ve
směru vektoru n. Pak H(v,u,−n) vyjadřuje výtok z oblasti Ω2 do oblasti Ω1 ve směru
opačného vektoru −n a tedy −H(v,u,−n) vyjadřuje vtok do oblasti Ω2 z oblasti Ω1.
Konzervativnost tedy znamená, že to, co vyteče z oblasti Ω1 do oblasti Ω2 ve směru n,
oblast Ω2 kompletně přijme, žádná látka se neztrat́ı.

3.2.2. Vlastnosti diskretizace.

Když navrhneme nějakou výpočetńı metodu, je třeba určit, zda dostatečně přesně řeš́ı
zvolený problém. Zkoumáme, zda metoda je stabilńı, dostatečně přesná a zdali a jak rychle
konverguje k přesnému řešeńı. Tyto pojmy v následuj́ıćım textu zavedeme a vysvětĺıme.
Abychom se vyhnuli komplikaćım spojeným s okrajovými podmı́nkami, budeme v této
části předpokládat, že Ω = R

d. Pro vysloveńı některých teoretických výsledk̊u je vhodné
mı́t k dispozici diskretizaci hyperbolické úlohy v 1D, tj.

∂w

∂t
+
∂f(w)

∂x
= o, w(x, 0) = w0(x). (3.44)
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Předpokládejme, že úlohu (3.44) řeš́ıme na celé č́ıselné ose, tj. x ∈ R, a pokud jde o čas,
tak předpokládejme, že t ∈ [0,∞). Za primárńı śıt’ zvoĺıme intervaly [xj , xj+1] stejné
délky h. Duálńı śıt’ konečných objemů je pak množina interval̊u Dj = [xj−1/2, xj+1/2], kde
xj±1/2 = xj ± 1

2
h. Metoda konečných objemů v prostoru a explicitńı Eulerova metoda

v čase vede ve shodě s (3.37) na schéma

wk+1
j = wk

j −
τ

h
[gj,j+1(w

k
j ,w

k
j+1) + gj,j−1(w

k
j ,w

k
j−1)]. (3.45)

V toku gj,j+1 v bodě xj+1/2 je obsažen fiktivńı jednotkový vektor vněǰśı normály nj,j+1 = 1
a podobně je v toku gj,j−1 v bodě xj−1/2 obsažen fiktivńı jednotkový vektor vněǰśı normály
nj,j−1 = −1. Budeme předpokládat, že numerický tok je konzervativńı, tj. že

gj,j−1(w
k
j ,w

k
j−1) = −gj−1,j(w

k
j−1,w

k
j ).

Z (3.45) tak dostaneme

wk+1
j = wk

j −
τ

h
[gj,j+1(w

k
j ,w

k
j+1)− gj−1,j(w

k
j−1,w

k
j )]. (3.46)

Zápis (3.46) lze zjednodušit, když dolńı indexy u g vypust́ıme. Pak g(u,v) je tok vektoru
w zleva doprava přes rozhrańı, vlevo od něhož w = u a vpravo w = v. Dı́ky tomu můžeme
(3.46) přepsat do výsledného tvaru

wk+1
j = wk

j −
τ

h
[g(wk

j ,w
k
j+1)− g(wk

j−1,w
k
j )]. (3.47)

O funkci g(u,v) budeme předpokládat, že je spojitá a konzistentńı, tj. že g(u,u) = f(u).
Schema (3.47) s těmito vlastnostmi označ́ıme jako konzistentńı schéma.

V daľśım se nám bude hodit obecný tvar výpočetńıho schématu ve tvaru

wk+1
j = N(wk

j , {wk
ℓ , ℓ ∈ S(j)}), (3.48)

který zahrnuje jak 2D př́ıpad (3.37) tak 1D př́ıpad (3.45) pro S(j) = {j − 1, j + 1}.
Stabilita. Necht’ wk(x) = w(x, tk) je po částech konstantńı funkce proměnné x, která
na konečném objemu Dj nabývá hodnotu wk

j , tj. w
k(x) = wk

j pro xj−1/2 ≤ x < xj+1/2,

j = 0,±1,±2, . . . . Řekneme, že numerické schéma (3.48) je stabilńı, jestliže

‖wk+1‖ ≤ ‖wk‖, k = 0, 1, . . . . (3.49)

Použijeme-li Lp normu, hovoř́ıme o Lp stabilitě, nejčastěji se stabilita zkoumá v L1 normě,
L2 normě a v L∞ normě. Pojem stability lze přibližně vysvětlit takto. Jestliže hyperbolická
rovnice neobsahuje žádný zdroj, pak množstv́ı ‖w‖

”
materiálu“ w se nezměńı, takže

ideálně bychom měli žádat ‖wk+1‖ = ‖wk‖. To bychom ale chtěli př́ılǐs, spokoj́ıme se
tedy s podmı́nkou (3.49), která nám zaručuje, že množstv́ı materiálu alespoň neroste.

Poznámka 3.2. Podmı́nka stability bývá někdy formulována obecněji, třeba tak, že
žádáme, aby

‖wk‖ ≤ c‖w0‖, k = 0, 1, . . . ,

kde c je konstanta. Definovat lze rovněž tak zvanou slabou stabilitu, což je podmı́nka

‖wk‖ ≤ c(1 + c∗τ)k‖w0‖, k = 0, 1, . . . ,

kde c a c∗ ≥ 0 jsou konstanty. �
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Př́ıklad 3.1. Uvažujme skalárńı rovnici wt + awx = 0. Jako numerický tok zvolme tak
zvanou upwind aproximaci g(u, v) = a+u + a−v, kde a+ = max(a, 0), a− = min(a, 0).
Všimněte si, že tok g je spojitý a konzistentńı. Podle (3.47) dostaneme schéma

wk+1
j = wk

j −
τ

h
[a+(wk

j − wk
j−1) + a−(wk

j+1 − wk
j )].

Předpokládejme, že plat́ı tak zvaná Courantova-Friedrichsova-Lewyova podmı́nka, stručně
CFL podmı́nka,

|a|τ
h

≤ 1. (3.50)

Uvažme nejdř́ıve př́ıpad a = a+. Pak

wk+1
j = wk

j −
aτ

h
(wk

j − wk
j−1).

Připomeňme, že wk(x) je po částech konstantńı funkce nabývaj́ıćı na konečném objemu
Dj hodnotu w

k
j . Proto ‖wk‖1 =

∫∞

−∞
|wk(x)| dx = h

∑

j |wk
j |, takže

‖wk+1‖1 =h
∑

j

|wk+1
j | = h

∑

j

∣

∣

∣

(

1− aτ

h

)

wk
j +

aτ

h
wk

j−1

∣

∣

∣
≤

h
[ (

1− aτ

h

)

∑

j

|wk
j |+

aτ

h

∑

j

|wk
j−1|
]

= h
∑

j

|wk
j | = ‖wk‖1.

V př́ıpadě a = a− obdrž́ıme schéma

wk+1
j = wk

j −
aτ

h
(wk

j+1 − wk
j ) = wk

j −
|a|τ
h

(wk
j − wk

j+1)

a stejně jako v př́ıpadě a = a+ dostaneme stabilitu v L1 normě. �

Př́ıklad 3.2. Uvažujme hyperbolickou rovnici wt + Awx = o, kde w je vektor délky s
a A je matice řádu s. Začneme t́ım, že rovnici zaṕı̌seme v charakteristických proměnných.
Necht’ Ari = λiri, i = 1, 2, . . . , s, T = (r1, r2, . . . , rs), D = diag(λ1, λ2, . . . , λs), takže
AT = TD. Vynásob́ıme-li rovnici zleva matićı T−1, obdrž́ıme

(T−1w)t + (T−1AT)(T−1w)x = o nebo-li ut +Dux = o,

kde u = T−1w jsou charakteristické proměnné. Soustavu je tak možné zapsat po složkách

∂ui
∂t

+ λi
∂ui
∂x

= 0, i = 1, 2, . . . , s.

Na každou z rovnic aplikujeme upwind aproximaci a dostaneme

[ui]
k+1
j = [ui]

k
j −

τ

h

[

λ+i ([ui]
k
j − [ui]

k
j−1) + λ−i ([ui]

k
j+1 − [ui]

k
j )
]

, i = 1, 2, . . . , s,

nebo-li

uk+1
j = uk

j −
τ

h

[

D+(uk
j − uk

j−1) +D−(uk
j+1 − uk

j )
]

,
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kde D+ = diag(λ+1 , λ
+
2 , . . . , λ

+
s ), D

− = diag(λ−1 , λ
−
2 , . . . , λ

−
s ). Jestliže bude splněna CFL

podmı́nka

|λi|τ
h

≤ 1, i = 1, 2, . . . , s, (3.51)

pak výpočet bude stabilńı (pro ‖u‖ := max1≤i≤s ‖ui‖1) podle př́ıkladu 1. Zpětným pře-
chodem ke konzervativńım proměnným w odtud dostaneme

wk+1
j = wk

j −
τ

h
[TD+T−1(wk

j −wk
j−1) +TD−T−1(wk

j+1 −wk
j )].

Označ́ıme-li A+ = TD+T−1, A− = TD−T−1, pak výsledné schéma je tvaru

wk+1
j = wk

j −
τ

h

[

A+(wk
j −wk

j−1) +A−(wk
j+1 −wk

j )
]

.

Př́ıslušný upwind tok

g(u,v) = A+u+A−v. (3.52)

Schéma je stabilńı v normě ‖w‖ := max1≤i≤s ‖[T−1w]i‖1. �

Přesnost se měř́ı pomoćı lokálńı diskretizačńı chyby. Až na znaménko jde o chybu, která
vznikne t́ım, že do numerického schématu dosad́ıme přesné řešeńı. Dosad́ıme-li do (3.48)
klasické řešeńı w(x, t), dostaneme

w(xj , tk+1) = N(w(xj, tk); {w(xℓ, tk), ℓ ∈ S(j)}) + τεkj

Člen εkj se nazývá lokálńı diskretizačńı chyba. Řekneme, že schéma je řádu p v čase a řádu
q v prostoru, jestliže pro dostatečně hladké řešeńı

|εkj | ≤ C(τ p + hq).

Řı́káme také, že schéma je konzistentńı řádu (p, q) (s diferenciálńı rovnićı). Je-li p = q,
ř́ıkáme stručně, že schéma je řádu p resp. konzistentńı řádu p. Jestliže jen |εkj | → 0 pro
h, τ → 0, ř́ıkáme, že schéma je konzistentńı.

Př́ıklad 3.3. Uvažujme upwind aproximaci rovnice wt+awx = 0, a > 0. Podle př́ıkladu 1
máme schéma

wk+1
j = wk

j −
aτ

h
(wk

j − wk
j−1),

takže lokálńı diskretizačńı chyba je definována rovnićı

w(xj, tk+1) = w(xj , tk)−
aτ

h
[w(xj, tk)− w(xj−1, tk)] + τεkj .

Pomoćı Taylorova rozvoje okolo bodu (xj , tk) dostaneme

ŵ + τŵt +
1

2
τ 2w̄tt = ŵ − aτ

h
[ŵ − (ŵ − hŵx +

1

2
h2w̄xx)] + τεkj ,

kde ŵ = w(xj, tk), w̄tt = wtt(xj, t̄), w̄xx = wxx(x̄, tk). Protože ŵt + aŵx = 0, dostaneme
εkj =

1
2
(w̄ttτ − aw̄xxh), tj. schéma je řádu jedna v obou proměnných. �
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Monotónnost numerického schématu je významná vlastnost, která zaručuje fyzikálně
realistické chováńı numerického řešeńı. Při definici monotónnosti se omeźıme na skalárńı
úlohu

∂w

∂t
+
∂f(w)

∂x
= 0, w(x, 0) = w0(x), (3.53)

pro kterou je numerické schéma tvaru

wk+1
j = wk

j −
τ

h

[

g(wk
j , w

k
j+1)− g(wk

j−1, w
k
j )
]

≡ Φ(wk
j−1, w

k
j , w

k
j+1). (3.54)

Řekneme, že schéma (3.54) je monotónńı, jestliže funkce Φ je neklesajj́ıćı funkćı všech
svých proměnných, tj.

uj ≤ vj , j = 1, 2, 3 =⇒ Φ(u1, u2, u3) ≤ Φ(v1, v2, v3).

Pro pochopeńı smyslu monotónnosti uved’me následuj́ıćı objasněńı. Předpokládejme, že
máme dvě přibližná řešeńı uk(x) a vk(x) v čase tk s vlastnost́ı uk(x) ≤ vk(x). Když z nich
pomoćı monotónńıho schématu spočteme přibližná řešeńı uk+1(x) a vk+1(x) v čase tk+1,
tak uk+1(x) ≤ vk+1(x). Stručně:

uk ≤ vk =⇒ uk+1 ≤ vk+1, k = 0, 1, . . . .

Př́ıklad 3.4. Uvažujme upwind aproximaci rovnice wt + awx = 0,

wk+1
j = wk

j −
τ

h

[

a+(wk
j − wk

j−1) + a−(wk
j+1 − wk

j )
]

.

Podmı́nku monotónnosti

uj −
τ

h

[

a+(uj − uj−1) + a−(uj+1 − uj)
]

≤ vj −
τ

h

[

a+(vj − vj−1) + a−(vj+1 − vj)
]

přeṕı̌seme do tvaru
(

1− |a|τ
h

)

uj +
a+τ

h
uj−1 −

a−τ

h
uj+1 ≤

(

1− |a|τ
h

)

vj +
a+τ

h
vj−1 −

a−τ

h
vj+1.

Je-li uj ≤ vj , uj−1 ≤ vj−1, uj+1 ≤ vj+1 a je-li splněna CFL podmı́nka (3.50), pak je
posledńı nerovnost splněna a upwind schéma je tedy monotónńı. �

Konvergence. Omeźıme se na jednodimenzionálńı úlohu (3.44). Uvažujme rovnoměrné

děleńı s krokem h na ose x a s časovým krokem τ . Necht’ w0
j =

1

h

∫ xj+1/2

xj−1/2

w0(x) dx a wk
j

je numerické řešeńı źıskané metodou (3.47) na konečném objemu Dj v čase tk, k ≥ 1.
Definujme funkci whτ (x, t), x ∈ R, t ≥ 0, předpisem

whτ (x, t) = wk
j pro xj−1/2 ≤ x < xj+1/2, tk ≤ t < tk+1,

j = 0,±1,±2, . . . , k = 0, 1, . . . ,
(3.55)

Uvažujme posloupnosti děleńı {hn}∞n=1, {τn}∞n=1, pro které hn → 0, τn → 0 pro n → ∞,
a pro τn/hn plat́ı (3.39). Naš́ım ćılem je zkoumat, za jakých okolnost́ı whn,τn konverguje
k řešeńı w úlohy (3.44).
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Věta 3.1. (Lax,Wendroff). Necht’ tok g je spojitý a konzistentńı a necht’ w0 ∈ L∞(R)s.
Předpokládejme, že pro numerická řešeńı whn,τn plat́ı

‖whn,τn‖L∞(R×(0,∞))s ≤ c, n = 1, 2, . . . ,

whn,τn −→ w skoro všude v R× (0,∞) pro n→ ∞.

Pak w je slabé řešeńı úlohy (3.44). �

Řekneme, že numerické schéma je konvergentńı řádu (p, q), jestliže

‖whn,τn −w‖L∞(R×(0,∞))s ≤ c(τ q + hp).

V následuj́ıćı větě 3.2 budeme uvažovat lineárńı problém

∂w

∂t
+A

∂w

∂x
= o, w(x, 0) = w0(x), (3.56)

a lineárńı numerické schéma (3.47). Lineárnost́ı numerického schématu přitom máme na
mysli to, že numerický tok g(u,v) je lineárńı funkćı jak v proměnné u tak v proměnné v.

Věta 3.2. (Laxova věta o ekvivalenci). Uvažujme lineárńı hyperbolický problém (3.56).
Lineárńı numerické schéma (3.47) řádu (p, q) je konvergentńı řádu (p, q), právě když je
stabilńı. �

Laxova věta o ekvivalenci plat́ı pro podstatně širš́ı okruh lineárńıch evolučńıch problémů.
Větu lze např́ıklad aplikovat na linearizované Eulerovy rovnice popisuj́ıćı š́ı̌reńı akus-
tických vln.

Postačuj́ıćı podmı́nky konvergence nelineárńı hyperbolické úlohy uvedeme jen pro skalárńı
jednodimenzionálńı úlohu (3.53) a odpov́ıdaj́ıćı numerické schéma (3.54). Připomeňme si,
že schéma (3.54) je L∞-stabilńı, jestliže

‖wk+1‖L∞(R) ≤ ‖wk‖L∞(R) neboli supj |wk+1
j | ≤ supj|wk

j |, k = 0, 1, . . . ,

a že totálńı variaćı TV (wk) funkce wk je výraz

TV (wk) =

∞
∑

j=−∞

|wk
j+1 − wk

j |, (3.57)

jak plyne z definice (2.62). Řekneme, že schéma (3.54) je TVD (total variation diminish-
ing), jestliže

TV (wk+1) ≤ TV (wk), k = 0, 1, . . . (3.58)

Věta 3.3. (o konvergenci). Předpokládejme, že

(1) w0 ∈ L∞(R) ∩ L1
loc(R), TV (w

0) <∞, w0
j =

1

h

∫ xj+1/2

xj−1/2

w0(x) dx, j = 0,±1,±2, . . . ,
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(2) numerický tok g(u, v) je lipschitzovsky spojitý a konzistentńı,

(3) schéma (3.54) je L∞-stabilńı a je TVD.

Pak existuje posloupnost whnτn přibližných řešeńı a funkce w taková, že pro hn → 0,
τn → 0, whnτn → w skoro všude v R a w je slabé řešeńı úlohy (3.53).

Jestliže mı́sto podmı́nky (3) předpokládáme, že

(3’) schéma (3.54) je monotónńı,

pak w je Kružkovovo slabé entropické řešeńı (viz věta 2.3) úlohy (3.53). �

Je známo, že monotónńı schéma je řádu nejvýše jedna. Dı́lč́ı teoretické výsledky a zejména
praktické zkušenosti však potvrzuj́ı, že lze konstruovat schémata vyšš́ıch řád̊u, která jsou
L∞-stabilńı a TVD (pomoćı technik známých jako rekonstrukce a limitováńı, viz kapitola
3.2.5), a která umožňuj́ı naj́ıt realistická řešeńı úloh prouděńı.

3.2.3. Godunovova metoda.

Uvažujme jednodimenzionálńı úlohu (3.44) a numerické schéma (3.47). Otázka zńı:
jak zvolit numerické toky g(wk

j ,w
k
j+1) a g(wk

j−1,w
k
j )? Ukažme si, jak na to šel Godu-

nov. Omeźıme se na tok g(wk
j ,w

k
j+1), v př́ıpadě toku g(wk

j−1,w
k
j ) se postupuje podobně.

Připomeňme, že tok g(wk
j ,w

k
j+1) představuje tok vektoru w zleva doprava přes rozhrańı

v bodě xj+1/2, vlevo od kterého w = wk
j a vpravo w = wk

j+1. Představme si na chv́ıli,
že w = wk

j plat́ı pro všechna x < xj+1/2 a w = wk
j+1 pro všechna x > xj+1/2. Pak je

přirozené definovat přibližné řešeńı v bodu xj+1/2 pomoćı řešeńı w̃R(x/t;w
k
j ,w

k
j+1) Rie-

mannova problému

∂w

∂t
+
∂f(w)

∂x
= o, w(x, 0) =

{

wk
j pro x < 0,

wk
j+1 pro x > 0

v bodu x/t = 0. Godunov̊uv numerický tok tak je

fG(w
k
j ,w

k
j+1) = f(w̃R(0;w

k
j ,w

k
j+1)).

Po dosazeńı do (3.47) tak dostaneme Godunovovu metodu

wk+1
j = wk

j −
τ

h

[

f(w̃R(0;w
k
j ,w

k
j+1))− f(w̃R(0;w

k
j−1,w

k
j ))
]

. (3.59)

Obecně je Godunov̊uv numerický tok definován předpisem

fG(u,v) = f(w̃(0;u,v)), (3.60)

kde w̃(x/t;u,v) je řešeńı Riemannova problému

∂w

∂t
+
∂f(w)

∂x
= o, w(x, 0) =

{

u pro x < 0,

v pro x > 0.
(3.61)

64



Př́ıklad 3.5. Urč́ıme Godunov̊uv numerický tok pro hyperbolickou rovniciwt+Awx = o,
viz př́ıklad 3.2. Ze vzorce (2.65) pro řešeńı lineárńıho Riemannova problému dostaneme

w̃(0;u,v) =
∑

λi>0

αiri +
∑

λi<0

βiri, (3.62)

a odtud

fG(u,v) = Aw̃(0;u,v) =
∑

λi<0

riλiαi +
∑

λi>0

riλiβi = A+u+A−v. �

Cvičeńı 3.1. Ukažte, že pro lineárńı hyperbolickou rovnici wt+Awx = o lze Godunov̊uv
numerický tok zapsat ekvivalentně v jednom z následuj́ıćıch tvar̊u:

fG(u,v) = A+u+A−v, (3.63)

fG(u,v) = f(u) +
∑

λi<0

λiγiri = f(u) +A−(v − u), (3.64)

fG(u,v) = f(v)−
∑

λi>0

λiγiri = f(v)−A+(v − u), (3.65)

fG(u,v) =
1

2

[

f(u) + f(v)−
s
∑

i=1

|λi|γiri
]

=
1

2
[f(u) + f(v)− |A|(v− u)]. (3.66)

Využijte cvičeńı 2.3 a to, že: f(w) = Aw, γi jsou složky vektoru γ = T−1(v − u),
λi = λ+i + λ−i , |λi| = λ+i − λ−i , A = A+ +A−, |A| = A+ −A−.

Př́ıklad 3.6. Uvažujme Riemann̊uv problém pro Burgersovu úlohu

wt +
(

1
2
w2
)

x
= 0, w(x, 0) =

{

u pro x < 0,
v pro x > 0.

Pak Godunov̊uv tok

fG(u, v) =











1
2
u2 pro (u > v a u+ v > 0) nebo (u ≤ v a u ≥ 0),

1
2
v2 pro (u > v a u+ v < 0) nebo (u ≤ v a v < 0),

0 pro u < 0 ≤ v.

Jde o př́ımý d̊usledek př́ıkladu 2.10, kde stač́ı zvolit wL = u, wR = v a x/t = 0. �

Řešeńı Riemannova problému (3.61) obecně nemuśı být snadné. Proto se mı́sto Godu-
novova toku fG často použ́ıvá nějaká jeho aproximace fR, označovaná jako Riemann̊uv
numerický tok. Věnujme se tedy možnému výběru Riemannova toku a to pro jednodu-
chost ve skalárńım př́ıpadě. Uvažujme tedy úlohu

∂w

∂t
+
∂f(w)

∂x
= 0, w(x, 0) =

{

u pro x < 0,
v pro x > 0.
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Jestliže a(w) = f ′(w) neměńı znaménko, pak metodou charakteristik dostaneme

w̃R(0; u, v) =

{

u pro a(w) > 0,
v pro a(w) < 0,

a fR(u, v) =

{

f(u) pro a(w) > 0,
f(v) pro a(w) < 0.

(3.67)

Tento výsledek rozš́ı̌ŕıme na př́ıpad, kdy znaménko a(w) neńı pořád stejné. Funkci f(w)
rozlož́ıme tak, že

f(w) = f+(w) + f−(w), přičemž (f+)′(w) ≥ 0, (f−)′(w) ≤ 0,

a definujeme

fR(u, v) = f+(u) + f−(v). (3.68)

Jestliže a(w) = f ′(w) neměńı znaménko, dostaneme dř́ıve odvozený tok (3.67): když
pro a(w) > 0, voĺıme f+ = f , f− = 0, a pro a(w) < 0 voĺıme f+ = 0, f− = f .

V obecném př́ıpadě

f+(w) =
1

2
f(0) +

∫ w

0

a+(q) dq, f−(w) =
1

2
f(0) +

∫ w

0

a−(q) dq,

kde f ′(q) = a(q) = a+(q) + a−(q), a+(q) = max(a(q), 0), a−(q) = min(a(q), 0).
Vzorec (3.68) lze zapsat ve tvaru známém jako Engquist̊uv-Osher̊uv numerický tok

fEO(u, v) =
1

2

(

f(u) + f(v)−
∫ v

u

|a(w)| dw
)

. (3.69)

Skutečně, protože |a(w)| = a+(w)− a−(w) = (f+)′(w)− (f−)′(w), dostaneme

fEO(u, v) =
1

2

{

f+(u) + f−(u) + f+(v) + f−(v)−

[f+(v)− f+(u)− (f−(v)− f−(u))]
}

= f+(u) + f−(v).

Formálńı zobecněńı Engquistova-Osherova toku (3.69) z jedné do v́ıce dimenźı navrhneme
ve tvaru

HEO(u,v,n) =
1

2

(

P(u,n) +P(v,n)−
∫

v

u

|P(w,n)| dw
)

, (3.70)

kde P(w,n) = DP(w,n)/Dw je Jacobiho matice toku P(w,n). Člen
∫

v

u
|P(w,n)| dw

ve vzorci (3.70) berme prozat́ım jen formálně, jeho konkrétńı význam upřesńıme později.
Necht’ {λi(w,n)}si=1 jsou vlastńı č́ısla matice P(w,n),

D+ = diag(λ+1 , λ
+
2 , . . . , λ

+
s ), D− = diag(λ−1 , λ

−
2 , . . . , λ

−
s ),

kde λ+i = max(λi, 0), λ
−
i = min(λi, 0), a dále

|D| = diag(|λ1|, |λ2|, . . . , |λs|),

P+ = TD+T−1, P− = TD−T−1, |P| = T|D|T−1.

Protože D = D+ +D−, |D| = D+ −D−, máme

P = P+ +P−, |P| = P+ −P−.

Nyńı už můžeme přikročit k vyhodnoceńı vzorce (3.70) pro vektorový Engquist̊uv-Osher̊uv
numerický tok. K tomu účelu se nám budou hodit dvě následuj́ıćı aproximace:
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(a) formálńım použit́ım obdélńıkové formule dostaneme
∫

v

u

|P(w,n)| dw ≈
∣

∣

∣

∣

P

(

u+ v

2
,n

)∣

∣

∣

∣

(v − u), (3.71)

(b) jesliže P je homogenńı řádu 1, viz (3.17), obdrž́ıme

1

2

(

P(u,n) +P(v,n)
)

≈ P

(

u+ v

2
,n

)

= P

(

u+ v

2
,n

)

u+ v

2
. (3.72)

Dosazeńım (3.71) a (3.72) do vzorce (3.70) dostaneme

HEO(u,v,n) ≈ P

(

u+ v

2
,n

)

u+ v

2
−
∣

∣

∣

∣

P

(

u+ v

2
,n

)∣

∣

∣

∣

v − u

2
=

P+

(

u+ v

2
,n

)

u+ v

2
+P−

(

u+ v

2
,n

)

u+ v

2
−

[

P+

(

u+ v

2
,n

)

v − u

2
−P−

(

u+ v

2
,n

)

v − u

2

]

=

P+

(

u+ v

2
,n

)

u+P−

(

u+ v

2
,n

)

v.

Dostali jsem tak Vijayasundaram̊uv numerický tok

HV (u,v,n) = P+

(

u+ v

2
,n

)

u+P−

(

u+ v

2
,n

)

v. (3.73)

Vijayasundaramovo schéma lze považovat za částečné upwind schéma: o aproximaci toku
P(w,n) = P(w,n)w na rozhrańı odděluj́ıćım stavy u a v rozhoduj́ı znaménka vlastńıch
č́ısel λi(

1
2
(u+ v),n) ve zpr̊uměrovaném stavu 1

2
(u+ v).

Vyjdeme-li z analogie Riemannova toku (3.68) a předpokládáme homogenitu P , do-
staneme

H(u,v,n) := P
+(u,n) +P

−(v,n) ≈ P+(u,n)u+P−(v,n)v.

Takto definovaný numerický tok

HSW (u,v,n) = P+(u,n)u+P−(v,n)v (3.74)

se nazývá Steger̊uv-Warming̊uv numerický tok. Stegerovo-Warmingovo schéma lze pova-
žovat za úplné upwind schéma: o aproximaci toku P(w,n) = P(w,n)w na rozhrańı mezi
stavy u a v rozhoduj́ı znaménka vlastńıch č́ısel λi(u,n) a λi(v,n) stav̊u u a v. Plné
upwind schéma vnáš́ı do výpočtu tak zvanou numerickou difuzi, která prudké změny
přesného řešeńı zhlazuje a rozmazává.

Jestliže ve vzorci pro Engquist̊uv-Osher̊uv tok (3.70) užijeme jen aproximaci (3.71),
dostaneme Van Leer̊uv numerický tok

HV L(u,v,n) =
1

2

(

P(u,n) +P(v,n)−
∣

∣

∣

∣

P

(

u+ v

2
,n

)∣

∣

∣

∣

(v − u)

)

. (3.75)
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Poznamenejme, že v literatuře se Van Leer̊uv tok standardně uvád́ı v jiné formě, viz [52],
[28], [53], zde uvedený tvar Van Leerova toku lze naj́ıt třeba v [17], [18], [54].

Metoda konečných objemů (3.37) založená na použit́ı Vijayasundaramova, Stegerova-
Warmingova a Van Leerovva toku patř́ı do skupiny metod označovaných jako metody
rozkladu toku, anglicky flux vector splitings methods, stručně FVS metody.

Roeova metoda. Jeden z nejpopulárněǰśıch numerických tok̊u sestrojil Roe. Nejdř́ıve
vysvětĺıme základńı myšlenku Roeova př́ıstupu a pak ji aplikujeme na Eulerovy rovnice.

Uvažujme Riemannovu úlohu (2.63)–(2.64), tj.

∂w

∂t
+A(w)

∂w

∂x
= o, w(x, 0) =

{

u, x < 0,

v, x > 0,
(3.76)

kde A(w) = Df(w)/Dw je Jacobiho matice toku f a u,v jsou konstantńı počátečńı stavy.
Roe aproximoval nelineárńı Riemannovu úlohu (3.76) lineárńı úlohou

∂w

∂t
+ Â(u,v)

∂w

∂x
= o, w(x, 0) =

{

u, x < 0,

v, x > 0.
(3.77)

Požadoval přitom, aby Roeova matice Â ≡ Â(u,v) měla následuj́ıćı tři vlastnosti:

Vlastnost (A): Hyperboličnost linearizované rovnice, tj. žádáme, aby matice Â měla reál-
ná vlastńı č́ısla λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂s a úplný systém lineárně nezávislých vlast-
ńıch vektor̊u r̂1, r̂2, . . . , r̂s, přičemž Âr̂i = λ̂ir̂i, i = 1, 2, . . . , s. Jestliže
T̂ = (r̂1, r̂2, . . . , r̂s), D̂ = diag(λ̂1, λ̂2, . . . , λ̂s), pak ÂT̂ = T̂D̂, nebo-li

Â = T̂D̂T̂−1. (3.78)

Vlastnost (B): Konzistence přibližné Jacobiho matice Â s přesnou Jacobiho matićı A, tj.

Â(u,u) = A(u). (3.79)

Vlastnost (C): Konzervativnost toku f̂(w) = Â(u,v)w na nespojitostech, tj.

f(v)− f(u) = Â(u,v)(v− u). (3.80)

Tato podmı́nka vycháźı z Rankine-Hugoniotovy podmı́nky pro toky f a f̂ :

f(v)− f(u) = s(v − u) = Â(u,v)v− Â(u,v)u.

Předpokládejme, že matici Â už máme k dispozici. Pak řešeńı linearizované úlohy
(3.77) lze podle (2.69) vyjádřit ve tvaru

w(x, t) = u+
∑

λ̂i<x/t

γ̂ir̂i,

kde γ̂i je i−tá složka vektoru γ̂ = T̂−1(v − u). Odpov́ıdaj́ıćı Godunov̊uv tok pak je

f̂G(u,v) = Âu+
∑

λ̂i<0

γ̂iλ̂ir̂i = Âu+ Â−(v − u), (3.81)
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kde Â− = T̂D̂−T̂−1, D̂− = diag(λ̂−1 , λ̂
−
2 , . . . , λ̂

−
s ). Roe̊uv tok dostaneme modifikaćı Godu-

novova toku f̂G tak, že tok f̂(u) := Âu nahrad́ıme tokem f(u) = Au. Tak dostaneme

fRoe(u,v) = f(u) +
∑

λ̂i<0

γ̂iλ̂ir̂i = f(u) + Â−(v − u), (3.82)

Pomoćı (3.80) obdrž́ıme ekvivalentńı vyjádřeńı Roeova toku ve tvaru

fRoe(u,v) = f(v)−
∑

λ̂i>0

γ̂iλ̂ir̂i = f(v)− Â+(v − u). (3.83)

fRoe(u,v) =
1

2

[

f(u) + f(v)−
s
∑

i=1

γ̂i|λ̂i|r̂i
]

=
1

2

[

f(u) + f(v)− |Â|(v− u)
]

. (3.84)

Formálńım zobecněńım Roeova toku (3.84)dostaneme

HRoe(u,v,n) =
1

2

[

P(u,n) +P(v,n)− |P̂(u,v,n)|(v− u)
]

. (3.85)

Všimněte si, že Roe̊uv tok (3.85) lze źıskat také z Engquistova-Osherova toku (3.70) tak, že
v něm nahrad́ıme Jacobiho matici P(w,n) linearizovanou matićı P̂(u,v,n). Pro Eulerovy
rovnice Roe našel matici P̂ (s vlastnostmi (A)–(C) pro P,P, P̂ mı́sto A, f , Â) ve tvaru

P̂(u,v,n) = P(ŵ,n), kde ŵ = ŵ(u,v) (3.86)

je vhodně zvolený vektor závislý na u,v. Pro větš́ı srozumitelnost zaṕı̌seme ŵ jako funkci
vektor̊u wL, wR mı́sto u, v, tj. ŵ(u,v) ≡ ŵ(wL,wR). Jestliže

wL = (̺L, ̺LuL, ̺LvL, EL)
T , wR = (̺R, ̺RuR, ̺RvR, ER)

T ,
pak

ŵ(wL,wR) = (ˆ̺, ˆ̺û, ˆ̺v̂, Ê)T , (3.87)

kde

ρ̂ =

[

1

2
(
√
̺L +

√
̺R)

]2

,

û =

√
̺LuL +

√
̺RuR√

̺L +
√
̺R

,

v̂ =

√
̺LvL +

√
̺RvR√

̺L +
√
̺R

,

Ê =
1

γ
ˆ̺Ĥ +

γ − 1

2γ
ˆ̺(û2 + v̂2), přičemž Ĥ =

√
̺LHL +

√
̺RHR√

̺L +
√
̺R

(3.88)

a HL, HR poč́ıtáme podle (3.8), tj.

HL =
γEL

̺L
− 1

2
(u2L + v2L), HR =

γER

̺R
− 1

2
(u2R + v2R). (3.89)
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Připomeňme, že podle (3.13)

|P(ŵ,n)| = T(ŵ,n)|D(ŵ,n)|T−1(ŵ,n). (3.90)

Matice T, |D| a T−1 neobsahuj́ı ̺ ani E, viz (3.15), (3.14), (3.16), takže ρ̂ ani Ê nepotře-
bujeme. Tyto matice však obsahuj́ı rychlost zvuku a, kterou je třeba nahradit rychlost́ı

â =

√

(γ − 1)

[

Ĥ − 1

2
(û2 + v̂2)

]

. (3.91)

Připomeňme, že podle (3.14) vlastńı č́ısla λ̂i ≡ λi(ŵ,n), i = 1, 2, 3, 4, matice P(ŵ,n) jsou

λ̂1 = v̂n − â, λ̂2 = λ̂3 = v̂n, λ̂4 = v̂n + â, kde v̂n = ûn1 + v̂n2. (3.92)

Jestliže γ̂ = T−1(ŵ,n)(v− u), pak

|P(ŵ,n)|(v− u) = T(ŵ,n)|D(ŵ,n)|T−1(ŵ,n)T(ŵ,n)γ̂ = T(ŵ,n)|D(ŵ,n)|γ̂.

Uváž́ıme-li, že T(ŵ,n) = (r1(ŵ,n), r2(ŵ,n), r3(ŵ,n), r4(ŵ,n)), pak

HRoe(u,v,n) =
1

2

[

P(u,n) +P(v,n)−
4
∑

i=1

γ̂i|λ̂i(ŵ,n)|ri(ŵ,n)
]

. (3.93)

Výpočetně vhodněǰśı je ekvivalentńı zápis

HRoe(u,v,n) = P(u,n) +
∑

λ̂i<0

γ̂iλ̂
−
i (ŵ,n)ri(ŵ,n), (3.94)

což je analogie k (3.82), nebo

HRoe(u,v,n) = P(v,n)−
∑

λ̂i>0

γ̂iλ̂
+
i (ŵ,n)ri(ŵ,n), (3.95)

což je analogie k (3.83).

Toky (3.73), (3.74), (3.75) a (3.85) splňuj́ı podmı́nku konzistence (3.42) a podmı́nku
konzervativnosti (3.43). Konzistenci lze ověřit snadno. Konzervativnost lze dokázat užit́ım
rovnost́ı P(w,−n) = −P(w,n), P+(w,−n) = −P−(w,n), P−(w,−n) = −P+(w,n),
|P|(w,−n)| = |P|(w,n).
Entropy fix. Praxe i teorie potvrzuj́ı, že když

λi(u,n) < 0 < λi(v,n), i = 1, 4, (3.96)

pak numerické metody Godunovova typu mohou vytvořit ve spojité vlně zředěńı falešnou
rázovou vlnu, v anglicky psané literatuře označovanou jako rarefaction shock nebo expan-
sion shock. Expanzńı šok se výrazně projevuje zejména při použit́ı Roeova numerického
toku. Oprava numerického toku, která tento nežádoućı jev odstraňuje, se v anglicky psané
literatuře označuje pojmem entropy fix, v́ıce viz [33], [52], [12]. Následuj́ı dvě ukázky
použit́ı entropy fixu.
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a) Entropy fix podle Hartena a Hymana, viz [24], podrobnosti viz [52].

α) Jestliže λ2(ŵ,n) = λ3(ŵ,n) > 0, spočteme u∗ = u+ γ̂1r1(ŵ,n), polož́ıme

λ̃1 =







λ1(u,n)
λ1(u

∗,n)− λ1(ŵ,n)

λ1(u∗,n)− λ1(u,n)
pro λ1(u,n) < 0 < λ1(u

∗,n),

λ1(ŵ,n) v ostatńıch př́ıpadech,

a ve shodě s (3.94) klademe

HRoe(u,v) = P(u,n) + γ̂1λ̃
−
1 r1(ŵ,n). (3.97)

β) Jestliže λ2(ŵ,n) = λ3(ŵ,n) ≤ 0, spočteme v∗ = v − γ̂4r4(ŵ,n), polož́ıme

λ̃4 =







λ4(v,n)
λ4(ŵ,n)− λ4(v

∗,n)

λ4(v,n)− λ4(v∗,n)
pro λ4(v

∗,n) < 0 < λ4(v,n),

λ4(ŵ,n) v ostatńıch př́ıpadech,

a ve shodě s (3.95) klademe

HRoe(u,v) = P(v,n)− γ̂4λ̃
+
4 r4(ŵ,n). (3.98)

b) Harten̊uv entropy fix, viz [22], také [34]. Pro Roe̊uv numerický tok ve tvaru (3.93)
se osvědčil jednoduchý Harten̊uv entropy fix: plat́ı-li (3.96), nahrad́ıme |λi| výrazem
φδ(λi), i = 1, 2, 3, 4, kde

φδ(λ) =







λ2 + δ2

2δ
pro |λ| < δ,

|λ| pro |λ| ≥ δ,
(3.99)

a δ ∈ [0,1; 1] je volitelný parametr. Nevýhodou tohoto př́ıstupu je to, že parametr δ je
třeba pro každý konkrétńı problém vhodně vyladit.

Pro Roe̊uv tok ve tvaru (3.94) a (3.95) použijeme

λ−i = 1
2
[λi − φδ(λi)], λ+i = 1

2
[λi + φδ(λi)]. (3.100)

Rusakov̊uv numerický tok. Existuje řada daľśıch, v praxi použ́ıvaných numerických
tok̊u, viz [52]. Uved’me jeden z nich, známý jako Rusakov̊uv numerický tok, často uváděný
jako lokálńı Lax̊uv-Friedrichs̊uv numerický tok, viz [52]. Rusakov̊uv numerický tok je tvaru

HR(u,v,n) =
1

2
[P(u,n) +P(v,n)− λmax(u,v,n)(v− u)] , (3.101)

kde λmax(u,v,n) je největš́ı z absolutńıch hodnot vlastńıch č́ısel matic P(u,n) a P(v,n),

λmax(u,v,n) = max
i=1,...,4, q=u,v

|λi(q,n)|.

Délku kroku časové diskretizace τk = tk+1 − tk je třeba volit tak, aby výpočetńı
schéma bylo stabilńı. Použijeme analogii CFL podmı́nky (3.51): žádáme, aby pro každý
konečný objem Dj byla splněna nerovnost

τk |λkj,max|·|∂Dj|/|Dj| ≤ CCFL. (3.102)

Člen |λkj,max| představuje pro
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(i) schémata (3.73), (3.74) a (3.75) reprezentanta absolutńıch hodnot vlastńıch č́ısel
{λi(w,n)}4i=1 matice P(w,n) na hranici ∂Dj ,

(ii) schéma (3.85) reprezentanta absolutńıch hodnot vlastńıch č́ısel {λi(ŵ,n)}4i=1 matice
P(ŵ,n) na hranici ∂Dj .

(iii) schéma (3.101) reprezentanta absolutńıch hodnot vlastńıch č́ısel {λi(u,n), λi(v,n)}4i=1

matic P(u,n),P(v,n) na hranici ∂Dj .

Konkrétně pro Vijayasundaramovo schéma (3.73) a Van Leerovo schéma (3.75)

|λkj,max| = max
i=1,...,4, ℓ∈S(j)

α=1,...,βjℓ

∣

∣

∣

∣

∣

λi

(

wk
j +wk

ℓ

2
,nα

jℓ

)∣

∣

∣

∣

∣

,

pro Stegerovo-Warmingovo schéma (3.74)

|λkj,max| = max
i=1,...,4, ℓ∈S(j)

α=1,...,βjℓ

∣

∣λi
(

wk
j ,n

α
jℓ

)∣

∣ ,

pro Roeovo schéma (3.85)

|λkj,max| = max
i=1,...,4, ℓ∈S(j)

α=1,...,βjℓ

∣

∣λi
(

ŵ(wk
j ,w

k
ℓ ),n

α
jℓ

)∣

∣ ,

a pro Rusakovovo schéma (3.101)

|λkj,max| = max
i=1,...,4, q=u,v

ℓ∈S(j), α=1,...,βjℓ

∣

∣λi
(

qk
j ,n

α
jℓ

)∣

∣ .

Člen CCFL je kladná konstanta, CCFL ≤ 1.
Soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic (3.36) jsme diskretizovali pomoćı expli-

citńı Eulerovy metody. To je metoda řádu jedna s malou omezenou oblast́ı absolutńı
stability. Proto je třeba hĺıdat délku časového kroku, viz (3.102). Máme-li však dispozici
výkonný a spolehlivý řešič pro soustavy obyčejných diferenciálńıch rovnic, nemuśıme se
časovou diskretizaćı v̊ubec zabývat. Můžeme zvolit také implicitńı metodu, která může
být z hlediska výpočetńıch nárok̊u velmi efektivńı, např́ıklad pokud nás zaj́ımá stacionárńı
stav zkoumaného prouděńı.

3.2.4. Okrajové podmı́nky.

Při výpočtu přibližného řešeńı wk
j podle schématu (3.37) muśıme určit numerický tok

gjℓ(w
k
j ,w

k
ℓ ) na společné části Γjℓ konečných objemů Dj a Dℓ. Pokud je Γjℓ část́ı hranice

∂Ω, pak fiktivńı konečný objem Dℓ reprezentuje vněǰsek oblasti Ω a je tu problém, jak
definovat wk

ℓ .

Pevná stěna. Nejdř́ıve uvažujme př́ıpad, kdy Γjℓ je součást́ı pevné neprostupné stěny.
V tom př́ıpadě je vektor rychlosti v proud́ıćı tekutiny rovnoběžný se stěnou nebo-li složka
vektoru rychlosti kolmá ke stěně je nulová. Je-li tedy n vektor kolmý ke stěně, muśı
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být splněna podmı́nka neprostupnosti, v angličtině použ́ıvaný termı́n je
”
slip boundary

condition“:

vn ≡ v · n = 0. (3.103)

Na části Γjℓ pevné stěny užit́ım definičńıch vztah̊u (3.9) a (3.2) dostaneme

∫

Γjℓ

P(w,n) dS =

∫

Γjℓ

[

vnw + p









0
n1

n2

0









]

dS =

βjℓ
∑

α=1

∫

Γα
jℓ

p









0

nαjℓ
1

nαjℓ
2

0









dS. (3.104)

Je proto přirozené definovat gjℓ ≈
∫

Γjℓ
P dS předpisem

gjℓ(w
k
j ,w

k
ℓ ) = pkj











0
∑βjℓ

α=1 |Γα
jℓ|nαjℓ

1
∑βjℓ

α=1 |Γα
jℓ|nαjℓ

2

0











. (3.105)

Vid́ıme, že z
”
vněǰśıho“ stavového vektoru wk

ℓ jsme potřebovali jen tlak pkℓ a ten jsme
extrapolovali

”
vnitřńı“ hodnotou pkj z hraničńıho konečného objemu Dj .

Vtok a výtok. Necht’ n je vektor kolmý k hranici ∂Ω.

Jestliže na části Γ hranice ∂Ω je

{

vn < 0,
vn > 0,

řekneme, že Γ je

{

vtok do
výtok z

oblasti Ω. (3.106)

K určeńı vněǰśıho stavového vektoru wk
ℓ v bodu P0 ∈ ∂Γα

jℓ hraničńıho konečného objemu
Dj použijeme aproximaci

∂w̃

∂t
+
∂P(w̃,nα

jℓ)

∂x̃
= o (3.107)

transformované Eulerovy rovnice (3.26), ve které vynecháme člen ∂Q(w̃,nα
jℓ)/∂ỹ reprezen-

tuj́ıćı vliv tečného tokuQ. Rovnici (3.107) uvažujeme v lokálńım pravotočivém souřadném
systému (P0, x̃, ỹ), v němž kladný směr osy x̃ je dán normálovým vektorem nα

jℓ směřuj́ıćım
ven z oblasti Ω. Daľśıho zjednodušeńı dosáhneme tak, v rovnici (3.107) nahrad́ıme ne-
lineárńı tok P(w̃,nα

jℓ) lineárńım tokem P(w̃k
j ,n

α
jℓ)w̃. Pro x ≡ x̃, w ≡ w̃ tak dostaneme

jednodimenzionálńı lineárńı rovnici

∂w

∂t
+A

∂w

∂x
= o (3.108)

s konstantńı matićı A = P(w̃k
j ,n

α
jℓ). Rovnici (3.108) uvažujme v lokálńıch souřadnićıch

x ≡ x̃ < 0 a v lokálńım čase t > 0. Bod x = 0 odpov́ıdá bodu P0, polopř́ımka x < 0
reprezentuje body uvnitř oblasti Ω. Lokálńı čas t = 0 odpov́ıdá reálnému času tk, t > 0
př́ısluš́ı reálnému času tk + t. Funkce w(x, t) odpov́ıdá funkci w̃(x0 + xnα

jℓ, tk + t).
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K rovnici (3.108) připoj́ıme počátečńı podmı́nku w(x, 0) = w0(x), kde w0(x) odpov́ıdá
w̃(x0 + xnα

jℓ, tk). Rovnici (3.108) řeš́ıme metodou charakteristik. Vynásob́ıme-li ji matićı
T−1, kde D = T−1AT = diag({λi}4i=1) je diagonálńı matice vlastńıch č́ısel matice A,
dostaneme

∂[T−1w]

∂t
+T−1AT

∂[T−1w]

∂x
= o

nebo-li

∂z

∂t
+D

∂z

∂x
= o, (3.109)

kde z = T−1w je vektor charakteristických proměnných. K rovnici (3.109) přidáme počá-
tečńı podmı́nku z(x, 0) = z0(x) , kde z0 = T−1w0. Složky zi vektoru z vyhovuj́ı rovnici

∂zi
∂t

+ λizi = 0, x ∈ (−∞, 0), t ∈ (0,∞), (3.110)

a splňuj́ı počátečńı podmı́nku zi(x, 0) = z0i (x). Řešeńı zi(x, t) je na charakteristice x/t = λi
konstantńı, tj. zi(x, t) = zi(x− λis, t− s), s ≤ t libovolné. Zamysleme se nad otázkou jak
určit hodnotu řešeńı zi na hranici x = 0. Z d̊uvodu srozumitelnosti následuj́ıćıch úvah se
dohodněme, že x je vodorovná a t svislá osa.

Jeli λi > 0, pak charakteristiky s kladnou směrnićı 1/λi mı́̌ŕı doprava a prot́ınaj́ı
osu t, takže řešeńı zi(0, t) je určeno počátečńı podmı́nkou: zi(0, t) = z0i (−λit). Hodnotu
charakteristické proměnné zi(0, t) proto nepředepisujeme ale extrapolujeme ji z hodnot zi
na charakteristice vcházej́ıćı do bodu [0, t].

Je-li však λi < 0, charakteristiky vycházej́ıćı z bod̊u [x, 0], x < 0, mı́̌ŕı doleva, osu t
neprot́ınaj́ı, takže počátečńı podmı́nka z0i nemá na hodnotu zi(0, t) žádný vliv. Hodnotu
charakteristické proměnné zi(0, t) proto muśıme předepsat.

Vlastńı č́ısla matice A jsou λ1 = vn − a, λ2,3 = vn, λ4 = vn + a. Pro nadzvukové
prouděńı, tj. když |vn| > a, maj́ı všechna vlastńı č́ısla stejné znaménko, na vtoku záporné
a na výtoku kladné. Na vtoku proto všechny charakteristické proměnné předeṕı̌seme a na
výtoku extrapolujeme, a protože w = Tz, to samé plat́ı i pro primitivńı proměnné. Pro
podzvukové prouděńı, tj. když |vn| < a, dostaneme

na vtoku: λ1 < 0, λ2 < 0, λ3 < 0, λ4 > 0 =⇒ z1, z2, z3 předeṕı̌seme, z4 extrapolujeme,

na výtoku: λ1 < 0, λ2 > 0, λ3 > 0, λ4 > 0 =⇒ z1 předeṕı̌seme, z2, z3, z4 extrapolujeme.

Co z toho ale plyne pro konzervativńı proměnné w = Tz a následně pro primitivńı
proměnné ̺, u, v, p? Na základě praktických zkušenost́ı se na vtoku hustota a rychlosti
předepisuj́ı a tlak extrapoluje, na výtoku se hustota a rychlosti extrapoluj́ı a předeṕı̌se se
tlak. Přehledně je situace zaznamenána v tabulce 3.1.

Pro větš́ı srozumitelnost připojujeme toto vysvětleńı: je-li qkℓ jedna z primitivńıch proměn-
ných ̺kℓ , u

k
ℓ , v

k
ℓ ,p

k
ℓ , pak

qkℓ =

{

q̄(xj , tk),
qkj ,

je-li hodnota proměnné q

{

předepsána pomoćı funkce q̄,
extrapolována.

(3.111)
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hranice prouděńı předepsat extrapolovat

vtok
podzvukové ̺, u, v p

nadzvukové ̺, u, v, p

výtok
podzvukové p ̺, u, v

nadzvukové ̺, u, v, p

Tabulka 3.1: Okrajové podmı́nky

Z hodnot ̺kℓ , u
k
ℓ , v

k
ℓ a pkℓ primitivńıch proměnných pak sestav́ıme vektor wk

ℓ konzerva-
tivńıch proměnných.

3.2.5. Metody druhého řádu.

Schéma (3.37) je řádu jedna jak v prostorové tak v časové proměnné. Taková metoda
neńı schopna dostatečně přesně aproximovat řešeńı, což je obzvlášt’ patrné v mı́stech, kde
se řešeńı prudce měńı. Ukážeme si proto, jak lze źıskat metodu přesněǰśı. Omeźıme se na
metodu řádu 2. V prostoru použijeme metodu známou pod zkratkou MUSCL (Monotonic
Upstream-Centered Schemes for Conservation Laws) a pro integraci v čase použijeme
Heunovu metodu.

Prostorová aproximace. Metoda MUSCL je založena na po částech lineárńı rekon-
strukci po částech konstantńıho řešeńı. Mı́sto rovnice (3.36) použijeme rovnici

dwj

dt
= − 1

|Dj|
∑

ℓ∈S(j)

ĝjℓ(ŵjℓ, ŵℓj), (3.112)

kde ŵjℓ resp. ŵℓj jsou hodnoty zpřesněného přibližného řešeńı ŵj resp. ŵℓ na společné
hranici Γjℓ konečných objemů Dj resp. Dℓ a

ĝjℓ(ŵjℓ, ŵℓj) =

βjℓ
∑

α=1

H(ŵj(x
α
jℓ, t), ŵℓ(x

α
jℓ, t),n

α
jℓ)|Γα

jℓ|, (3.113)

kde xα
jℓ jsou souřadnice střed̊u úseček Γα

jℓ.
Zpřesněné přibližné řešeńı ŵj źıskáme rekonstrukćı primitivńıch proměnných ̺j , uj,

vj a pj. Až urč́ıme ˆ̺j, ûj, v̂j a p̂j , polož́ıme

ŵj
1 = ˆ̺j, ŵj

2 = ˆ̺j ûj, ŵj
3 = ˆ̺j v̂j , ŵj

4 = p̂j/(γ − 1) +
1

2
ˆ̺j(û

2
j + v̂2j ).

Protože při prostorové aproximaci nehraje čas žádnou roli, nebudeme ho v daľśım
explicitně vyznačovat. Necht’ q je jedna z primitivńıch proměnných ̺, u, v, p a necht’ q̂ je
odpov́ıdaj́ıćı po částech lineárńı rekonstrukce. Na konečném objemu Dj hledáme

q̂j(x) = qj + ψj∇qj · (x− xj). (3.114)

Vektor ψj∇qj reprezentuje nakloněńı roviny z = qj procházej́ıćı bodem [xj , qj]. Gradient
∇qj , sestavený pomoćı hodnot {qj , {qℓ}ℓ∈S(j)}, rovinu z = qj naklońı a skalár ψj ∈ [0, 1]
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pak toto nakloněńı redukuje tak, aby nebylo př́ılǐs velké a aby po časové diskretizaci, při
přechodu tk → tk+1, nevznikaly nežádoućı oscilace. Ideálem je vytvořeńı TVD-schématu,
viz (3.58).

Zabývejme se nejdř́ıve určeńım gradientu ∇qj . Necht’ L(j) je množina index̊u všech
trojúhelńık̊u obsahuj́ıćıch vrchol Pj. Na každém trojúhelńıku Tk, k ∈ L(j), sestav́ıme
lineárńı interpolačńı polynom Πkq, který je určen hodnotami funkce q ve vrcholech Tk.
Gradient ∇qj pak definujeme jako vážený pr̊uměr gradient̊u ∇Πkq,

∇qj =
1

|Dj|
∑

k∈L(j)

|Tk ∩Dj | ∇Πkq. (3.115)

Skalár ψj je v anglicky psané literatuře znám pod názvem slope limiter, my budeme
v daľśım použ́ıvat stručněǰśı označeńı limiter. Popǐsme si konkrétně konstrukci populárńıho
Barthova-Jespersenova limiteru (stručně BJ limiteru). Spočteme

qmin
j = min

(

qj , min
ℓ∈S(j)

qℓ
)

, qmax
j = max

(

qj , max
ℓ∈S(j)

qℓ
)

, (3.116)

urč́ıme

q̄αjℓ = qj +∇qj · (xα
jℓ − xj),

ψα
jℓ =



































1, q̄αjℓ = qj ,

min

(

1,
qmax
j − qj

q̄αjℓ − qj

)

, q̄αjℓ > qj ,

min

(

1,
qmin
j − qj

q̄αjℓ − qj

)

, q̄αjℓ < qj ,



















































, ℓ ∈ S(j), α = 1, . . . , βjℓ, (3.117)

a polož́ıme

ψj = min
ℓ∈S(j)

α=1,...,βjℓ

ψα
jℓ. (3.118)

Ke vzorc̊um definuj́ıćım BJ limiter připoj́ıme několik vysvětluj́ıćıch poznámek.

1. Protože q̂j(x
α
jℓ) = qj + ψj(q̄

α
jℓ − qj), z (3.116) – (3.118) plyne:

qmin
j ≤ q̂j(x

α
jℓ) ≤ qmax

j , ℓ ∈ S(j), α = 1, . . . , βjℓ. (3.119)

2. Jestliže po částech konstantńı funkce q, q|Dj
= qj, nabývá na Dj svého minima, tj.

qj = qmin
j , nebo maxima, tj. qj = qmax

j , pak q̂j = qj . Skutečně: bud’to ∇qj = o nebo
∇qj 6= o a ψj = 0 (podle (3.117) bude nejméně jeden z člen̊u ψα

jℓ = 0).

4. Numerické experimenty prokázaly, že v př́ıpadech, kdy se uplatńı limiter, tj. když
na některých konečných objemech 0 ≤ ψj < 1, pak metoda je řádu nižš́ıho než dva.
viz [18], kde je tato skutečnost testována na shock-tube problému, viz cvičeńı 2.12.
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xj−1 xj xj+1 xj−1 xj xj+1 xj−1 xj xj+1 xj−1 xj xj+1

Obr. 3.7: 1D rekonstrukce

3. Techniku MUSCL ilustrujme na jednodimenzionálńım př́ıkladu. Necht’ uzly xj = jh,
j = 0,±1, . . . , definuj́ı rovnoměrné děleńı na ose x a necht’ qj je přibližné řešeńı na
konečném objemu Dj = [xj − 1

2
h, xj +

1
2
h]. Pak lineárńı rekonstrukce

q̂j(x) = qj + ψj
qj+1 − qj−1

2h
(x− xj).

Necht’ qmin
j = min(qj−1, qj , qj+1), q

max
j = max(qj−1, qj, qj+1). BJ limiter ψj pak je

největš́ı č́ıslo z intervalu [0, 1], pro které qmin
j ≤ q̂j(x) ≤ qmax

j , x ∈ Dj . Všimněte
si, že pro qj = qmin

j nebo qj = qmax
j muśı být ψj = 0. Vzorec pro výpočet ψj

lze odvodit modifikaćı vztah̊u (3.116) – (3.118). Na Obr. 3.7 je zakresleno několik
typických konfiguraćı: u prvńı a třet́ı konfigurace se limiter neuplatńı, tj. ψj = 1,
u druhé a čtvrté se uplatńı, tj. ψj < 1.

Časová diskretizace. Rovnice (3.112) můžeme zapsat jako soustavu

dw

dt
= F(w),

kde w je vektor sestavený z vektor̊u wj a F(w) je vektor sestavený z vektor̊u

F j(w) = − 1

|Dj|
∑

ℓ∈S(j)

ĝjℓ(ŵjℓ, ŵℓj).

Heunova metoda znamená výpočet podle schématu

wk+1 = wk + 1
2
τ(k1 + k2), k1 = F(wk), k2 = F(wk + τk1),

neboli

w∗ = wk + τF(wk), wk+1 = wk + 1
2
τ
[

F(wk) +F(w∗)
]

.

Vrát́ıme-li se zpět k rovnici (3.112), dostaneme schéma

w∗
j = wk

j −
τ

|Dj|
∑

ℓ∈S(j)

ĝjℓ(ŵ
k
jℓ, ŵ

k
ℓj),

wk+1
j = wk

j −
τ

2|Dj|
∑

ℓ∈S(j)

[

ĝjℓ(ŵ
k
jℓ, ŵ

k
ℓj) + ĝjℓ(ŵ

∗
jℓ, ŵ

∗
ℓj)
]

.

(3.120)
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Zd̊urazněme, že nejdř́ıve spočteme všechna w∗
j a teprve pak poč́ıtáme wk+1

j .

Metody vyšš́ıho řádu. Existuje řada technik umožňuj́ıćıch źıskat metody řádu vyšš́ıho
než dva. Pokud jde o prostorovou diskretizaci, pak mezi nejznáměǰśı patř́ı metoda ENO
(Essentially Non-Oscillatory method), viz třeba [23], jej́ı modifikace WENO (Weighted
Essentially Non-Oscillatory method), viz třeba [29], a CENO (Central Essentially Non-
Oscillatory method), viz třeba [30]. Řád časové diskretizace lze zvýšit použit́ım vhodné
Rungovy-Kuttovy formule. Technika ADER (Arbitrary accuracy DErivatives Riemann
problem method) umožňuje zvýšit současně řád jak prostorové tak časové diskretizace,
viz třeba [8]. Ve všech uvedených metodách se pro dosažeńı vyšš́ıho řádu prostorové diskre-
tizace použ́ıvá rekonstrukce, která pro každý konečný objem použ́ıvá hodnot přibližného
řešeńı v sousedńıch konečných objemech a v daľśıch obklopuj́ıćıch konečných objemech,
jejichž počet záviśı na požadované přesnosti rekonstrukce.
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4. Řešeńı Eulerových rovnic nespojitou Galerkinovou

metodou

Nejvýznamněǰśı př́ıznivou vlastnost́ı metody konečných objemů je to, že zajǐst’uje
splněńı zákon̊u zachováńı lokálně na jednotlivých konečných objemech. Daľśı př́ıznivou
vlastnost́ı FVM je skutečnost, že přibližné řešeńı je jen po částech spojité, což je užitečné
při modelováńı nespojitých jev̊u. Mezi méně př́ıznivé vlastnosti FVM patř́ı to, že je dosti
těžkopádná, pokud jde o dosažeńı vyšš́ı přesnosti prostorové diskretizace. V kapitole 3.2.5
jsme ukázali, jak lze rekonstrukćı ze základńı metody řádu 1 dostat metodu řádu 2: jsou
k tomu zapotřeb́ı bezprostředńı sousedé konečného objemu, na kterém se rekonstrukce
provád́ı. Rekonstrukce vyšš́ıho řádu je možná jen zapojeńım daľśıch vrstev obklopuj́ıćıch
konečných objemů.

Nespojitá Galerinova metoda (stručně DGM podle anglického Discontinuous Galerkin
Method) na to jde jinak. Vyšš́ı přesnost prostorové diskretizace dosahuje DGM stejně
jako metoda konečných prvk̊u, viz [16] (stručně FEM podle anglického Finite Element
Method): na prvku se použije aproximace vyšš́ıho řádu přesnosti (obvykle polynom do-
statečně vysokého stupně). Globálńı aproximace je však na rozd́ıl od FEM nespojitá
(proto nespojitá Galerkinova metoda), což je pro modelováńı nespojitých jev̊u žádoućı.
Přibližné řešeńı na jednom prvku pak souviśı s přibližným řešeńım na sousedńım prvku
jen prostřednictv́ım hodnot obou přibližných řešeńı na společné hranici těchto dvou prvk̊u
podobně, jako je tomu v FVM. Prvek se tak chová jako konečný objem vyšš́ıho řádu
přesnosti. DGM v sobě tedy spojuje základńı přednosti FVM (lokálńı platnost zákon̊u
zachováńı, globálńı nespojitost) a FEM (vysoký řád aproximace). DGM bývá proto v li-
teratuře označována také zkratkou DG-FEM (podle anglického Discontinuous Galerkin
Finite Element Method).

V této kapitole poṕı̌seme př́ıstup známý pod zkratkou RKDG (podle anglického Runge-
Kutta Discontinuous Galerkin). Pod t́ımto označeńım metodu zavedli B. Cockburn a C.-
W. Shu, viz [9]. Výkladu a implementaci RKDG metody je věnována monografie Hestha-
vena [26]. Knihu doprováźı kolekce matlabovských programů pro řešeńı 1D a 2D Eule-
rových rovnic, ale i daľśıch úloh, třeba 2D Navierových-Stokesových rovnic.

4.1. Prostorová diskretizace nespojitou Galerkinovou metodou

Připomeňme, že diskretizujeme soustavu rovnic

∂w

∂t
+
∂f(w)

∂x
+
∂g(w)

∂y
= o, (4.1)

doplněnou o počátečńı a okrajové podmı́nky, viz kapitola 1.5 a 3.2.4.
Budeme předpokládat, že výpočetńı oblast Ω je mnohoúhelńık. Uzavřenou oblast Ω̄

vyjádř́ıme jako sjednoceńı NT uzavřených trojúhelńık̊u, jejichž vnitřky jsou navzájem dis-
junktńı, tj. Ω =

⋃NT

j=1 Tj. Hranice ∂Ω je sjednoceńım NS stran trojúhelńık̊u přiléhaj́ıćıch

k hranici, tj. ∂Ω =
⋃NS

j=1 Sj. Jestliže trojúhelńıky Tj a Tℓ maj́ı společnou stranu, na-
zveme je sousedńımi a jejich společnou stranu označ́ıme jako Γjℓ. Stranu Sk př́ıhraničńıho
trojúhelńıka Tj označ́ıme jako Γjℓ, kde ℓ = −k. Ke každému trojúhelńıku Tj přǐrad́ıme
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množinu index̊u S(j) = {ℓ |Γjℓ ∈ ∂Tj}. Pro vnitřńı trojúhelńık S(j) obsahuje indexy
sousedńıch trojúhelńık̊u, pro př́ıhraničńı trojúhelńık pak S(j) obsahuje indexy sousedńıch
trojúhelńık̊u a záporně vzaté indexy hraničńıch stran. Označme jako njℓ = (njℓ

1 , n
jℓ
2 )

T

jednotkový vektor vněǰśı normály k hranici ∂Tj na straně Γjℓ. Rovnici (4.1) vynásob́ıme
testovaćı funkćı ϕ, integrujeme přes trojúhelńık Tj a užit́ım Greenovy věty dostaneme

∫

Tj

∂w

∂t
· ϕ dx−

∫

Tj

[

f(w) · ∂ϕ
∂x

+ g(w) · ∂ϕ
∂y

]

dx+
∑

ℓ∈S(j)

∫

Γjℓ

P(w,njℓ) ·ϕ dS = 0,

kde P(w,njℓ) = f(w)njℓ
1 + g(w)njℓ

2 . Přibližné řešeńı na trojúhelńıku Tj znač́ıme

wj(x, t) = (wj
1(x, t), w

j
2(x, t), w

j
3(x, t), w

j
4(x, t))

T

a testovaćı funkci na trojúhelńıku Tj znač́ıme

ϕj(x) = (ϕj
1(x), ϕ

j
2(x), ϕ

j
3(x), ϕ

j
4(x))

T .

Funkce wj
i (x, t), ϕ

j
i (x), i = 1, 2, 3, 4, uvažujeme jako polynomy dvou proměnných stupně q.

Necht’ {ℓjα(x)}nα=1, n = 1
2
(q + 1)(q + 2), jsou Lagrangeovy fundamentálńı polynomy na

vhodně zvolené množině {xj
α}nα=1 uzl̊u trojúhelńıka Tj , takže

ℓjα(x
j
β) =

{

1 pro α = β,

0 pro α 6= β,
α, β = 1, 2, . . . , n.

Mezi uzly {xj
α}nα=1 zařad́ıme vrcholy trojúhelńıka Tj , daľśıch q − 1 uzl̊u zvoĺıme uvnitř

každé strany trojúhelńıka a zbývaj́ıćı n− 3q uzl̊u rozmı́st́ıme uvnitř trojúhelńıka, v́ıce viz
odstavec 4.1.1. Označme

ℓj(x) = (ℓj1(x), ℓ
j
2(x), . . . , ℓ

j
n(x))

T .

Složku wj
i přibližného řešeńı vyjádř́ıme ve tvaru Lagrangeova interpolačńıho polynomu:

wj
i (x, t) =

n
∑

α=1

∆j
iα(t)ℓ

j
α(x) = ℓ

T
j (x)∆

j
i (t), i = 1, 2, 3, 4,

kde

∆
j
i (t) = (∆j

i1(t),∆
j
i2(t), . . . ,∆

j
in(t))

T , i = 1, 2, 3, 4.

Parametry ∆j
iα(t) = wj

i (x
j
α, t), α = 1, 2, . . . , n jsou funkce, které je třeba určit. Složky ϕj

i

testovaćı funkce voĺıme podobně,

ϕj
i (x) =

n
∑

α=1

Θj
iαℓ

j
α(x) = ℓ

T
j (x)Θ

j
i , i = 1, 2, 3, 4,

kde

Θ
j
i = (Θj

i1,Θ
j
i2, . . . ,Θ

j
in)

T , i = 1, 2, 3, 4.

Parametry Θj
iα = ϕj

i (x
j
α), α = 1, 2, . . . , n, mohou nabývat libovolných hodnot.
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Zbývá rozhodnout, jak budeme poč́ıtat tok P(wh,njℓ) na hranici Γjℓ. Stejně jako
v met̄odě konečných objemů si pomůžeme numerickým tokem. Použijeme tedy aproximaci

P(wh,njℓ)|Γjℓ
≈ H(wj,wℓ,njℓ),

kde H(u,v,n) je numerický tok, viz kapitola 3.2.1. Přibližné řešeńı poč́ıtáme z rovnic

∫

Tj

∂wj

∂t
·ϕj dx−

∫

Tj

[

f(wj) ·
∂ϕj

∂x
+ g(wj) ·

∂ϕj

∂y

]

dx+
∑

ℓ∈S(j)

∫

Γjℓ

H(wj,wℓ,njℓ) ·ϕjdS = 0,

kde j = 1, 2, . . . , NT . Rovnici na trojúhelńıku Tj rozeṕı̌seme do čtyř rovnic pro složky
wj

i (t), i = 1, 2, 3, 4. Označ́ıme-li

f = (f1, f2, f3, f4)
T , g = (g1, g2, g3, g4)

T , H = (H1, H2, H3, H4)
T ,

dostaneme soustavu rovnic

∫

Tj

∂wj
i

∂t
ϕj
i dx−

∫

Tj

[

fi(wj)
∂ϕj

i

∂x
+ gi(wj)

∂ϕj
i

∂y

]

dx +
∑

ℓ∈S(j)

∫

Γjℓ

Hi(wj ,wℓ,njℓ)ϕ
j
i dS = 0,

kde i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, . . . , NT . (4.2)

4.1.1. Maticový zápis. V daľśım postupně vyjádř́ıme jednotlivé členy v rovnici (4.2).
Nejdř́ıve však zavedeme označeńı

∆j(t) =
(

[

∆
j
1(t)
]T
,
[

∆
j
2(t)
]T
,
[

∆
j
3(t)
]T
,
[

∆
j
4(t)
]T
)T

,

∆(t) =
(

[∆1(t)]
T , [∆2(t)]

T , . . . , [∆NT
(t)]T

)T

.

Integrál na levé straně rovnice (4.2) vyjádř́ıme takto:

∫

Tj

∂wj
i

∂t
ϕj
i dx =

[

Θ
j
i

]T

[

∫

Tj

ℓ
j
i [ℓ

j
i ]
T dx

]

∆̇
j
i (t) =

[

Θ
j
i

]T
Mj∆̇

j
i (t), (4.3)

kde tečka nad ∆
j
i vyjadřuje časovou derivaci, tj. ∆̇j

i = d∆j
i (t)/ dt, a

Mj =

∫

Tj

ℓj [ℓj]
T dx. (4.4)

Toky fi(wj) a gi(wj) nahrad́ıme interpolačńımi polynomy

fi(wj) ≈
n
∑

α=1

fi(wj(x
j
α, t))ℓ

j
α(x) = [ℓj(x)]

T
Fi(∆j(t)),

gi(wj) ≈
n
∑

α=1

gi(wj(x
j
α, t))ℓ

j
α(x) = [ℓj(x)]

T
Gi(∆j(t)),
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kde Fi(∆j(t)) a Gi(∆j(t)) jsou sloupcové vektory délky n o složkách

Fiα(∆j(t)) = fi
(

∆̄j
α(t)

)

, Giα(∆j(t)) = gi
(

∆̄j
α(t)

)

,

a

∆̄j
α(t) =

(

∆j
1α(t),∆

j
2α(t),∆

j
3α(t),∆

j
4α(t)

)T
,















α = 1, 2, . . . , n.

Pak
∫

Tj

[

fi(wj)
∂ϕj

i

∂x
+ gi(wj)

∂ϕj
i

∂y

]

dx =
[

Θ
j
i

]T [
Sj
xFi(∆j(t)) + Sj

yGi(∆j(t))
]

, (4.5)

kde

Sj
x =

∫

Tj

∂ℓj
∂x
ℓTj dx, Sj

y =

∫

Tj

∂ℓj
∂y
ℓTj dx. (4.6)

Pokud jde o křivkové integrály po stranách Γjℓ trojúhelńıka Tj, zvlášt’ posoud́ıme
př́ıpad, kdy Γjℓ = Tj ∩ Tℓ je vnitřńı strana, a př́ıpad, kdy Γjℓ = S−ℓ je strana hraničńı.

Věnujme se nejdř́ıve vnitřńı straně. Označme jako xjℓ
α , α = 1, 2, . . . , q + 1, uzly, které

lež́ı na straně Γjℓ trojúhelńıka Tj , a necht’ xℓj
̺(α) je uzel trojúhelńıka Tℓ, který je s uzlem

xjℓ
α totožný, tj. xℓj

̺(α) ≡ xjℓ
α . Necht’ ℓ

jℓ
α je Lagrange̊uv fundamentálńı polynom př́ıslušný

k uzlu xjℓ
α , takže

ℓjℓα (x
jℓ
β ) =

{

1 pro α = β,

0 pro α 6= β,
α, β = 1, 2, . . . , q + 1.

Přibližné řešeńı wjℓ ≡ wj|Γjℓ
a testovaćı funkce ϕjℓ ≡ ϕj |Γjℓ

má složky

wjℓ
i (x, t) = ℓ

T
jℓ(x)∆

jℓ
i (t), ϕjℓ

i (x) = ℓ
T
jℓ(x)Θ

jℓ
i , i = 1, 2, 3, 4,

kde ℓjℓ(x) = (ℓjℓ1 (x), ℓ
jℓ
2 (x), . . . , ℓ

jℓ
q+1(x))

T a

∆
jℓ
i (t) = (∆jℓ

i1(t),∆
jℓ
i2(t), . . . ,∆

jℓ
i,q+1(t))

T , Θ
jℓ
i = (Θjℓ

i1,Θ
jℓ
i2, . . . ,Θ

jℓ
i,q+1)

T , i = 1, 2, 3, 4.

Označme ještě

∆jℓ(t) =

(

[

∆
jℓ
1 (t)

]T

,
[

∆
jℓ
2 (t)

]T

,
[

∆
jℓ
3 (t)

]T

,
[

∆
jℓ
4 (t)

]T
)T

.

Složku Hi(wj ,wℓ,njℓ)|Γjℓ
≡ Hi(wjℓ,wℓj,njℓ), i = 1, 2, 3, 4, numerického toku na straně

Γjℓ vyjádř́ıme ve tvaru

Hi(wjℓ,wℓj,njℓ) = ℓ
T
jℓ(x)Hi(∆jℓ(t),∆ℓj(t),njℓ),

kde Hi(∆jℓ(t),∆ℓj(t),njℓ) je sloupcový vektor délky q + 1 o složkách

Hiα(∆jℓ(t),∆ℓj(t),njℓ) = Hi

(

∆̄jℓ
α (t), ∆̄

ℓj
̺(α)(t),njℓ

)

,

a

∆̄jℓ
α (t) =

(

∆jℓ
1α(t),∆

jℓ
2α(t),∆

jℓ
3α(t),∆

jℓ
4α(t)

)T

,

∆̄
ℓj
̺(α)(t) =

(

∆ℓj
1̺(α)(t),∆

ℓj
2̺(α)(t),∆

ℓj
3̺(α)(t),∆

ℓj
4̺(α)(t)

)T

,































α = 1, 2, . . . , q + 1.
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Pak
∫

Γjℓ

Hi(wj,wℓ,njℓ)ϕ
j
i dS = [Θjℓ

i ]
TMjℓHi(∆jℓ(t),∆ℓj(t),njℓ), (4.7)

kde

Mjℓ =

∫

Γjℓ

ℓjℓ[ℓjℓ]
T dS. (4.8)

Prostřednictv́ım stran Γjℓ lež́ıćıch na hranici uplatńıme okrajové podmı́nky. Pro stranu
Γjℓ lež́ıćı na vtoku ΓI nebo na výtoku ΓO použijeme numerický tok H(wjℓ,wℓj,njℓ) pro
vhodně zvolenou funkci wℓj. Na stěně je účelněǰśı pracovat př́ımo s tokem P(wj ,njℓ).

Jestliže strana Γjℓ lež́ı na vtoku ΓI nebo na výtoku ΓO, použijeme (4.7) s t́ım, že
některé z primitivńıch proměnných ̺jℓ(x

jℓ
α , t), ujℓ(x

jℓ
α , t), vjℓ(x

jℓ
α , t) a pjℓ(x

jℓ
α , t) předeṕı-

šeme a jiné extrapolujeme, viz tabulka 3.1. Z primitivńıch proměnných pak sestav́ıme
konzervativńı proměnné a ty dosad́ıme do ∆ℓj

iα(t). Tak třeba pro podzvukové prouděńı na
vtoku předeṕı̌seme hustotu a obě rychlosti, tlak extrapolujeme. Nejdř́ıve tedy urč́ıme

pjℓα (t) = (γ − 1)

(

∆jℓ
4α(t)−

[∆jℓ
2α(t)]

2 + [∆jℓ
3α(t)]

2

∆jℓ
1α(t)

)

a pak dopoč́ıtáme

∆ℓj
1α(t) = ¯̺(xjℓ

α , t), ∆ℓj
2α(t) = ¯̺(xjℓ

α , t)ū(x
jℓ
α , t), ∆ℓj

3α(t) = ¯̺(xjℓ
α , t)v̄(x

jℓ
α , t),

∆ℓj
4α(t) =

pjℓα (t)

γ − 1
+

1

2
¯̺(xjℓ

α , t)
(

[ū(xjℓ
α , t)]

2 + [v̄(xjℓ
α , t)]

2
)

.

Na stěně vn = un1 + vn2 = 0. Odtud a z (3.9), (3.2) plyne, že

P(w,n) = (0, pn1, pn2, 0)
T .

Podobně jako pro vnitřńı strany odvod́ıme

∫

Γjℓ

Hi(wjℓ,wℓj,njℓ)ϕ
j
i dS

def

=

∫

Γjℓ

Pi(wjℓ,njℓ)ϕ
j
i dS = [Θjℓ

i ]
TMjℓPi(∆jℓ(t),njℓ), (4.9)

kde Pi(∆jℓ(t),njℓ) je sloupcový vektor délky q + 1 o složkách

Piα(∆jℓ(t),njℓ) = Pi

(

∆̄jℓ
α (t),njℓ

)

, α = 1, 2, . . . , q + 1.

Součet křivkových integrál̊u po hranici trojúhelńıka Tj zaṕı̌seme ve tvaru

∑

ℓ∈S(j)

∫

Γjℓ

Hi(wj ,wℓ,njℓ)ϕ
j
i dS =

∑

ℓ∈S(j)

[

Θ
jℓ
i

]T

MjℓHi(∆j(t),∆ℓ(t)), (4.10)

kde
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Hi(∆j(t),∆ℓ(t)) =

{

Hi(∆jℓ(t),∆ℓj(t),njℓ)

Pi(∆jℓ(t),njℓ)
pro

{

Γjℓ /∈ ΓW ,

Γjℓ ∈ ΓW .
(4.11)

Ke každé straně Γjℓ sestroj́ıme matici Ejℓ typu (n,q+1) takovou, aby

[

Θ
jℓ
i

]T
=
[

Θ
j
i

]T
Ejℓ. (4.12)

Matici Ejℓ sestroj́ıme takto:

1. matici Ejℓ typu (n, q + 1) vynulujeme;

2. pro α = 1, 2, . . . , q+1 urč́ıme index β(α) takový, že xj
β(α) ≡ xjℓ

α , a do pozice (β(α), α)

matice Ejℓ vlož́ıme jedničku, tj. Ejl(β(α), α) = 1.

Pomoćı (4.12) přeṕı̌seme rovnost (4.10) do tvaru

∑

ℓ∈S(j)

∫

Γjℓ

Hjℓ
i (wj ,wℓ,njℓ)ϕ

j
i dS =

[

Θ
j
i

]T ∑

ℓ∈S(j)

EjℓMjℓHi(∆j(t),∆ℓ(t)). (4.13)

Dosad́ıme-li do (4.2) z (4.3), (4.5) a (4.13), dostaneme

[

Θ
j
i

]T
[

Mj∆̇
j
i − Sj

xFi(∆j)− Sj
yGi(∆j) +

∑

ℓ∈S(j)

EjℓMjℓHi(∆j ,∆ℓ)
]

= 0.

Protože vektor parametr̊u Θ
j
i je libovolný, obdrž́ıme soustavu obyčejných diferenciálńıch

rovnic

∆̇
j
i = F

j
i (∆), i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, . . . , NT , (4.14)

kde

F
j
i (∆) = M−1

j

[

Sj
xFi(∆j) + Sj

yGi(∆j)−
∑

ℓ∈S(j)

EjℓMjℓHi(∆j,∆ℓ)
]

. (4.15)

4.1.2. Efektivńı vyjádřeńı elementárńıch matic. Vrcholy trojúhelńıka Tj označme
jako v

j
k, k = 1, 2, 3. Necht’ T je referenčńı trojúhelńık v rovině proměnných r, s, jehož

vrcholy jsou body v1 = [−1,−1], v2 = [1,−1], v3 = [−1, 1]. Jestliže r = (r, s)T , pak
(

xj(r, s)

yj(r, s)

)

≡ xj(r) =
1
2
(vj

2 + v
j
3) +

1
2

(

v
j
2 − v

j
1 v

j
3 − v

j
1

)

r (4.16)

je zobrazeńı trojúhelńıka T na trojúhelńık Tj, přičemž v
j
k = xj(vk), k = 1, 2, 3,

Jj =
1
2

(

v
j
2 − v

j
1 v

j
3 − v

j
1

)

je Jacobiho matice zobrazeńı xj a Jj = detJj je jakobián. Zřejmě
∫

Tj

dx =

∫

T

|Jj| dr = 2|Jj|, takže |Jj| = 1
2
|Tj|,
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kde |Tj| je plocha trojúhelńıka Tj . Inverzńı zobrazeńı k zobrazeńı xj(r) je

(

rj(x, y)

sj(x, y)

)

≡ rj(x) = J−1
j (x− 1

2
(vj

2 + v
j
3)). (4.17)

Jestliže

Jj =

(

xjr xjs
yjr yjs

)

, pak J−1
j =

(

rjx rjy
sjx sjy

)

=
1

Jj

(

yjs −xjs
−yjr xjr

)

, (4.18)

kde dolńı index x resp. y resp. r resp. s znač́ı parciálńı derivaci podle x resp. y resp. r
resp. s. Vzhledem k linearitě zobrazeńı x(r) jsou xjr, x

j
s, y

j
r , y

j
s, r

j
x, r

j
y, s

j
x, s

j
y konstanty.

Necht’ {ℓα(r)}nα=1 je báze v prostoru P2
q (r) polynomů stupně q, tvořená Lagrangeovými

fundamentálńımi polynomy stupně q na vhodně zvolené množině uzl̊u {rα}nα=1, tj.

ℓα(rβ) =

{

1 pro α = β,
0 pro α 6= β,

α, β = 1, 2, . . . , n.

Uzly xj
α a bázové funkce ℓjα na trojúhelńıku Tj jsou určeny pomoćı uzl̊u rα a bázových

funkćı ℓα na referenčńım trojúhelńıku T prostřednictv́ım transformaćı (4.16) a (4.17),

xj
α = xj(rα), ℓjα(x) = ℓα(rj(x)), α = 1, 2, . . . , n.

Rozložeńı uzl̊u může být rovnoměrné: uzly na stranách děĺı každou stranu na q stejných
d́ılk̊u, vnitřńı uzly dostaneme jako pr̊useč́ıky spojnic uzl̊u na stranách, v obrázku 4.1 jsou
rovnoměrně rozložené uzly vyznačeny pomoćı plných koleček.

Obr. 4.1: Rovnoměrné a optimalizované rozložeńı uzl̊u, q = 5, n = 21
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Optimalizovanou volbu uzl̊u lze naj́ıt třeba v [26], str 174–181, v obrázku 4.1 jsou opti-
malizované uzly vyznačeny pomoćı čtverečk̊u. Všimněte si, že optimalizované uzly jsou k
vrchol̊um trojúhelńıka bĺıže než odpov́ıdaj́ıćı uzly rovnoměrného děleńı. Ukázku optima-
lizovaných uzl̊u na referenčńım trojúhelńıku nab́ıźı obrázek 4.2.
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Obr. 4.2: Optimalizovaná śıt’ uzl̊u na referenčńım trojúhelńıku T pro q = 4, 6, 8, 10
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Obr. 4.3: Uzly na trojúhelńıku Tj , q = 4, n = 15

Necht’ {pα(r)}nα=1 jsou ortonormálńı polynomy na referenčńım trojúhelńıku T , tj. plat́ı

∫

T

pα(r)pβ(r) dr =

{

1 pro α = β,
0 pro α 6= β.
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Ortogonálńı polynomy {pα(r, s)}nα=1 dostaneme Grammovou-Schmidtovou ortonormali-
zaćı polynomů

{

rαsβ
}

0≤α+β≤q
. Efektivńı konstrukce ortonormálńıch polynomů založená

na použit́ı Jacobiho polynomů
{

P
(α,β)
i (r)

}n

i=0
je detailně popsána v [26], strana 173.

Označme

ℓ(r) = (ℓ1(r), ℓ2(r), . . . , ℓn(r))
T , p(r) = (p1(r), p2(r), . . . , pn(r))

T .

Protože pα(r) =
∑n

β=1 pα(rβ)ℓβ(r),

p(r) = VTℓ(r) (4.19)

kde

V =











p1(r1) p2(r1) · · · pn(r1)
p1(r2) p2(r2) · · · pn(r2)

...
...

...
...

p1(rn) p2(rn) · · · pn(rn)











je zobecněná Vandermondova matice funkćı {pα(r)}nα=1. Protože

∫

T

ℓ(r)ℓT (r) dr =

∫

T

V−Tp(r)
[

V−Tp(r)
]T

dr = V−T

∫

T

p(r)p(r)Tdr V−1 =

= V−TV−1 = (VVT )−1.

Odtud a z (4.4) dostaneme

Mj =
1
2
|Tj |(VVT )−1. (4.20)

Také matice Sj
x a Sj

y vyjádř́ıme s pomoćı ortonormálńıch polynomů. Na základě pra-
vidla o derivováńı složené funkce plat́ı

∂

∂x

∣

∣

∣

Tj

=
∂

∂r

∂rj
∂x

+
∂

∂s

∂sj
∂x

= rjx
∂

∂r
+ sjx

∂

∂s
,

∂

∂y

∣

∣

∣

Tj

=
∂

∂r

∂rj
∂y

+
∂

∂sj

∂s

∂y
= rjy

∂

∂r
+ sjy

∂

∂s
.

Proto

Sj
x =

∫

Tj

∂ℓj(x)

∂x
ℓTj (x) dx = 1

2
|Tj|

[

rjx

∫

T

∂ℓ(r)

∂r
ℓT (r) dr+ sjx

∫

T

∂ℓ(r)

∂s
ℓT (r) dr

]

,

Sj
y =

∫

Tj

∂ℓj(x)

∂y
ℓTj (x) dx = 1

2
|Tj|

[

rjy

∫

T

∂ℓ(r)

∂r
ℓT (r) dr+ sjy

∫

T

∂ℓ(r)

∂s
ℓT (r) dr

]

.

V daľśım se věnujme vyjádřeńı integrál̊u. Protože

∂pα(r)

∂r
=

n
∑

β=1

∂pα(rβ)

∂r
ℓβ(r),
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dostaneme

∂p(r)

∂r
= VT

r ℓ(r), (4.21)

kde

Vr =



























∂p1(r1)

∂r

∂p2(r1)

∂r
· · · ∂pn(r1)

∂r

∂p1(r2)

∂r

∂p2(r2)

∂r
· · · ∂pn(r2)

∂r
...

...
...

...

∂p1(rn)

∂r

∂p2(rn)

∂r
· · · ∂pn(rn)

∂r



























je zobecněná Vandermondova matice funkćı {∂pα(r)/∂r}nα=1. Ze (4.19) a (4.21) dostaneme

∂ℓ(r)

∂r
= V−T ∂p(r)

∂r
= V−TVT

r ℓ(r) = (VrV
−1)TV−Tp(r),

takže
∫

T

∂ℓ(r)

∂r
ℓT (r) dr =

∫

T

(VrV
−1)TV−Tp(x)

(

V−Tp(x)
)T

dr =

(VrV
−1)TV−T

∫

T

p(x)pT (x) dr V−1 = (VrV
−1)T (VVT )−1.

Podobně odvod́ıme
∫

T

∂ℓ(r)

∂s
ℓT (r) dr = (VsV

−1)T (VVT )−1,

kde

Vs =



























∂p1(r1)

∂s

∂p2(r1)

∂s
· · · ∂pn(r1)

∂s

∂p1(r2)

∂s

∂p2(r2)

∂s
· · · ∂pn(r2)

∂s
...

...
...

...

∂p1(rn)

∂s

∂p2(rn)

∂s
· · · ∂pn(rn)

∂s



























je zobecněná Vandermondova matice funkćı {∂pα(r)/∂s}nα=1. Celkem tedy

Sj
x = 1

2
|Tj |(rjxSr + sjxSs), Sj

y =
1
2
|Tj|(rjySr + sjySs),

kde

Sr = (VrV
−1)T (VVT )−1, Ss = (VsV

−1)T (VVT )−1,

(4.22)
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Pro matice M−1
j Sj

x a M−1
j Sj

y z pravé strany (4.15) soustavy (4.14) tak dostaneme

M−1
j Sj

x = rjxDr + sjxDs, M−1
j Sj

y = rjyDr + sjyDs,

kde

Dr = VVT
r (VVT )−1, Ds = VVT

s (VVT )−1.

(4.23)

Dále se věnujme vyjádřeńı matic Mjℓ. Úsečku Γjℓ s koncovými body v1 a v2 lze popsat
pomoćı zobrazeńı

x̄jℓ(r) =
1
2
[v1 + v2 + (v2 − v1)r], r ∈ [−1, 1]. (4.24)

Odtud

Mjℓ =

∫

Γjℓ

ℓjℓ(x)ℓ
T
jℓ(x) dS = 1

2
|Γjℓ|

∫ 1

−1

ℓ̄(r)ℓ̄ T (r) dr.

Zde |Γjℓ| = |v2−v1| je délka úsečky Γjℓ a ℓ̄(r) = (ℓ̄1(r), ℓ̄2(r), . . . , ℓ̄q+1(r))
T , kde {ℓ̄α(r)}N+1

α=1

jsou Lagrangeovy fundamentálńı polynomy stupně q na množině uzl̊u {r̄α}q+1
α=1. Plat́ı

přitom, že

xjℓ
α = x̄jℓ(r̄α), ℓjℓα (x̄jℓ(r)) = ℓα(r), α = 1, 2, . . . , q + 1.

Necht’ {p̄α(r)}q+1
α=1 jsou normalizované Legendrovy polynomy na úsečce [−1, 1] , tj. plat́ı

∫ 1

−1

p̄α(r)p̄β(r) dr =

{

1 pro α = β,
0 pro α 6= β,

α, β = 1, 2, . . . , q + 1,

a necht’

V̄ =











p̄1(r̄1) p̄2(r̄1) · · · p̄q+1(r̄1)
p̄1(r̄2) p̄2(r̄2) · · · p̄q+1(r̄2)

...
...

...
...

p̄1(r̄q+1) p̄2(r̄q+1) · · · p̄q+1(r̄q+1)











je zobecněná Vandermondova matice funkćı {p̄α(r)}q+1
α=1. Dále už postupujeme obdobně

jako u vyjádřeńı matice Mj a obdrž́ıme

Mjℓ =
1
2
|Γjℓ|(VVT )−1. (4.25)

Pravá strana (4.15) soustavy (4.14) obsahuje matice

M−1
j EjℓMjℓ =

2

|Tj|
VVTEjℓMjℓ.

Necht’ Γjℓ ≡ Γj
k pro nějaké k ∈ {1, 2, 3}, tj. k = k(j, ℓ) je lokálńı č́ıslo strany Γjℓ na

trojúhelńıku Tj . Pak Ejℓ ≡ Ek(j,ℓ) a

M−1
j EjℓMjℓ =

|Γjℓ|
|Tj|

Bk(j,ℓ), kde Bk(j,ℓ) = VVTEk(j,ℓ)(VVT )−1. (4.26)
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Pro ilustraci se vrát́ıme k situaci na obrázku 4.3. Pro k(j, ℓ) = 1 dostaneme

ET
1 =













1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1













.

Označ́ıme-li VVT ≡ Z = (z1, z2, . . . , zn), pak

VVTE1 = (z1, z6, z10, z13, z15).

Podobně odvod́ıme, že VVTE2 = (z15, z14, z12, z9, z5) a VVTE3 = (z5, z4, z3, z2, z1).
Pravou stranu F

j
i soustavy (4.14) můžeme pomoćı (4.15), (4.23) a (4.26) vyjádřit ve

tvaru

F
j
i (∆)=(rjxDr+s

j
xDs)Fi(∆j)+(rjyDr+s

j
yDs)Gi(∆j)−

∑

ℓ∈S(j)

|Γjℓ|
|Tj|

Bk(j,ℓ)Hi(∆j,∆ℓ). (4.27)

Matice Dr,Ds,B1,B2,B3 sestav́ıme jen jednou. Geometrická data specifická pro každý
trojúhelńık Tj , j = 1, 2, . . . , NT , jsou r

j
x, r

j
y, s

j
x, s

j
y, |Tj|, |Γjℓ| a k(j, ℓ), ℓ = 1, 2, 3.

Soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic (4.14) s pravými stranami (4.27) zaṕı̌seme
ve tvaru

∆̇ = F(∆),

kde F(∆) = ([F 1(∆)]T , [F2(∆)]T , . . . , [FNT
(∆)]T )T , (4.28)

F j(∆) = (
[

F
j
1(∆)

]T
,
[

F
j
2(∆)

]T
,
[

F
j
3(∆)

]T
,
[

F
j
4(∆)

]T
)T , j = 1, 2, . . . , NT .

4.2. Časová diskretizace užit́ım Rungových-Kuttových metod

Soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic (4.28) řeš́ıme pomoćı Rungovy-Kuttovy
metody známé pod zkratkou SSP-RK (podle anglického strong stability preserving Runge-
Kutta), viz [26]. SSP-RK metodu poṕı̌seme pro rovnici

dw

dt
= F(t,w).

Necht’ wk je přibližné řešeńı v čase tk a τk je délka kroku. Pak s-stupňová SSP-RK metoda
je tvaru

v0 = wk,

vi =

i−1
∑

j=0

[aijvj + τkbijF(tk + cjτk,vj ] , i = 1, 2, . . . , s,

wk+1 = vs.

(4.29)
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Jako př́ıklad uvedeme dvě SSP-RK metody, daľśı lze dohledat v [26], [47]. Dvoustupňová
SSP-RK metoda řádu 2 je tvaru

v0 = wk,

v1 = v0 + τkF(tk,v0),

v2 =
1
2
[v0 + v1 + τkF(tk + τk,v1)] ,

wk+1 = v2

a tř́ıstupňová SSP-RK metoda řádu 3 je dána předpisem

v0 = wk,

v1 = v0 + τkF(tk,v0),

v2 =
1
4
[3v0 + v1 + τkF(tk + τk,v1)] ,

v3 =
1
3

[

v0 + 2v2 + 2τkF(tk +
1
2
τk,v2)

]

,

wk+1 = v3.

Délku časového kroku τk voĺıme tak, aby byla splněna CFL podmı́nka typu (3.102).
Využijeme toho, že pro Eulerovy rovnice |λmax(w,n)| = |un1 + vn2|+ a. CFL podmı́nka,
konkrétně pro Rusakov̊uv numerický tok (3.101), pak znamená zvolit τk tak, aby

τk
|Γjℓ|
|Tj |

(

∣

∣

[

ujℓα
]k
njℓ
1 +

[

vjℓα
]k
njℓ
2

∣

∣+
[

ajℓα
]k
)

≤ CCFL, (4.30)

kde j = 1, 2, . . . , NT , ℓ ∈ S(j), α = 1, 2, . . . , q + 1,

̺jℓα = ∆jℓ
1α, ujℓα =

∆jℓ
2α

̺jℓα
, vjℓα =

∆jℓ
3α

̺jℓα
,

pjℓα = (γ − 1)(∆jℓ
4α − 1

2
(̺jℓα (

[

ujℓα
]2

+
[

vjℓα
]2
))), ajℓα =

√

γpjℓα

̺jℓα

a kde horńı index k v (4.30) znač́ı přibližné řešeńı v čase tk. Pro CFL konstantu CCFL je
v [10] doporučena volba

CCFL =
1

2q + 1
.

Pro ostatńı numerické toky voĺıme v (4.30) hodnoty ujℓα , v
jℓ
α a ajℓα v souladu s textem

upřesňuj́ıćım CFL podmı́nku (3.102).

4.3. Potlačeńı nežádoućıch oscilaćı

Metody vyšš́ıch řád̊u vyvolávaj́ı v mı́stech prudkých změn přesného řešeńı falešné
(nefyzikálńı) oscilace. Pozorovat je můžeme zejména v okoĺı rázových vln a kontaktńıch
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nespojitost́ı. Vznik falešných oscilaćı se označuje jako Gibbs̊uv jev. Nežádoućı oscilace
lze potlačit pomoćı techniky označované anglicky jako slope limiting. Mı́sto doslovného
překladu omezováńı sklonu budeme použ́ıvat termı́n limitováńı. Kvalitńı limitovaćı tech-
nika je popsána v [49], jej́ı implementace viz [26]. My se omeźıme na jednoduchou strategíı
limitováńı, kterou zavedl Cockburn, viz [9]. Protože limitováńı souviśı jen s prostorovou
proměnnou, závislost př́ıslušných veličin na čase vypust́ıme.

Necht’ v je po částech polynomická funkce, na kterou chceme aplikovat limiter Π,
a necht’ uj = Πvj , kde vj = v|Tj

, je výsledek limitováńı na trojúhelńıku Tj . Symbolem
v1j označ́ıme ortogonálńı projekci vj do prostoru polynomů stupně jedna. Budeme před-
pokládat, že vj má na trojúhelńıku falešné oscilace, právě když je na něm má v1j . Necht’

Π1 je limiter pro funkce po částech lineárńı. Limitováńı funkce vj provedeme takto:

(a) urči wj = Π1v1j ,

(b) jestliže wj = v1j , pak uj = vj , (4.31)

(c) jinak uj = wj.

Ukažme si, jak źıskáme ortogonálńı projekci v1j . Pomoćı lagrangeovské báze {ℓα(r)}nα=1

a ortonormálńı báze {pα(r)}nα=1 odvod́ıme

vj(x) =

n
∑

α=1

∆j
αℓ

j
α(x) =

n
∑

α=1

∆j
αℓα(rj(x)) = ∆T

j ℓ(rj(x)) = δ
T
j p(rj(x)) =

n
∑

α=1

δjαpα(rj(x)).

Protože p(r) = VTℓ(r), viz (4.19), dostaneme

∆T
j ℓ(rj(x)) = δ

T
j p(rj(x)) = δ

T
j V

Tℓ(rj(x)) = (Vδj)
Tℓ(rj(x)),

takže

∆j = Vδj. (4.32)

Předpokládejme, že p1(r) = p1 je konstanta, p2(r) = p2(r) je lineárńı funkce proměnné r
a p3(r) = p3(s) je lineárńı funkce proměnné s. Pak

v1j (x) =

3
∑

α=1

δjαpα(rj(x)), (4.33)

kde (δj1, δ
j
2, δ

j
3, . . . , δ

j
n)

T = δj = V−1∆j .
Všimněte si, že pr̊uměrná hodnota v̄j funkce vj na trojúhelńıku Tj ,

v̄j =
1

|Tj|

∫

Tj

vj(x) dx =
|Jj|
|Tj |

∫

T

v(r) dr =
1

2

∫

T

n
∑

α=1

δjαpα(r) dx =
1

2

∫

T

δj1p1 dr = δj1p1,

je rovněž pr̊uměrnou hodnotou v̄1 funkce v1.
Přejděte nyńı už ke konstrukci limiteru Π1 pro funkci po částech lineárńı. Začneme

t́ım, že definujeme tzv. minmod funkci předpisem

minmod(a1, a2, . . . , ap) = smin(|a1|, |a2|, . . . , |ap|), (4.34)
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kde

s =











1, když a1 > 0, a2 > 0, . . . , ap > 0,

−1, když a1 < 0, a2 < 0, . . . , ap < 0,

0 jinak.

(4.35)

V daľśım výkladu budeme použ́ıvat značeńı uvedené na obrázku 4.4. Tedy, uvažujme
trojúhelńık T0 a tři přilehlé trojúhelńıky T1, T2, T3. Body b0,b1,b2,b3 jsou těžǐstě troj-
úhelńık̊u T0, T1, T2, T3 a m1,m2,m3 jsou středy stran trojúhelńıka T0.

Vektor
−−−→
b0mi, i = 1, 2, 3, vyjádř́ıme pomoćı vektor̊u

−−→
b0bi a

−−−−→
b0b̺(i) , kde ̺(i) ∈ {1, 2, 3},

̺(i) 6= i, tj.

−−−→
b0mi = αi

−−→
b0bi + βi

−−−−→
b0b̺(i).

Vektor
−−−−→
b0b̺(i) přitom zvoĺıme tak, aby konstanty αi, βi byly nezáporné. Pro př́ıpad

z obrázku 4.4 je ̺(1) = 2, ̺(2) = ̺(3) = 1. Konkrétně pro vektor
−−−→
b0m1 tak dostaneme

m1 − b0 = α1(b1 − b0) + β1(b2 − b0).

T0

T1

T3

T2

b0

b1

b3

b2

m1

m3

m2

Obr. 4.4: Lineárńı limiter na trojúhelńıku T0: označeńı

Necht’ v je lineárńı funkce, tj. stejná na každém z trojúhelńık̊u Ti, i = 0, 1, 2, 3. Pak
zřejmě

v(m1)− v(b0) = α1(v(b1)− v(b0)) + β1(v(b2)− v(b0)),

a protože
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v̄i :=
1

|Ti|

∫

Ti

v dx = v(bi), i = 0, 1, 2, 3, (4.36)

plat́ı

v(m1)− v̄0 = α1(v̄1 − v̄0) + β1(v̄2 − v̄0) nebo-li v01 = v̄01,

kde

v01 := v(m1)− v̄0, v̄01 := α1(v̄1 − v̄0) + β1(v̄2 − v̄0).

V souladu s obrázkem 4.4 podobně dostaneme

v02 := v(m2)− v̄0, v̄02 := α2(v̄2 − v̄0) + β2(v̄1 − v̄0),

v03 := v(m3)− v̄0, v̄03 := α3(v̄3 − v̄0) + β3(v̄1 − v̄0).

Souhrnně tedy

v0i = v(mi)− v̄0, v̄0i = αi(v̄i − v̄0) + βi(v̺̄(i) − v̄0), i = 1, 2, 3. (4.37)

Po této př́ıpravě můžeme přistoupit k popisu limiteru. Necht’ v je po částech lineárńı
funkce, tj. na každém z trojúhelńık̊u Ti, i = 0, 1, 2, 3, je v obecně jiná. Na trojúhelńıku T0
vyjádř́ıme

v(x) =

3
∑

i=1

v(mi)ϕi(x) = v̄0 +

3
∑

i=1

v0iϕi(x), x ∈ T0,

kde ϕi jsou lineárńı funkce s vlastnost́ı

ϕi(mj) =

{

1 pro i = j,

0 pro i 6= j,
i, j = 1, 2, 3.

Necht’

∆i = minmod(v0i, µv̄0i), i = 1, 2, 3, (4.38)

kde µ ∈ [1, 2] je volitelný parametr, v [10] je doporučena hodnota µ = 1,5. Jestliže
∑3

i=1∆i = 0, limiter Π1 definujeme předpisem

Π1v(x) = v̄0 +

3
∑

i=1

∆iϕi(x). (4.39)

Takto definovaný limiter splňuje tři charakteristické vlastnosti.

1. Plat́ı
”
zákon zachováńı“ Π1v = v̄0. Skutečně, protože Π1v(b0) = v(b0),

∫

T0

Π1v(x) dx = |T0|Π1v(b0) = |T0|v(b0) =

∫

T0

v(x) dx.
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2. Limiter
”
zachovává“ lineárńı funkci, tj. pro lineárńı funkci Π1v = v. Skutečně, když

je v lineárńı, pak ∆i = v0i = v(mi)− v̄0, odtud Πv(mi) = v(mi), i = 1, 2, 3, a tedy
Π1v = v.

3. Limiter omezuje gradient, tj. |∇Π1v| ≤ |∇v|. Tak tomu skutečně je, jak plyne z ne-
rovnost́ı |Π1v(mi)− v̄0| = |∆i| ≤ |v(mi)− v̄0|, i = 1, 2, 3.

Pro lineárńı funkci v je limiter Π1v definován předpisem (4.39), nebot’ pro lineárńı funkci
∑3

i=1[v(mi)− v(b0)] ≡
∑3

i=1∆i = 0.

Jestliže
∑3

i=1∆i 6= 0 spočteme

∆+ =
3
∑

i=1

∆+
i , ∆− =

3
∑

i=1

∆−
i ,

kde ∆+
i = max(0,∆i), ∆

−
i = min(0,∆i), i = 1, 2, 3. Když ∆+ = 0 (lokálńı maximum) nebo

∆− = 0 (lokálńı minimum), klademe Π1v(x) = v̄0. Jinak urč́ıme

θ+ = min
(

1, |∆−|/∆+
)

, θ− = min
(

1,∆+/|∆−|
)

,

a limiter Π1 definujeme předpisem

Π1v(x) = v̄0 +
3
∑

i=1

∆̂iϕi(x), (4.40)
kde

∆̂i = θ+∆+
i + θ−∆−

i , i = 1, 2, 3.

Protože
∑3

i=1 ∆̂i = 0, limiter (4.40) splňuje prvńı a třet́ı z výše uvedených charakteris-
tických vlastnost́ı.

V [10] je doporučeno provádět limitováńı v lokálńıch charakteristických proměnných.
Následuje stručný popis takového postupu.

Necht’ v = (v1, v2, v3, v4)
T je vektor konzervativńıch proměnných. Nejdř́ıve urč́ıme

vektory v̄i = v(bi), i = 0, 1, 2, 3, viz (4.36). Pak pro každé i = 1, 2, 3 postupně

(a) sestav́ıme matici Ti vlastńıch vektor̊u Jacobiho matice P(v̄0,ni), viz (3.10), kde
jednotkový směrový vektor ni = (mi − b0)/|mi − b0|;

(b) sestroj́ıme vektory v0i = v(mi)− v̄0, v̄0i = αi(v̄i − v̄0) + βi(v̺̄(i) − v̄0), viz (4.37);

(c) aplikaćı limiteru (4.38) na k-tou složku vektor̊u v∗
0i := T−1

i v0i a v̄∗
0i := T−1

i v̄0i

dostaneme ∆∗i
k , k = 1, 2, 3, 4, sestav́ıme vektor ∆∗

i = (∆∗i
1 ,∆

∗i
2 ,∆

∗i
3 ,∆

∗i
4 )

T a polož́ıme
∆i = Ti∆

∗
i.

Dále postupujeme zase po složkách, tj. postupně pro k = 1, 2, 3, 4 spočteme Π1vk pomoćı
k-tých složek ∆1

k,∆
2
k,∆

3
k vektor̊u ∆1, ∆2, ∆3, a pak podle algoritmu (4.31) sestav́ıme

Πvk. Tak dostaneme u = Πv = (Πv1,Πv2,Πv3,Πv4)
T .

Vektorový limiter Π zařad́ıme do SSP-RK metody (4.29) takto:

v0 = wk,

vi =

i−1
∑

j=0

[aijvj + τkbijF(tk + cjτk,vj)] ,vi = Πvi, i = 1, 2, . . . , s,

wk+1 = vs.

(4.41)
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4.4. 1D Eulerovy rovnice

řeš́ıme pro x ∈ [0, ℓ]. Necht’ 0 ≡ x0 < x1 < · · · < xN ≡ ℓ je děleńı intervalu [0, ℓ]
na N subinterval̊u Dj = [xj−1, xj ] délky hj = xj − xj−1, j = 1, 2, . . . , N . Přibližné řešeńı

na Dj je polynom stupně q, tj. wj
i (x, t) =

∑n
i=1∆

j
iα(t)ℓ

j
α(x), kde i = 1, 2, 3 jsou č́ısla

složek a ℓjα jsou Lagrangeovy fundamentálńı polynomy př́ıslušné uzl̊um {xjα}nα=1 děleńı
xj−1 ≡ xj1 < xj2 < · · · < xjn ≡ xj , n = q + 1.

Ortonomálńı polynomy pα(r), α = 1, 2, . . . , n, na referenčńım intervalu [−1, 1] jsou
normalizované Legendrovy polynomy definované rekurenćı

cα+1pα+2(r) = rpα+1(r)− cαpα(r), cα =

√

α2

(2α− 1)(2α+ 1)
, α = 1, 2, . . . , n− 2,

kde p1(r) =
1√
2
, p2(r) =

√

3

2
r.

Na referenčńım intervalu [−1, 1] zvoĺıme děleńı −1 ≡ r1 < r2 < · · · < rn ≡ 1, kde
rα, α = 1, 2, . . . , n, jsou uzly Gaussovy-Lobattovy formule, tj. rα jsou kořeny polynomu
(1− r2)p′n(r). Pomoćı zobrazeńı xj : D → Dj, xj(r) =

1
2
(xj−1+ xj + hjr), j = 1, 2, . . . , N ,

voĺıme xjα = xj(rα), α = 1, 2, . . . , n. Označme

∆
j
i =















∆j
i1

∆j
i2

...

∆j
in















, ∆j =









∆
j
1

∆
j
2

∆
j
3









, ∆̄j
α =









∆j
1α

∆j
2α

∆j
3α









,

i = 1, 2, 3,

j = 1, 2, . . . , N,

α = 1, 2, . . . , n.

Podobně jako pro 2D Eulerovy rovnice odvod́ıme

∆̇
j
i =

2

hj

[

DjFi(∆j) +Hi(∆̄
j−1
n , ∆̄j

1)v1 −Hi(∆̄
j
n, ∆̄

j+1
1 )vn

]

, (4.42)

kde Dj = (VVr)
T (VVT )−1,

V =











p1(r1) p2(r1) · · · pn(r1)
p1(r2) p2(r2) · · · pn(r2)

...
...

...
...

p1(rn) p2(rn) · · · pn(rn)











, Vr =











p′1(r1) p′2(r1) · · · p′n(r1)
p′1(r2) p′2(r2) · · · p′n(r2)

...
...

...
...

p′1(rn) p′2(rn) · · · p′n(rn)











,

Fi(∆j) = (fi(∆̄
j
1), fi(∆̄

j
2), . . . , fi(∆̄

j
n))

T , v1 je prvńı a vn posledńı sloupec matice VVT .
Pro q = 0 a x1 = 0 je n = 1, Vr = 0 a tedy Dj = 0, dále v1 ≡ vn = 1

2
, takže (4.42)

neńı nic jiného než prostorová diskretizace metodou konečných objemů.
Limitováńı provedeme na bázi algoritmu (4.31), limiter Π1 pro 1D úlohu ale voĺıme

jinak než ve 2D, viz [9], [26]. Závislost na čase opět nebudeme explicitně vyznačovat.
Necht’ tedy vj je jedna z funkćı wj

i , i = 1, 2, 3. Označ́ıme

v−j = v̄j −minmod(v̄j − vj1, v̄j − v̄j−1, v̄j+1 − v̄j),

v+j = v̄j +minmod(vjn − v̄j , v̄j − v̄j−1, v̄j+1 − v̄j),
(4.43)
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kde v̄j je pr̊uměrná hodnota vj na Dj a vj1 = vj(x
j
1), v

j
n = vj(x

j
n). Jestliže v

−
j = vj1

a současně v+j = vjn, pak limitováńı neprovedeme, tj. Π1vj = vj . V opačném př́ıpadě
limitujeme, tj.

Π1vj = v̄j + (x− x̄j) ·minmod
(

[v1j ]
′
x, (v̄j − v̄j−1)/hj, (v̄j+1 − v̄j)/hj

)

, (4.44)

kde x̄j =
1
2
(xj−1+xj) a v

1
j je ortogonálńı projekce vj do prostoru polynomů stupně jedna.

Pro vj = wj
i lze odvodit, že

v̄j = δji1 [v1j ]
′
x =

√
6

hj
δji2,

kde (δji1, δ
j
i2, . . . , δ

j
in)

T ≡ δji = V−1∆
j
i . Časovou diskterizaci provedeme podle (4.41).

Pro ilustraci uvažujeme řešeńı Sod shock tube problému, viz př́ıklad 2.12. Na obrázku
4.5: tečky jsou hodnoty DGM řešeńı ve středech interval̊u, tenká čára je přesné řešeńı.
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1

,20

Obr. 4.5: Sod shock tube problém, hustota, Rusakov̊uv tok, q = 8, N = 250

Výpočet byl proveden pomoćı mı́rně modifikovaných programů programů CDF1D Hestha-
vena, viz [26]. Experimentováńı prokázalo, že pro řešeńı SST problému nemá smysl použ́ıvat
DGM př́ılǐs vysokých řád̊u. Zcela postač́ı metoda řádu q = 1 a limitováńı (4.44) na
každém subintervalu, tj. bez ohledu na test (4.43). Výsledek takového výpočtu je uveden
na obrázku 4.6. Tentokrát zobrazujeme plně limitovanou hustotu jako po částech lineárńı
funkci, tečky jsou hodnoty v koncových bodech úseček, kv̊uli větš́ı názornosti zobrazujeme
jen výřez 0.6 < x < 1.
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Obr. 4.6: Sod shock tube problém, hustota, Rusakov̊uv tok, q = 1, N = 250

Lepš́ı vystižeńı vln spojuj́ıćıch konstantńı stavy lze dosáhnout použit́ım větš́ıho počtu
subinterval̊u, viz obrázek 4.7, DGM řešeńı je zobrazeno ve středech subinterval̊u.
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Obr. 4.7: Sod shock tube problém, hustota, Rusakov̊uv tok, q = 1, N = 2500
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5. Řešeńı Navierových-Stokesových rovnic pro stlači-

telné prouděńı nespojitou Galerkinovou metodou

Omeźıme se na dvoudimenzionálńı úlohu, tj. řeš́ıme rovnice

∂w

∂t
+

2
∑

i=1

∂fi(w)

∂xi
=

2
∑

i=1

∂ri(w,∇w)

∂xi
. (5.1)

Viskózńı toky můžeme vyjádřit, ve tvaru

ri(w,∇w) =
2
∑

k=1

Aik(w)
∂w

∂xk
, i = 1, 2 . (5.2)

Jestliže označ́ıme Pr = k/(cpµ), dostaneme, viz [25],

A11 =
µ

̺
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
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




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−
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γ
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E
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]) (

4

3
− γ

Pr
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v
γ
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


















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A12 =
µ

̺
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




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3
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


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





, A21 =
µ

̺



















0 0 0 0

−v 0 1 0

2

3
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3
0 0

−1

3
uv −2

3
v u 0



















,

A22 =
µ

̺





















0 0 0 0

−u 1 0 0

−4

3
v 0

4

3
0

−
(

u2 +
4

3
v2 +

γ

Pr

[

E

̺
− |v|2

])

(

1− γ

Pr

)

u

(

4

3
− γ

Pr

)

v
γ

Pr





















.

Navierovy-Stokesovy rovnice (5.1) lze tedy zapsat ve tvaru

∂w

∂t
+

2
∑

i=1

∂fi(w)

∂xi
=

2
∑

i,k=1

∂

∂xi

(

Aik(w)
∂w

∂xk

)

. (5.3)
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Diskretizaci založenou na nespojité Galerkinově metodě je věnováno velké množstv́ı praćı,
odkazy na některé z nich lze naj́ıt třeba v [11], [14]. Z několika známých postup̊u poṕı̌seme
ten, který v roce 1997 publikoval Bassi et al. [3]. V daľśıch letech pak Bassi se spoluautory
svou metodu propracovali, viz [4], z pozděǰśıch praćı uved’me třeba [5].

Diskretizace. Triangulaćı T polygonálńı oblasti Ω rozumı́me množinu {Te} uzavřených
trojúhelńık̊u vykrývaj́ıćıch oblast Ω, tj. Ω =

⋃

e Te, přičemž každé dva r̊uzné trojúhelńıky
triangulace jsou bud’to disjunktńı nebo maj́ı společný jeden vrchol nebo maj́ı společnou
jednu stranu. Množinu stran všech trojúhelńık̊u tringulace označ́ıme F := FI ∪ FB, kde
FI je množina všech vnitřńıch stran FI /∈ ∂Ω a FB je množina všech hraničńıch stran
FB ∈ ∂Ω. Pro FI ∈ FI existuj́ı dva trojúhelńıky T+ a T− takové, že FI = T+ ∩ T−

Dále označ́ıme n+ resp. n− jednotkovou vněǰśı normálu trojúhelńıka T+ resp. T− na FI ,
takže n+ směřuje do T−, n− směřuje do T+, zřejmě n+ = −n−. Pro hraničńı stranu FB

př́ıhraničńıho trojúhelńıka T ≡ T− označ́ıme jednotkovou vněǰśı normálu jako n−, viz
obrázek 5.1.

Necht’ v je funkce definovaná a spojitá na T+ i na T−, na FI = T+ ∩ T− je však
v obecně nespojitá. Pak označ́ıme jako v+ hodnotu v ze strany trojúhelńıka T+ a jako
v− hodnotu v ze strany trojúhelńıka T−. Na hraničńı straně FB př́ıslušné př́ıhraničńımu
trojúhelńıku T znač́ıme jako v− hodnotu funkce v definované na T .

T−

T+

n+ n−

FI

Obr. 5.1: Vnitřńı strana FI = T− ∩ T+

T−

n−

∂Ω

FB

Obr. 5.2: Hraničńı strana FB ∈ ∂Ω

Rovnici (5.3) přeṕı̌seme do ekvivalentńı soustavy tř́ı rovnic prvńıho řádu

σi = Aik(w)
∂w

∂xk
, i = 1, 2, (5.4)

∂w

∂t
+
∂fi(w)

∂xi
=
∂σi

∂xi
(5.5)

pro neznámé σ1, σ2 a w. Pro zjednodušeńı zápisu zde i v daľśım použ́ıváme Einsteinovu
sumačńı konvenci a budeme také vynechávat explicitńı vyznačeńı závislosti fi a Aik na w.

Přechod ke slabé formulaci dostaneme tak, že rovnice (5.4) násob́ıme testovaćımi funk-
cemi ψi, sečteme je a integrujeme přes Ω. Integraci provád́ıme po trojúhelńıćıch, takže

∑

e

∫

Te

ψi · σi dx =
∑

e

∫

Te

ψi ·
(

Aik
∂w

∂xk

)

dx. (5.6)
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Podobně rovnici (5.5) násob́ıme testovaćı funkćı ϕ a integrujeme přes Ω,

∑

e

∫

Te

ϕ · ∂w
∂t

dx+
∑

e

∫

Te

ϕ · ∂fi
∂xi

dx =
∑

e

∫

Te

ϕ · ∂σi

∂xi
dx. (5.7)

Věnujme se nejdř́ıve rovnici (5.6). Jak uvid́ıme, v daľśım se nám bude hodit rovnost

∫

Te

ψi · σi dx ≡
∫

Te

ψi ·
(

Aik
∂w

∂xk

)

dx =

∫

Te

(

AT
ikψi

)

· ∂w
∂xk

dx. (5.8)

Pravou stranu rovnice (5.6) uprav́ıme pomoćı Greenovy věty. Na vnitřńıch stranách přitom
nahrad́ıme dvojznačnou funkci w aritmetickým pr̊uměrem 1

2
(w+ +w−). Tak dostaneme

aproximace si tok̊u σi. Definujeme

∑

e

∫

Te

ψi · si dx =
1

2

∑

e

∫

∂T I
e

(

nkA
T
ikψi

)− · (w+ +w−) dS (5.9)

+
∑

e

∫

∂TB
e

(

nkA
T
ikψi

)− ·wB dS −
∑

e

∫

Te

∂

∂xk

(

AT
ikψi

)

·w dx,

kde ∂T I
e je část hranice ∂Te lež́ıćı uvnitř Ω a ∂TB

e je část hranice ∂Te lež́ıćı na ∂Ω. Funkci
wB urč́ıme podle typu zadaných okrajových podmı́nek. Připomeňme, že

(nkA
T
ikψi)

−|F = n−
k A

T
ik(w

−)ψ−
i , F ∈ F .

Jestliže k pravé straně rovnice (5.9) přičteme a odečteme člen

∑

e

∫

∂Te

(

nkA
T
ikψi

)− ·w− dx,

po úpravě dostaneme

∑

e

∫

Te

ψi · si dx =
1

2

∑

e

∫

∂T I
e

(

nkA
T
ikψi

)− · (w+ −w−) dS

+
∑

e

∫

∂TB
e

(

nkA
T
ikψi

)− · (wB −w−) dS (5.10)

+
∑

e

[
∫

∂Te

(nkA
T
ikψi)

− ·w− dS −
∫

Te

∂

∂xk

(

AT
ikψi

)

·w dx

]

.

Pomoćı Greenovy věty a vztahu (5.8) vyjádř́ıme posledńı člen na pravé straně rovnice
(5.10) ve tvaru

∑

e

[
∫

∂Te

(nkA
T
ikψi)

− ·w− dS −
∫

Te

∂

∂xk

(

AT
ikψi

)

·w dx

]

=

∑

e

∫

Te

ψi ·
(

Aik
∂w

∂xk

)

dx. (5.11)
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Označ́ıme-li

δi = si −Aik
∂w

∂xk
= si − σi, i = 1, 2, (5.12)

pak z (5.10), (5.11) a (5.12) obdrž́ıme

∑

e

∫

Te

ψi · δi dx :=
1

2

∑

e

∫

∂T I
e

(

nkA
T
ikψi

)− · (w+ −w−) dS

+
∑

e

∫

∂TB
e

(

nkA
T
ikψi

)− · (wB −w−) dS. (5.13)

Vyjádř́ıme-li součet křivkových integrál̊u po částech ∂T I
e a ∂TB

e hranic ∂Te jako součet
integrál̊u po vnitřńıch stranách FI ∈ FI a hraničńıch stranách FB ∈ FB, dostaneme

∑

e

∫

Te

ψi · δi dx = −1

2

∑

I

∫

F I

[

(AT
ikψi)

− + (AT
ikψi)

+
]

·
[

(nkw)− + (nkw)+
]

dS

+
∑

B

∫

FB

(

nkA
T
ikψi

)− ·
(

wB −w−
)

dS. (5.14)

Skutečně, na vnitřńı straně FI = T− ∩ T+ lze součet př́ıspěvk̊u od FI ∩ ∂T− a FI ∩ ∂T+

(užit́ım n+
k = −n−

k , k = 1, 2) vyjádřit ve tvaru

(

nkA
T
ikψi

)− ·
(

w+ −w−
)

+
(

nkA
T
ikψi)

+ · (w− −w+
)

=

−
[

(

AT
ikψi

)−
+
(

AT
ikψi

)+
]

·
[

(nkw)− + (nkw)+
]

,

což objasňuje tvar prvńıho integrálu na pravé straně (5.14).
Přejděme nyńı popisu aproximace pravé strany rovnice (5.7). Mı́sto tok̊u σi použijeme

jejich aproximace si = σi + δi, i = 1, 2. Viskózńı člen

∑

e

∫

Te

ϕ · ∂si
∂xi

dx

uprav́ıme pomoćı Greenovy věty. Na vnitřńıch stranách trojúhelńık̊u použijeme aproxi-
maci si|FI

≈ 1
2
(s−i + s+i ). Na hranici pak klademe si = σ

B
i , kde toky σB

i , i = 1, 2, urč́ıme
podle typu zadaných okrajových podmı́nek. Tak dostaneme

∑

e

∫

Te

ϕ · ∂si
∂xi

dx ≈

1

2

∑

I

∫

FI

[(niϕ)
−+(niϕ)

+]·
[

s++s−
]

dS +
∑

B

∫

FB

(niϕ)
− · σB

i dS −
∑

e

∫

Te

∂ϕ

∂xi
· si dx =

+
1

2

∑

I

∫

FI

[(niϕ)
− + (niϕ)

+] ·
[

(

Aik
∂w

∂xk

)−

+

(

Aik
∂w

∂xk

)+
]

dS (5.15)
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+
1

2

∑

I

∫

FI

[(niϕ)
− + (niϕ)

+] ·
[

δ−i + δ+i
]

dS +
∑

B

∫

FB

(niϕ)
− · σB

i dS

−
∑

e

∫

Te

∂ϕ

∂xi
·
(

Aik
∂w

∂xk

)

dx−
∑

e

∫

Te

∂ϕ

∂xi
· δi dx.

Posledńı člen na pravé straně rovnice (5.15) vyjádř́ıme pomoćı vztahu (5.14), v němž
voĺıme ψi = ∂ϕ/∂xi, i = 1, 2. Obdrž́ıme

∑

e

∫

Te

ϕ · ∂si
∂xi

dx ≈ −
∑

e

∫

Te

∂ϕ

∂xi
·
(

Aik
∂w

∂xk

)

dx

+
1

2

∑

I

∫

F I

[

(

AT
ik

∂ϕ

∂xi

)−

+

(

AT
ik

∂ϕ

∂xi

)+
]

·
[

(nkw)− + (nkw)+
]

dS

+
1

2

∑

I

∫

FI

[(niϕ)
− + (niϕ)

+] ·
[

(

Aik
∂w

∂xk

)−

+

(

Aik
∂w

∂xk

)+
]

dS (5.16)

+
1

2

∑

I

∫

FI

[(niϕ)
− + (niϕ)

+] ·
[

δ−i + δ+i
]

dS

−
∑

B

∫

FB

(

nkA
T
ik

∂ϕ

∂xi

)−

·
(

wB −w−
)

dS +
∑

B

∫

FB

(niϕ)
− · σB

i dS.

Věnujme se v daľśım podrobněji členu obsahuj́ıćımu δ+i a δ−i , i = 1, 2. Z praktických
d̊uvod̊u, viz [3], [4], podložených také teoretickou analýzou, viz [2], je účelné nahradit
globálńı funkce δi pomoćı lokálně definovaných funkćı

δei =
∑

F∈∂Te

δFi , i = 1, 2, (5.17)

kde
∫

Te

ψi · δFi dx =
1

2

∫

F

(

nkA
T
ikψi

)− · (w+ −w−) dS, F ∈ ∂T I
e , (5.18)

∫

Te

ψi · δFi dx =

∫

F

(

nkA
T
ikψi

)− · (wB −w−) dS, F ∈ ∂TB
e . (5.19)

Všimněte si, že pro δi|Te = δei rovnice (5.13), a tedy také (5.14), plat́ı. V daľśım proto

použijeme aproximaci δ±i ≈
(

δFi
)±

. V integrálu
∫

FI

[(niϕ)
−+(niϕ)

+] ·
[

δ−i + δ+i
]

dS ≈
∫

FI

[ϕ+−ϕ−] ·
[

(

niδ
F
i

)+ −
(

niδ
F
i

)−
]

dS (5.20)

obsažené členy
(

niδ
F
i

)±
:=
(

δFn
)±

lze určit z (5.18) volbou ψi = niϕ, i = 1, 2, tj.
∫

T±
e

ϕ ·
(

δFn
)±

dx =
1

2

∫

FI

(

ninkA
T
ikϕ
)± · (w∓−w±) dS, FI = T+∩T− ∈ FI . (5.21)
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Prostorovou diskretizaci Navierových-Stokesových rovnic (5.3) pak dostaneme z (5.7)
a (5.16) ve tvaru

∑

e

∫

Te

ϕ · ∂w
∂t

dx +
∑

e

∫

∂Te

ϕ− ·H(w−,w+,n−) dS −
∑

e

∫

Te

∂ϕ

∂xi
· fi dx =

−
∑

e

∫

Te

∂ϕ

∂xi
·
(

Aik
∂w

∂xk

)

dx

+
1

2

∑

I

∫

F I

[

(

nkA
T
ik

∂ϕ

∂xi

)+

−
(

nkA
T
ik

∂ϕ

∂xi

)−
]

·
(

w+ −w−
)

dS

+
1

2

∑

I

∫

FI

(

ϕ+ − ϕ−
)

·
[

(

niAik
∂w

∂xk

)+

−
(

niAik
∂w

∂xk

)−
]

dS (5.22)

+
1

2

∑

I

∫

FI

ηI
(

ϕ+ − ϕ−
)

·
[

(

δFn
)+ −

(

δFn
)−
]

dS

−
∑

B

∫

FB

(

nkA
T
ik

∂ϕ

∂xi

)−

·
(

wB −w−
)

dS +
∑

B

∫

FB

(niϕ)
− · σB

i d,

kde H je numerický tok, viz kapitola 4, H(w−,w+,n−) = H(w−,wB,n−) na ∂Ω a para-
metr ηI = 1. Pro potlačeńı př́ıpadných nežádoućıch oscilaćı se doporučuje považovat ηI
za penalizačńı parametr a volit př́ıpadně ηI > 1, v́ıce o tom viz [5], [2].

Přibližné řešeńı we = w|Te a testovaćı funkci ϕe = ϕ|Te na trojúhelńıku Te předpo-
kládáme stejně jako v kapitole 4 ve tvaru

we(x, t) =

n
∑

α=1

∆e
α(t)ℓ

e
α(x), ϕe(x) =

n
∑

α=1

Θe
αℓα(x), Te ∈ T ,

kde n = 1
2
(q + 1)(q + 2) je dimenze prostoru polynomů dvou proměnných stupně q

a {ℓeα(x)}nα=1 jsou Lagrangeovy fundamentálńı polynomy na vhodně zvolené množině
{xe

α}nα=1 uzl̊u trojúhelńıka Te, v́ıce viz kapitola 4. Po dosazeńı we a ϕe do (5.22) obdrž́ıme
soustavu obyčejných diferenciálńıch rovnic pro neznámé ∆e

α(t), α = 1, 2, . . . , n, e ∈ F .
Tuto soustavu pak obvykle řeš́ıme vhodnou implicitńı metodou, viz [4], [5]. Pozname-
nejme, že každému vyhodnoceńı pravé strany rovnice (5.22) předcháźı výpočet člen̊u
(

δFn
)±

źıskaných řešeńım
”
malých“ lokálńıch úloh (5.21).
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6. Řešeńı Navierových-Stokesových rovnic pro nestla-

čitelné prouděńı metodou konečných objemů

Nestacionárńı nestlačitelné prouděńı viskózńı tekutiny v rovinné oblasti popisuj́ı po-
hybové rovnice

∂

∂t
(̺u) +∇·(̺vu) = −∂p

∂x
+∇·(µ∇u) + Su, (6.1)

∂

∂t
(̺v) +∇·(̺vv) = −∂p

∂y
+∇·(µ∇v) + Sv, (6.2)

kde

Su = ̺fu +∇·
(

µ
∂v

∂x

)

, Sv = ̺f v +∇·
(

µ
∂v

∂y

)

. (6.3)

Předpokládejme, že hustota ̺ nezáviśı na čase. Rovnice kontinuity je pak tvaru

∇·(̺v) = 0. (6.4)

Rovnice (6.1)–(6.4) doplńıme o okrajové a počátečńı podmı́nky, viz kapitola 1.5. Předpo-
kládejme, že ∂Ω = ΓI ∪ ΓW ∪ ΓO, přičemž

v = v̂ na ΓI , (6.5)

T = T̂ na ΓO, (6.6)

v = o na ΓW . (6.7)

Tedy, na vtoku ΓI předepisujeme rychlost v̂, na výtoku ΓO předepisujeme vektor napět́ı
T̂, viz (1.9), a na stěně ΓW předpokládáme no-slip okrajovou podmı́nku. V čase t = 0
stač́ı zadat rychlost,

v = v0 pro t = 0. (6.8)

Jestliže viskozita µ nezáviśı na prostorových souřadnićıch x, y, pak Su= ̺fu, Sv = ̺f v.
Skutečně, nebot’ podle (6.4)

∇·
(

µ
∂v

∂x

)

= µ
∂ (∇·v)
∂x

= 0, ∇·
(

µ
∂v

∂y

)

= µ
∂ (∇·v)
∂y

= 0.

Nestlačitelné viskózńı prouděńı lze řešit metodou konečných objemů, viz [42], [55], [6],
metodou konečných prvk̊u, viz [20], [21] nebo nespojitou Galerkinovou metodou, viz [45].
Nejpouž́ıvaněǰśı softwarové produkty ANSYS-Fluent, CD-adapco STAR-CD, OpenFoam
a daľśı použ́ıvaj́ı metodu konečných objemů. V této kapitole se proto budeme věnovat
právě této technice.

Při řešeńı nestlačitelného viskózńıho prouděńı metodou konečných objemů patř́ı mezi
nejpouž́ıvaněǰśı postupy algoritmus SIMPLE podle Semi-Implicit Method for Pressure-
Linked Equations. Algoritmus SIMPLE byl vyvinut nejdř́ıve jako tzv. schéma přesazených
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śıt́ı, anglicky staggered-mesh scheme, v nichž každé neznámé u, v a p př́ıslušel jiný konečný
objem. To nebylo praktické a proto později vznikl algoritmus SIMPLE jako schéma na
sesazené śıti, anglicky collocated-mesh scheme, kdy všechny složky řešeńı sd́ılej́ı tentýž
konečný objem. Algoritmus byl p̊uvodně navržen pro obdélńıkové konečné objemy, později
byl rozvinut pro libovolné polygonálńı konečné objemy. Ve 2D se obvykle použ́ıvaj́ı čtyř-
úhelńıkové (méně často trojúhelńıkové) konečné objemy tvořené prvky primárńı śıtě. Jde
o tzv. cell-centered finite volume schemes, kdy za aproximaci u, v, p na konečném objemu
považujeme jejich přibližnou hodnotu v těžǐsti.

Časová diskretizace. Použijeme implicitńı Eulerovu metodu řádu jedna

̺k+1u
k+1 − uk

τ
+∇·(̺k+1vk+1uk+1) = −∂p

k+1

∂x
+∇·(µk+1∇uk+1) + Su,k+1,

̺k+1v
k+1 − vk

τ
+∇·(̺k+1vk+1vk+1) = −∂p

k+1

∂y
+∇·(µk+1∇vk+1) + Sv,k+1,

kde τ je délka časového kroku a horńı index k resp. k + 1 znač́ı přibližné řešeńı v čase tk
resp. tk+1 = tk+τ . Nelinearitu v konvekčńıch členech linearizujeme. Polož́ıme uk+1,0 = uk,
vk+1,0 = vk, pk+1,0 = pk a pro s = 0, 1, . . . postupně poč́ıtáme

̺k+1u
k+1,s+1−uk

τ
+∇·(̺k+1vk+1,suk+1,s+1) = −∂p

k+1,s

∂x
+∇·(µk+1∇uk+1,s+1)+Su,k+1,s,

̺k+1v
k+1,s+1−vk

τ
+∇·(̺k+1vk+1,svk+1,s+1) = −∂p

k+1,s

∂y
+∇·(µk+1∇vk+1,s+1)+Sv,k+1,s.

Pro popis jednoho kroku iterace je výhodné zavést zjednodušené značeńı

̺
u− u0

τ
+∇·(̺v̄u) = −∂p̄

∂x
+∇·(µ∇u) + S̄u, (6.9)

̺
v − v0

τ
+∇·(̺v̄v) = −∂p̄

∂y
+∇·(µ∇v) + S̄v. (6.10)

Zřejmě u ≡ uk+1,s+1 je aproximace rychlosti u v čase tk+1 v (s+1)-ńı iteraci, ū ≡ uk+1,s je
aproximace rychlosti u v čase tk+1 v předchoźı s-té iteraci, u0 ≡ uk je aproximace rychlosti
u v čase tk, p̄ ≡ pk+1,s je aproximace tlaku p v čase tk+1 v s-té iteraci, S̄u ≡ Sk+1,s

u je
aproximace Su v čase tk+1 v s-té iteraci a ̺ = ̺k+1, µ = µk+1. Význam symbol̊u ve druhé
pohybové rovnici je obdobný.

Z diskretizované prvńı pohybové rovnice (6.9) dostaneme předběžnou aproximaci u∗

rychlosti u, viz kapitola 6.1.1 nebo 6.2.1, a z diskretizované druhé pohybové rovnice (6.10)
dostaneme předběžnou aproximaci v∗ rychlosti v, viz kapitola 6.1.2 nebo 6.2.1. Rychlosti
u, v a tlak p navrhneme ve tvaru u = u∗ + u′, v = v∗ + v′, p = p̄ + p′. Dosazeńım do
diskretizované rovnice kontinuity (6.4) dostaneme rovnici pro výpočet tlakové korekce p′.
Pomoćı p′ pak dopoč́ıtáme rychlostńı korekce u′, v′ a urč́ıme u, v a p, viz kapitola 6.1.3
nebo 6.2.2. Jeden iteračné krok, tj. přechod od s-té k (s+1)-ńı iteraci, tedy prob́ıhá takto:

1. pomoćı ū = uk+1,s, v̄ = vk+1,s a p̄ = pk+1,s vypočteme u∗ a v∗;

2. pomoćı u∗, v∗ a p̄ vypočteme p′ a následně u′ a v′;

3. urč́ıme uk+1,s+1 = u∗ + u′, vk+1,s+1 = v∗ + v′ a pk+1,s+1 = p̄+ p′.
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6.1. Algoritmus SIMPLE na pravidelné obdélńıkové śıti

Pro jednoduchost budeme předpokládat, že oblast Ω = [0, a] × [0, b] je obdélńık. Na
obdélńıku zvoĺıme rovnoměrné děleńı: strany rovnoběžné s osou x rozděĺıme na N stejných
d́ılk̊u délky hx = a/N a strany rovnoběžné s osou y rozděĺıme na M stejných d́ılk̊u délky
hy = b/M . Tak dostaneme základńı śıt’ s uzly [xi, yj], kde xi = ihx, i = 0, 1, . . . , N ,
a yj = jhy, j = 0, 1, . . . ,M . Obdélńık Ω je tedy sjednoceńım N ×M kontrolńıch objem̊u

Dij = [xi−1, xi]× [yj−1, yj], i = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . ,M.

Přibližné hodnoty u, v, p budeme poč́ıtat ve středech [xi−1/2, yj−1/2] kontrolńıch objemů
Dij , kde xi−1/2 = xi − 1

2
hx, yj−1/2 = yj − 1

2
hy.

ne

nn

nw

ns

P EW

N

S

NENW

SW SE

WW EE

NN

SS

e

n

w

s

ne

se

nw

sw

Γe

Γn

Γw

Γs

DP DE

DN

DW

DS

DNE

DSE

DNW

DSW

DEE

DNN

DWW

DSS

Obr. 6.1: Konečný objem DP

Abychom zjednodušili naše vyjadřováńı, zavedeme si lokálńı značeńı. Zvolený konečný
objem Dij označ́ıme jako DP , východńıho souseda Di+1,j označ́ıme jako DE (podle an-
glického east), západńıho souseda Di−1,j označ́ıme jako DW (podle anglického west), se-
verńıho sousedaDi,j+1 označ́ıme jakoDN (podle anglického north) a jižńıho sousedaDi,j−1

označ́ıme jako DS (podle anglického south). Podobně označ́ıme severovýchodńıho souseda
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Di+1,j+1 jako DNE , jihovýchodńıho souseda Di+1,j−1 jako DSE, severozápadńıho souseda
Di−1,j+1 jako DNW a jihozápadńıho souseda Di−1,j−1 jako DSW . Označme také Di+2,j jako
DEE, Di−2,j jako DWW , Di,j+2 jako DNN a Di,j−2 jako DSS Středy konečných objemů DP ,
DE , DN , DW , DS, DNE, DSE, DNW , DSW , DEE, DNN , DWW a DSS označ́ıme ṕısmeny
P , E, N , W , S, NE, SE, NW , SW , EE, NN , WW a SS. Vrcholy DP označ́ıme ne, se,
nw a sw. Pro konečný objem DP , jehož jedna nebo dvě strany lež́ı na hranici ∂Ω, existuj́ı
jen některé sousedńı konečné objemy. Tak třeba pro DP ≡ D11 neexistuj́ı DW ani DS, pro
DP ≡ DiM , 1 < i < N , neexistuje DN .

Necht’ ΓP je hranice DP . Společnou stranu konečného objemu DP a DE označ́ıme
jako Γe a podobně označ́ıme Γn = DP ∩ DN , Γw = DP ∩ DW a Γs = DP ∩ DS. Zřejmě
ΓP = Γe ∪ Γn ∪ Γw ∪ Γs. Středy stran Γe, Γn, Γw a Γs označ́ıme jako e, n, w a s.

Budeme použ́ıvat následuj́ıćı značeńı: zápisem uP rozumı́me hodnotu rychlosti u v bo-
dě P , podobně třeba µe je hodnota µ v bodě e nebo vne je hodnota v v bodě ne.

Jednotkový vektor vněǰśı normály k hranici ΓP označ́ıme nP = (nP
x , n

P
y )

T . Jednotkový
vektor vněǰśı normály ke stranám Γe, Γn, Γw a Γs označ́ıme ne, nn, nw a ns. Zřejmě
ne = (1, 0)T , nn = (0, 1)T , nw = (−1, 0)T a ns = (0,−1)T . Zavedené značeńı je uvedeno
na obrázku 6.1.

6.1.1. Diskretizace prvńı pohybové rovnice.

Integraćı (6.9) přes konečný objem DP dostaneme

∫

DP

̺
u− u0

τ
dx+

∫

ΓP

̺(v̄ ·n)u dS = −
∫

ΓP

p̄nx dS +

∫

ΓP

µ(∇u ·n) dS +

∫

DP

S̄u dx. (6.11)

V daľśım se věnujme aproximaci jednotlivých člen̊u v rovnici (6.11). Integrály vyč́ısĺıme
numericky, na stranách Γe, Γn, Γw a Γs pomoćı obdélńıkové formule a na konečném
objemu DP pomoćı součinové obdélńıkové formule. Nejdř́ıve se budeme věnovat vnitřńım
konečným objemům DP ≡ Dij, 1 < i < N , 1 < j < M .

Diskretizace konvekčńıho členu. Označme

Fq(v) = ̺q(vq ·nq)|Γq|, q = e, n, w, s, (6.12)

hmotnostńı tok stranou Γq pro rychlost vq. Připomeňme, že ̺q resp. vq je hustota resp.

DP DQ

nq

P q Q

Γq

Obr. 6.2: q = e, Q = E

rychlost ve středu strany Γq, a dále necht’ nq je
jednotkový vektor vněǰśı normály konečného ob-
jemu DP na straně Γq a |Γq| je délka strany Γq,
tj. |Γq| = hx pro q ∈ {n, s} a |Γq| = hy pro
q ∈ {e, w}. Označ́ıme-li s(P ) = {e, n, w, s}, pak
pomoćı obdélńıkové kvadraturńı formule dosta-
neme

∫

ΓP

̺(v̄ ·n)u dS ≈
∑

q∈s(P )

Fq(v̄)uq. (6.13)

Fq(v̄)uq nahrad́ıme upwind aproximaćı:
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Fq(v̄)uq ≈ F+
q (v̄)uP + F−

q (v̄)uQ, (6.14)

kde Q je střed sousedńıho konečného objemu DQ, který má s konečným objemem DP

společnou stranu Γq, takže třeba pro q = e je Q = E, viz obrázek 6.2. Horńı index ± má
obvyklý význam, tj. a+ = max(a, 0), a− = min(a, 0). Plat́ı tedy

∫

ΓP

̺(v̄ ·n)u dS ≈
∑

q∈s(P )

[

F+
q (v̄)uP + F−

q (v̄)uQ
]

. (6.15)

V kapitole 6.1.3 ukážeme, že hmotnostńı toky {Fq(v̄)}q∈s(P ) splňuj́ı diskrétńı rovnici kon-
tinuity, tj. plat́ı

∑

q∈s(P )

Fq(v̄) = 0. (6.16)

Proto
∑

q∈s(P )

[F+
q (v̄) + F−

q (v̄)] = 0, takže
∑

q∈s(P )

F+
q (v̄) = −

∑

q∈s(P )

F−
q (v̄).

Odtud a z (6.15) dostaneme
∫

ΓP

̺(v̄ ·n)u dS ≈
∑

q∈s(P )

[

−F−
q (v̄)

]

(uP − uQ) = Ac
PuP −

∑

Q∈S(P )

Ac
QuQ, (6.17)

kde S(P ) = {E,N,W, S} a

Ac
Q = −F−

q (v̄), (Q, q) = (E, e), (N, n), (W,w), (S, s), Ac
P =

∑

Q∈S(P )

Ac
Q. (6.18)

Všimněte si, že všechny koeficienty {Ac
Q}Q∈S(P ) a A

c
P jsou nezáporné.

Cvičeńı 6.1. Ověřte, že

Ac
E = ̺e(−ūe)+hy, Ac

N = ̺n(−v̄n)+hx,

Ac
W = ̺w(ūw)

+hy, Ac
S = ̺s(v̄s)

+hx,
Ac

P =
∑

Q∈S(P )

Ac
Q. (6.19)

Nápověda: využijte rovnosti −(a)− = (−a)+, −(−a)− = a+.

Rychlosti ūe, v̄n, ūw a v̄s převezmeme z předchoźı iterace, viz (6.66). Upwind aproxi-
mace (6.14) je pouze řádu jedna. O aproximaci druhého řádu se zmı́ńıme později.

Diskretizace viskózńıho členu. Pomoćı obdélńıkové kvadraturńı formule a náhrady
derivace centrálńı diferenćı dostaneme

∫

ΓP

µ(∇u ·n) dS =
∑

q∈s(P )

∫

Γq

µ
∂u

∂nq
dS ≈

∑

q∈s(P )

µq
|Γq|
dq

(uQ − uP ),
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kde dq = |PQ| je délka úsečky PQ, tj. dq = hx pro q ∈ {e, w} a dq = hy pro q ∈ {n, s}.
Máme tedy

∫

ΓP

µ(∇u ·n) dS ≈ −Aµ
PuP +

∑

Q∈S(P )

Aµ
QuQ, (6.20)

kde

Aµ
Q = µq

|Γq|
dq

, (Q, q) = (E, e), (N, n), (W,w), (S, s), Aµ
P =

∑

Q∈S(P )

Aµ
Q (6.21)

jsou kladné koeficienty, podrobně

Aµ
E = µe

hy
hx
, Aµ

N = µn
hx
hy
, Aµ

W = µw
hy
hx
, Aµ

S = µs
hx
hy
, Aµ

P =
∑

Q∈S(P )

Aµ
Q. (6.22)

Diskretizace tlakového členu. Pomoćı obdélńıkové kvadraturńı formule dostaneme

−
∫

ΓP

p̄nx dS =

∫

Γw

p̄ dS −
∫

Γe

p̄dS ≈ |Γw|p̄w − |Γe|p̄e = hy(p̄w − p̄e) ≈

hy
[

1
2
(p̄P + p̄W )− 1

2
(p̄P + p̄E)

]

= −|DP |
p̄E − p̄W

2hx
, (6.23)

kde |DP | = hxhy je plocha konečného objemu DP .

Diskretizace časového členu. Pomoćı složené obdélńıkové formule dostaneme
∫

DP

̺
u− u0

τ
dx ≈ |DP |̺P

uP − u0P
τ

. (6.24)

Diskretizace zdrojového členu. Jde o člen

∫

DP

S̄u dx =

∫

DP

f̄u dx+

∫

DP

∇·
(

µ
∂v̄

∂x

)

dx. (6.25)

Prvńı integrál aproximujeme pomoćı složené obdélńıkové formule,
∫

DP

f̄u dx ≈ |DP |f̄u
P , (6.26)

kde f̄u
P ≈ fu(tn+1, v̄P , p̄P ). Druhý integrál v (6.25) vyjádř́ıme ve tvaru

∫

DP

∇·
(

µ
∂v̄

∂x

)

dx =

∫

ΓP

µ

(

nx
∂ū

∂x
+ ny

∂v̄

∂x

)

dS =

∫

Γe

µ
∂ū

∂x
dS −

∫

Γw

µ
∂ū

∂x
dS +

∫

Γn

µ
∂v̄

∂x
dS −

∫

Γs

µ
∂v̄

∂x
dS ≈ (6.27)

µe
hy
hx

(ūE − ūP )− µw
hy
hx

(ūP − ūW ) + µn
hx
hx

(v̄ne − v̄nw)− µs
hx
hx

(v̄se − v̄sw).
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Přitom hodnoty v̄ne, v̄nw, v̄se a v̄sw aproximujeme aritmetickým pr̊uměrem hodnot v̄ ve
středech okolńıch konečných objemů. Tak např́ıklad

v̄ne ≈ 1
4
(v̄P + v̄E + v̄NE + v̄N). (6.28)

Celkem tedy
∫

DP

S̄u dx ≈ |DP |S̄u
P , (6.29)

kde S̄u
P = f̄u

P +
µe(ūE − ūP )− µw(ūP − ūW )

h2x
+
µn(v̄ne − v̄nw)− µs(v̄se − v̄sw)

hxhy
.

Celková diskretizace. Pomoćı (6.17), (6.19), (6.20), (6.22), (6.23), (6.24) a (6.29) do-
staneme aproximaci rovnice (6.11) ve tvaru

Au
PuP = Au

EuE + Au
WuW + Au

NuN + Au
SuS − |DP |

p̄E − p̄W
2hx

+ buP , (6.30)

kde
Au

E = ̺ehy(−ūe)+ + µe
hy
hx

, Au
N = ̺nhx(−v̄n)+ + µn

hx
hy
,

Au
W = ̺why(ūw)

+ + µw
hy
hx

, Au
S = ̺shx(v̄s)

+ + µs
hx
hy
,

Au
P = Au

E + Au
W + Au

N + Au
S +

|DP |̺P
τ

,

buP =
|DP |̺P
τ

u0P + |DP |S̄u
P .

(6.31)

Okrajové podmı́nky. Pro konkrétnost předpokládejme, že vtok ΓI = {[0, y] : 0 ≤ y ≤ b}
je levá strana obdélńıka Ω, výtok ΓO = {[a, y] : 0 ≤ y ≤ b} je pravá strana obdélńıka Ω
a stěna ΓW = {[x, 0] : 0 ≤ x ≤ a}∪{[x, b] : 0 ≤ x ≤ a} je dolńı a horńı strana obdélńıka Ω.

Vtok. Uvažujme př́ıhraničńı konečný objem, jehož západńı strana Γw lež́ı na vtoku ΓI .
Konvekčńı integrál straně Γw aproximujeme takto:

∫

ΓP

̺(v̄ ·n)u dS ≈
∑

q∈{e,n,s}

[

−F−
q (v̄)

]

(uP − uQ) +
[

−F−
w (v̂)

]

(uP − ûw).

Protože ûw > 0, podle (6.19) je Ac
W = ̺wûwhy. V (6.17) polož́ıme uW = ûw a v (6.31)

zahrneme člen Ac
W ûw do buP . Viskózńı integrál přes stranu Γw aproximujeme takto:

∫

Γw

µ
∂u

∂nw

≈ µw
|Γw|
1
2
hx

(ûw − uP ) = µw
2hy
hx

(ûw − uP ).

Proto Aµ
W = µw

2hy
hx

, v (6.20) polož́ıme uW = ûw a v (6.31) zahrneme člen Aµ
W ûw do buP .

V aproximaci tlakového členu, viz (6.23), extrapolujeme: p̄w = p̄P − 1
2
(p̄E − p̄P ), takže

−
∫

ΓP

p̄nx dS ≈ −|DP |
p̄E − p̄P
hx

.
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V aproximaci (6.29) zdroje S̄u
P nahrad́ıme člen µw(ūP − ūW ) členem 2µw(ūP − ûw) a po-

lož́ıme v̄nw = v̂nw, v̄sw = v̂sw.

Stěna. Omeźıme se na př́ıhraničńı konečný objem, jehož severńı strana Γn lež́ı na stěně ΓW .

Podobnými úvahami jako v př́ıpadě vtoku zjist́ıme, že Ac
N = 0, Aµ

N = µn
2hx
hy

. Protože

uN = 0, v (6.30) vynecháme člen Au
NuN . Dále v (6.29) vypust́ıme člen µn(v̄ne − v̄nw).

Výtok. Uvažujme př́ıhraničńı konečný objem, jehož východńı stěna Γe lež́ı na výtoku ΓO.

Požadujeme, aby T1
∣

∣

Γe
=

[

−p+ 2µ
∂u

∂x

]

Γe

= T̂1. Z pravé strany rovnice (6.11) tedy vyjme-

me

∫

Γe

(

−p + 2µ
∂u

∂x

)

dS a nahrad́ıme ho

∫

Γe

T̂1 dS. To zajist́ıme tak, že v (6.22) polož́ıme

Aµ
E = 0, v (6.29) vypust́ıme člen µe

hy
hx

(ūE − ūP ), v (6.30) mı́sto −|DP |(p̄E − p̄W )/(2hx)

vezmeme |DP |(p̄W + p̄P )/(2hx) a v (6.31) k buP přičteme hy[T̂1]e.

Soustava rovnic. Soustavu lineárńıch rovnic (6.30) zapǐsme maticově,

Auu = Lup̄+ bu . (6.32)

Matice Au = Au(ū, v̄) je nesymetrická, ryze diagonálně dominantńı a tedy regulárńı,
s kladnými koeficienty na hlavńı diagonále (Au

P > 0) a s nekladnými mimodiagonálńımi
koeficienty (koeficienty −Au

E , −Au
W , −Au

N a −Au
S jsou záporné, zbývaj́ıćı koeficienty

P -tého řádku matice Au jsou nulové). Matice Lu na ū, v̄, p̄ nezáviśı, bu = bu(ū, v̄).
Pro zajǐstěńı konvergence (ūP , v̄P , p̄P ) → (uP , vP , pP ) se osvědčil postup známý jako

dolńı relaxace. Ten spoč́ıvá v tom, že do rovnice (6.30) dosad́ıme mı́sto uP výraz

1

αu
uP − 1− αu

αu
ūP , (6.33)

kde α ∈ (0, 1] je relaxačńı parametr. Pro αu = 1 dostaneme nerelaxovanou metodu. Vliv
relaxačńıho faktoru vymiźı, když nastane konvergence, tj. když uP = ūP . Pro velmi malé
αu dojde v modifikované rovnici

1

αu
Au

PuP = Au
EuE+Au

WuW +Au
NuN +Au

SuS−|DP |
p̄E − p̄W

2hx
+buP +

1− αu

αu
Au

P ūP (6.34)

k výraznému potlačeńı vlivu všech koeficient̊u neobsahuj́ıćıch faktor 1/αu, takže rovnice
(6.34) se chová podobně jako rovnice uP = ūP . Voĺıme-li však αu ”

přiměřeně malé“,
zabráńıme vzniku pronikavých změn mezi hodnotami uP a ūP ve dvou po sobě jdoućıch
iteraćıch, což má stabilizuj́ıćı účinek a napomáhá to konvergenci. Vhodná volba parametru
αu vyžaduje kromě zkušenost́ı také nezbytné experimentováńı. Řešeńı soustavy (6.32)
označ́ıme jako u∗.

Metoda druhého řádu. Pokud jde o časovou diskretizaci, doporučit lze metodu zpětného
diferencováńı druhého řádu. Pro rovnici y′ = f(t, y) jde o schéma

3
2
yk+1− 2yk +

1
2
yk−1 = f(tk+1, yk+1). (6.35)
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Pokud jde o prostorovou diskretizaci, jediná aproximace, která neńı řádu dva, je upwind
diskretizace (6.14) konvekčńıho členu. Aproximaci řádu dva źıskáme podobně jako v ka-
pitole 3.2.5. Tedy, na konečném objemu DP definujme lineárńı funkci

ûP (x, t) = uP + ψP∇uP · (x− xP ), (6.36)

kde ∇uP je aproximace gradientu u v bodě P , ψP je limiter a xP je souřadnice bodu P .
V daľśım uvažujme pro jednoduchost jen vnitřńı konečné objemy. Na nich aproximujeme
gradient pomoćı centrálńıch diferenćı,

∇uP =

(

uE − uW
2hx

,
uN − uS

2hy

)T

. (6.37)

Necht’

uPq = ûP (xq, t), q = e, n, w, s, (6.38)

kde xq je souřadnice bodu q, viz obrázek 6.2. Limitováńı provedeme pomoćı Barthova-
Jespersenova limiteru. Konstrukce BJ limiteru pro duálńı konečné objemy na primárńı
trojúhelńıkové śıti je popsána v kapitole 3.2.5, viz (3.116)-(3.118). BJ limiter na primárńı
obdélńıkové śıti se zkonstruuje podobně.

Mı́sto upwind aproximace (6.14) řádu jedna použijeme aproximaci

Fq(v̄)uq ≈ F+
q (v̄)uPq + F−

q (v̄)uQq , (6.39)

kde uQq = ûQ(xq). T́ım by však došlo k poškozeńı skvělých vlastnost́ı matice Au soustavy
(6.32). Proto aproximaci (6.39) vylepš́ıme technikou známou jako deferred correction me-
thod (česky metoda odložených korekćı ) takto:

Fq(v̄)uq ≈ F+
q (v̄)[uP + (ūPq − ūP )] + F−

q (v̄)[uQ + (ūQq − ūQ)], (6.40)

přičemž podle (6.38) a (6.36)

ūPq = ūP + ψP∇ūP (xq − xP ), ūQq = ūQ + ψQ∇ūQ(xq − xQ).

Gradient ∇ūP spočteme podle vztahu (6.37), v němž mı́sto u bereme ū, gradient ∇ūQ
spočteme na konečném objemu DQ obdobně. Matice Au tak z̊ustane nezměněna, část
F+
q (v̄)(ūPq − ūP )+F−

q (v̄)(ūQq − ūQ) korekce zahrneme do pravé strany bu. Přitom v limitě,
když ū = u, jsou obě aproximace (6.39) a (6.40) totožné. Když se limiter neuplatńı, tj.
když ψP = 1, je aproximace (6.40) řádu dva, pro ψP ∈ [0, 1) je řád aproximace nižš́ı.

6.1.2. Diskretizace druhé pohybové rovnice.

Podobně jako v předchoźı kapitole dostaneme rovnice

1

αv
Av

P vP = Av
EvE +Av

W vW +Av
NvN +Av

SvS −|DP |
p̄N − p̄S
2hy

+ bvP +
1− αv

αv
Av

P v̄P , (6.41)

kde
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Av
Q = Au

Q, Q = E,N, S,W, Av
P = Au

P ,

bvP =
|DP |̺P
τ

v0P + |DP |S̄v
P ,

S̄v
P = f̄ v

P +
µe(ūne − ūse)− µw(ūnw − ūsw)

hxhy
+
µn(v̄N − v̄P )− µs(v̄P − v̄S)

h2y
,

(6.42)

a αv je relaxačńı koeficient. Maticově lze soustavu rovnic (6.41) zapsat ve tvaru

Avv = Lvp̄+ bv . (6.43)

Okrajové podmı́nky a př́ıpadnou diskretizaci druhého řádu zavedeme podobně jako u prvńı
pohybové rovnice. Řešeńı soustavy (6.43) označ́ıme jako v∗.

6.1.3. Diskretizace rovnice kontinuity.

Integraćı rovnice (6.4) přes kontrolńı objem DP obdrž́ıme

0 =

∫

DP

∇·(̺v) dx =

∫

ΓP

̺ (v ·n) dS.

Pomoćı obdélńıkové kvadraturńı formule dostaneme diskrétńı rovnici kontinuity

0 =
∑

q∈s(P )

Fq(v) = ̺euehy + ̺nvnhx − ̺wuwhy − ̺svshx. (6.44)

Rychlosti na stranách. Skutečnost, že v pohybových rovnićıch (6.34) a (6.41) chyb́ı
hodnota p̄P tlaku ve středu kontrolńıho objemuDP , podstatně ovlivńı aproximaci rychlost́ı
ue, uw, vn a vs ve středech stran Γe, Γw, Γn a Γs. Namı́sto př́ımočaré lineárńı interpolace
z přilehlých kontrolńıch objemů použijeme aproximaci, kterou navrhli Rhie a Chow, viz
[43], a která bývá v literatuře označována jako momentum interpolation, někdy také added
dissipation scheme. My ji budeme v tomto textu označovat jako Rhie-Chow aproximaci,
stručně R-Ch aproximaci. Použit́ı pouhé lineárńı interpolace vede na nestabilńı algoritmus,
viz poznámka 6.1. Z rovnice (6.34) pro kontrolńı objemy DP a DE

uP = ũP − αu
|DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

, uE = ũE − αu
|DE|
[Au

P ]E

p̄EE − p̄P
2hx

, (6.45)

kde

ũP =
αu

Au
P

(

Au
EuE +Au

WuW +Au
NuN +Au

SuS + b
u
P +

1−αu

αu

Au
P ūP

)

,

ũE =
αu

[Au
P ]E

(

[Au
E ]EuEE +[Au

W ]EuP +[Au
N ]EuNE +[Au

S]EuSE +[buP ]E +
1−αu

αu
[Au

P ]E ūE

)

.

Index E vpravo dole u hranatých závorek okolo koeficient̊u Au
Q přitom vyznačuje, že

tyto koeficienty př́ısluš́ı kontrolńımu objemu DE. R-Ch aproximace rychlosti u ve středu
východńı strany Γe je dána předpisem

ue =
1

2
(uP + uE)−

(

de
p̄E − p̄P
hx

− αu

2

[ |DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

+
|DE|
[Au

P ]E

p̄EE − p̄P
2hx

])

, (6.46)
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kde

de =
αu

2

( |DP |
Au

P

+
|DE|
[Au

P ]E

)

. (6.47)

Př́ıdavný člen

ue,add := −
(

de
p̄E − p̄P
hx

− αu

2

[ |DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

+
|DE|
[Au

P ]E

p̄EE − p̄P
2hx

])

(6.48)

je
”
malý“, řádu O(h3xhy). Přesnost ”

přirozené“ lineárńı aproximace

ue,lin =
1

2
(uP + uE) =

1

2
(ũP + ũE)−

αu

2

[ |DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

+
|DE |
[Au

P ]E

p̄EE − p̄P
2hx

]

, (6.49)

která je řádu O(h2x), tedy př́ıdavný člen neovlivńı.
Pomoćı (6.45)-(6.48) lze R-Ch aproximaci rychlosti ue vyjádřit také ve tvaru

ue = ũe − de
p̄E − p̄P
hx

, (6.50)

kde

ũe =
1

2
(uP + uE) +

αu

2

[ |DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

+
|DE|
[Au

P ]E

p̄EE − p̄P
2hx

]

. (6.51)

Protože ũe =
1
2
(ũP + ũE), máme

ue =
1

2
(ũP + ũE)− de

p̄E − p̄P
hx

. (6.52)

Srovnáńım (6.49) a (6.52) vid́ıme účinek R-Ch aproximace: vážený pr̊uměr centrálńıch

diferenćı
αu

2

[ |DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

+
|DE|
[Au

P ]E

p̄EE − p̄P
2hx

]

v lineárńı aproximaci ue,lin, viz (6.49),

je v R-Ch aproximaci ue nahrazen jednostrannou diferenćı de
p̄E − p̄P
hx

, viz (6.50). Chyby

obou aproximaćı (6.49) a (6.52) jsou přitom řádově stejné.

Rychlosti uw, un a us aproximujeme podobně:

uw =
1

2
(uP + uW )−

(

dw
p̄P − p̄W

hx
− αu

2

[ |DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

+
|DW |
[Au

P ]W

p̄P − p̄WW

2hx

])

,

vn =
1

2
(vP + vN)−

(

dn
p̄N − p̄P
hy

− αv

2

[ |DP |
Au

P

p̄N − p̄S
2hy

+
|DN |
[Au

P ]N

p̄NN − p̄P
2hy

])

, (6.53)

vs =
1

2
(vP + vS)−

(

ds
p̄P − p̄S
hy

− αv

2

[ |DP |
Au

P

p̄N − p̄S
2hy

+
|DS|
[Au

P ]S

p̄P − p̄SS
2hy

])

,

kde

dw =
αu

2

( |DP |
Au

P

+
|DW |
[Au

P ]W

)

, dn=
αv

2

( |DP |
Au

P

+
|DN |
[Au

P ]N

)

, ds=
αv

2

( |DP |
Au

P

+
|DS|
[Au

P ]S

)

, (6.54)
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a také

uw = ũw − dw
p̄P − p̄W

hx
, vn = ṽn − dn

p̄N − p̄P
hy

, vs = ṽs − ds
p̄P − p̄S
hy

, (6.55)

kde

ũw =
1

2
(uP + uW ) +

αu

2

[ |DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

+
|DW |
[Au

P ]W

p̄P − p̄WW

2hx

]

,

ṽn =
1

2
(vP + vN ) +

αv

2

[ |DP |
Au

P

p̄N − p̄S
2hy

+
|DN |
[Au

P ]N

p̄NN − p̄P
2hy

]

, (6.56)

ṽs =
1

2
(vP + vS) +

αv

2

[ |DP |
Au

P

p̄N − p̄S
2hy

+
|DS|
[Au

P ]S

p̄P − p̄SS
2hy

]

.

Korekce. Necht’ u∗ je řešeńım soustavy rovnic (6.32) a v∗ je řešeńım soustavy rovnic
(6.43), tj.

Auu∗ = Lup̄+ bv, Avv∗ = Lvp̄+ bv . (6.57)

Naš́ım ćılem je nalézt korekce u′P , v
′
P a p′P ve středech konečných objemů a korekce u′e,

v′n, u
′
w a v′s na jejich stranách tak, aby pro

uP = u∗P + u′P , vP = v∗P + v′P , pP = p̄P + p′P ,

ue = u∗e + u′e, vn = v∗n + v′n, uw = u∗w + u′w, vs = v∗e + v′s

byla splněna diskrétńı rovnice kontinuity (6.44). Požadujeme tedy, aby

∑

q∈s(P )

Fq(v
∗ + v′) = 0, nebo-li

∑

q∈s(P )

Fq(v
′) = −

∑

q∈s(P )

Fq(v
∗),

po složkách

̺eu
′
ehy + ̺nv

′
nhx − ̺wu

′
why − ̺sv

′
shx = −(̺eu

∗
ehy + ̺nv

∗
nhx − ̺wu

∗
why − ̺sv

∗
shx). (6.58)

Vzhledem k platnosti rovnic (6.57) můžeme rychlosti u∗e, v
∗
n, u

∗
w a v∗s vyjádřit ze vzorc̊u

(6.46) a (6.53) tak, že v nich mı́sto u resp. v ṕı̌seme u∗ resp. v∗. Tak třeba

u∗e =
1
2
(u∗P + u∗E)−

(

de
p̄E − p̄P
hx

− αu

2

[ |DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

+
|DE|
[Au

P ]E

p̄EE − p̄P
2hx

])

.

Korekce u′,v′,p′ navrhneme tak, aby

Au(u∗ + u′) = Lu(p̄+ p′) + bv, Av(v∗ + v′) = Lv(p̄+ p′) + bv .

Odtud a z (6.57) dostaneme

Auu′ = Lup′, Avv′ = Lvp′. (6.59)
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Korekce u′e, v
′
n, u

′
w a v′s proto můžeme vyjádřit ze vzorc̊u (6.50), (6.51), (6.55) a (6.56)

tak, že v nichž mı́sto u resp. v resp. p̄ ṕı̌seme u′ resp. v′ resp. p′. Tak třeba

u′e = ũ′e−de
p′E − p′P
hx

, kde ũ′e =
1

2
(u′P+u

′
E)+

αu

2

[ |DP |
Au

P

p′E − p′W
2hx

+
|DE |
[Au

P ]E

p′EE − p′P
2hx

]

.

Levá strana rovnice (6.58) tak nabude tvaru

̺ehy

(

ũ′e − de
p′E − p′P
hx

)

+ ̺nhx

(

ṽ′n − dn
p′N − p′P
hy

)

−

̺why

(

ũ′w − dw
p′P − p′W

hx

)

− ̺shx

(

ṽ′s − ds
p′P − p′S
hy

)

.

(6.60)

Soustava rovnic. Z 6.60 a (6.58) dostaneme soustavu rovnic pro výpočet tlakových
korekćı:

Ap
Pp

′
P = Ap

Ep
′
E + Ap

Np
′
N + Ap

Wp
′
W + Ap

Sp
′
S + b∗P + b̃′P , (6.61)

kde
Ap

E = ̺edehy/hx, A
p
N = ̺ndnhx/hy, A

p
W = ̺wdwhy/hx, Ap

S = ̺sdshx/hy,

Ap
P = Ap

E + Ap
N + Ap

W + Ap
S, (6.62)

b∗P = −(̺eu
∗
ehy + ̺nv

∗
nhx − ̺wu

∗
why − ̺sv

∗
shx),

b̃′P = −(̺eũ
′
ehy + ̺nṽ

′
nhx − ̺wũ

′
why − ̺sṽ

′
shx).

Algoritmus SIMPLE dostaneme tak, že ve vzorćıch (6.50) a (6.55) pro rychlosti u′e, v
′
n,

u′w a v′s zanedbáme členy ũ′e, ṽ
′
n, ũ

′
w a ṽ′s, takže

u′e = −de
p′E − p′P
hx

, v′n = −dn
p′N − p′P
hy

, u′w = −dw
p′P − p′W

hx
, v′s = −ds

p′P − p′S
hy

. (6.63)

To se v rovnici (6.61) projev́ı tak, že vynecháme člen b̃′P , tj. řeš́ıme rovnice

Ap
Pp

′
P = Ap

Ep
′
E + Ap

Wp
′
W + Ap

Np
′
N + Ap

Sp
′
S + b∗P . (6.64)

Soustavu rovnic (6.64) doplńıme o okrajové podmı́nky.

Vtok. Předepsanou okrajovou podmı́nku promı́tneme př́ımo do rovnice (6.58), tj. polož́ıme
u∗w = ûw, u

′
w = 0. Podmı́nku u′w = 0 přitom uplatńıme tak, že v (6.61)polož́ıme Ap

W = 0.

Stěna. Na severńı stěně ΓN polož́ıme v∗n = 0, Ap
N = 0, na jižńı stěně ΓS pak klademe

v∗s = 0, Ap
S = 0.

Výtok Jestliže tlak na výtoku předepsán neńı, pak je přirozené očekávat, že tlakové
korekce na př́ıslušných hraničńıch kontrolńıch objemech nejsou vněǰśım tlakem ovlivněny.
To lze zohlednit tak, že v rovnici (6.64) polož́ıme Ap

e = 0. Jiná situace nastane v př́ıpadě,
když na výtoku tlak předepsán je. Pak postupujeme tak, jako kdyby byl tlak předepsán
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ve středech př́ıslušných hraničńıch kontrolńıch objemů. To znamená, že p̄P = p̂P je dané
a mı́sto rovnice (6.64) bereme triviálńı rovnici p′P = 0.

Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic. Soustavu rovnic (6.64), upravenou zahrnut́ım vlivu
okrajových podmı́nek, zaṕı̌seme formálně ve tvaru

App′ = bp. (6.65)

Pokud neńı předepsán tlak p̂, matice Ap je singulárńı. V tom př́ıpadě jednu libovolně
zvolenou rovnici nahrad́ıme triviálńı rovnićı p′P = 0. Matice takto modifikované soustavy
už regulárńı je a soustava má jediné řešeńı. Triviálńı rovnice je asymptoticky správná:
nastane-li konvergence, p′P → 0 pro každý bod P .

Poté, co urč́ıme tlakové korekce jako řešeńı soustavy rovnic (6.65), dopoč́ıtáme podle
(6.63) korekce rychlost́ı a vypočteme korigované rychlosti

ue = u∗e + u′e, vn = v∗n + v′n, uw = u∗w + u′w, vs = v∗s + v′s (6.66)

a korigovaný tlak

pP = p̄+ αpp
′
P , (6.67)

kde αP ∈ (0, 1] je relaxačńı parametr. Vhodná volba relaxačńıch faktor̊u je závislá na
konkrétńım problému, v́ıce viz [19].

V rovnici (6.64) vyjadřuje člen b∗P mı́ru nesplněńı diskrétńı rovnice kontinuity (6.58)
rychlostmi u∗ a v∗. Je-li na všech kontrolńıch objemech b∗P = 0, je p′ = o, podle (6.63)
pak u′e = v′n = u′w = v′s = 0 a podle (6.66) ue = u∗e, vn = v∗n, uw = u∗w a vs = v∗s . Vid́ıme
tedy, že i když je aproximace (6.63), použitá k odvozeńı rovnic (6.64), velmi hrubá, je
asymptoticky správná.

Rychlosti ue, uw, vn a vs ve středech stran přenáš́ıme do daľśı iterace, kde je znač́ıme
jako ūe, ūw, v̄n, v̄s a použ́ıváme je při diskretizaci konvekčńıch člen̊u, viz (6.12)-(6.19).
Z (6.66) a (6.58) přitom plyne, že rychlosti ūe := ue, ūw := uw, v̄n := vn a v̄s := vs splňuj́ı
diskrétńı rovnici kontinuity.

Korekci u′P ve středu konečného objemu dostaneme modifikaćı prvńıho vzorce v (6.45):
mı́sto u v něm ṕı̌seme u′ a následně člen ũ′P vypust́ıme (což odpov́ıdá tomu, že jsme ve
vzorćıch (6.50) a (6.55) pro rychlosti u′e, v

′
n, u

′
w a v′s zanedbali členy ũ′e, ṽ

′
n, ũ

′
w a ṽ′s, viz

6.63)). Korekci v′P źıskáme podobně. Výsledek je

u′P = −αu
|DP |
Au

P

p′E − p′W
2hx

, v′P = −αv
|DP |
Au

P

p′N − p′S
2hy

. (6.68)

Nákonec polož́ıme

uP = u∗P + u′P , vP = v∗P + v′P . (6.69)

Konvergenci posoud́ıme třeba tak, že otestujeme velikost rezidúı

ru = Lup̄+ bu −Auū, rv = Lvp̄+ bv −Avv̄, rp = bp −App̄′,

kde p̄′ je tlaková korekce z předchoźı iterace. Jsou-li rezidua dostatečně malá, polož́ıme
uk+1 = u, vk+1 = v, pk+1 = p, v opačném provedeme ū := u, v̄ := v, p̄ := p a po-
kračujeme daľśı iteraćı.
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Poznámka 6.1. Jestliže bychom mı́sto R-Ch aproximace použili jen lineárńı interpolaci,
dostaneme nestabilńı algoritmus. Naznačme si to. Pro rychlost ue na východńı straně
obdrž́ıme

ue =
uP + uE

2
=
ũP + ũE

2
− αu

2

( |DP |
Au

P

p̄E − p̄W
2hx

+
|DE|
[Au

P ]E

p̄EE − p̄P
2hx

)

. (6.70)

Postupujeme podobně jako při odvozováńı soustavy rovnic (6.64), tentokrát však voĺıme

u∗e =
u∗P + u∗E

2
, u′e = −αu

2

( |DP |
Au

P

p′E − p′W
2hx

+
|DE|
[Au

P ]E

p′EE − p′P
2hx

)

. (6.71)

Na zbývaj́ıćıch stranách konečného objemu DP máme

u∗w =
u∗P + u∗W

2
, u′w = −αu

2

( |DP |
Au

P

p′E − p′W
2hx

+
|DW |
[Au

P ]W

p′P − p′WW

2hx

)

,

v∗n =
v∗P + v∗N

2
, v′n = −αv

2

( |DP |
Au

P

p′N − p′S
2hy

+
|DN |
[Au

P ]N

p′NN − p′P
2hy

)

, (6.72)

v∗s =
v∗P + v∗S

2
, v′n = −αv

2

( |DP |
Au

P

p′N − p′S
2hy

+
|DS|
[Au

P ]S

p′P − p′SS
2hy

)

.

Dosazeńım do (6.58) dostaneme soustavu rovnic

Ap
PPp

′
P =Ap

EW (p′E − p′W ) + Ap
NS(p

′
N − p′S)+

Ap
EEp

′
EE + Ap

WWp
′
WW + Ap

NNp
′
NN + Ap

SSp
′
SS + bpP ,

(6.73)

kde

Ap
EW = αu

̺e − ̺w
4

hy
hx

|DP |
Au

P

, Ap
NS = αv

̺n − ̺s
4

hx
hy

|DP |
Au

P

, (6.74)

a dále

Ap
EE = αu

̺e
4

hy
hx

|DE|
[Au

P ]E
, Ap

WW = αu
̺w
4

hy
hx

|DW |
[Au

P ]W
,

Ap
NN = αv

̺n
4

hx
hy

|DN |
[Au

P ]N
, Ap

SS = αv
̺s
4

hx
hy

|DS|
[Au

P ]S
,

Ap
PP = Ap

EE + Ap
NN + Ap

WW + Ap
SS,

bpP = −(̺eu
∗
ehy + ̺nv

∗
nhx − ̺wu

∗
why − ̺sv

∗
shx).

(6.75)

Pro konstantńı hustotu je Ap
EW = Ap

NS = 0 a rovnice (6.73) nabude tvaru

Ap
PPp

′
P = Ap

EEp
′
EE + Ap

WWp
′
WW + Ap

NNp
′
NN + Ap

SSp
′
SS + bpP . (6.76)

Soustava rovnic (6.76) se tak rozpadne do čtyř d́ılč́ıch soustav, které můžeme rozlǐsit
pomoćı obrázku 6.1 takto: prvńı d́ılč́ı soustava obsahuje neznámé př́ıslušné pouze černým
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Obr. 6.3: Šachovnicový efekt

poĺım, druhá neznámé př́ıslušné pouze b́ılým poĺım, třet́ı neznámé př́ıslušné pouze světle
šedým poĺım a čtvrtá neznámé př́ıslušné pouze tmavě šedým poĺım. Jedinou vazbu mezi
těmito soustavami zajǐst’uje zdrojový člen bpP a okrajové podmı́nky. Teoreticky si lze
představit situaci, kdy by tlakové korekce na poĺıch stejného odst́ınu nabývaly přebližně
stejnou konstantńı hodnotu, třeba p′

.
= α na černých poĺıch, p′

.
= β na b́ılých poĺıch,

p′
.
= γ na světle šedých poĺıch a p′

.
= δ na tmavě šedých poĺıch. Rozkmitané tlakové

korekce se přenesou prostřednictv́ım rychlostńıch korekćı do pohybových rovnic a zp̊usob́ı
rozkmitáńı rychlost́ı. Výsledkem je rozkmitané pole jak rychlost́ı tak tlaku, ztráta stabi-
lity a kolaps výpočtu. V anglicky psané literatuře se pro tento druh nestability použ́ıvá
termı́n checkerboarding, česky můžeme použ́ıt termı́n šachovnicový efekt.

Předpoklad konstantńı hustoty neńı podstatný. Z (6.74) vid́ıme, že koeficienty Ap
EW

a Ap
NS jsou řádově menš́ı než koeficienty Ap

EE, A
p
NN , A

p
WW , Ap

SS A
p
PP , takže tendence ke

vzniku oscilaćı nastává i v tomto př́ıpadě. �

Poznámka 6.2. Algoritmus SIMPLE obecně konverguje jen velmi pomalu, někdy dokon-
ce v̊ubec. Je to zp̊usobeno velmi hrubou aproximaćı (6.63), při ńıž zanedbáváme členy
ũ′e, ṽ

′
n, ũ

′
w a ṽ′s. Proto vzniklo několik modifikaćı algoritmu SIMPLE známých pod zkrat-

kami SIMPLER (Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations Revised), viz [42],
SIMPLEC (Semi-Implicit Method for Pressure Linked Equations-Consistent), viz [19],
nebo PISO (Pressure Implicit with Splitting of Operator), viz [19]. V následuj́ıćım stručně
poṕı̌seme

Algoritmus PISO. Po výpočtu korekćı p′P , u
′
P a v′P dopoč́ıtáme ũ′e, ṽ

′
n, ũ

′
w, ṽ

′
s a pak b̃′P .
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Řešeńım soustavy

Ap
Pp

′′
P = Ap

Ep
′′
E + Ap

Wp
′′
W + Ap

Np
′′
N + Ap

Sp
′′
S + b∗P + b̃′P (6.77)

źıskáme druhé korekce tlaku p′′P . Pak uprav́ıme tlak,

pP = p̄P + p′′P , (6.78)

a spočteme rychlosti na stranách,

ue = u∗e +

[

ũ′e − de
p′′E − p′′P
hx

]

, vn = v∗n +

[

ṽ′n − dn
p′′N − p′′P
hy

]

,

uw = u∗w +

[

ũ′w − dw
p′′P − p′′W

hx

]

, vs = v∗s +

[

ṽ′s − ds
p′′P − p′′S
hy

]

.

(6.79)

Nakonec urč́ıme druhé korekce rychlost́ı ve středech konečných objemů

u′′P = ũ′P − αu
|DP |
Au

P

p̄′′E − p̄′′W
2hx

, v′′P = ṽ′P − αv
|DP |
Av

P

p̄′′N − p̄′′S
2hy

, (6.80)

kde

ũ′P =
αu

Au
P

(Au
Eu

′
E +Au

Wu
′
W +Au

Nu
′
N +Au

Su
′
S) ,

ṽ′P =
αv

Au
P

(Av
Ev

′
E +Av

W v
′
W +Av

Nv
′
N +Av

Sv
′
S) ,

a spočteme rychlosti ve středech konečných objemů,

uP = u∗P + u′′P , vP = v∗P + v′′P . (6.81)

Následovat může výpočet daľśıch korekćı (p′′′P , u
′′′
P , u

′′′
P ), (p

(4)
P , u

(4)
P , u

(4)
P ) atd., což neńı nic

jiného než iteračńı řešeńı rovnice (6.61). Standardně se konč́ı druhou iteraćı, tj. postupuje
se podle (6.77)–(6.81). �

6.2. Algoritmus SIMPLE na obecné čtyřúhelńıkové śıti

Oblast Ω vykryjeme konvexńımi čtyřúhelńıky. Při popisu diskretizace použijeme po-
dobné označeńı jako v předchoźı kapitole, viz obrázek 6.4. Konečný objem DP je tedy
uzavřený konvexńı čtyřúhelńık, bod P je jeho těžǐstě, e, n, w, s jsou středy stran Γe, Γn,
Γw, Γs.

Gradient. V daľśım budeme potřebovat gradient ∇φ(P ) pro φ = u, v, p. Podle Greenovy
věty

∫

DP

∇φ dx =

∫

ΓP

φn dS.

Spočteme-li integrály numericky jednobodovou formuĺı, dostaneme

|DP |∇φ(P ) ≈
∑

q∈s(P )

|Γq|φ(xq)nq.
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Obr. 6.4: Konečný objem DP a jeho sousedé

Definujeme proto

∇φP :=
1

|DP |
∑

q∈s(P )

|Γq|φqnq (6.82)

jako přibližnou hodnotu ∇φ(P ), kde φq je aproximace φ(xq).

Śıt’, interpolace. Spojnice bodu P a sousedńıho bodu Q prot́ıná společnou hranici Γq

konečných objemů DP a DQ v bodu q′, který obecně neńı středem q strany Γq, tj. q
′ 6= q,

viz obrázek 6.5. Necht’ bod P ′ resp. Q′ je kolmým pr̊umětem bodu P resp. Q na př́ımku,
která procháźı bodem q a má směrnici nq, viz obrázek 6.5. Připomeňme, že nq je jednot-

kový vektor vněǰśı normály konečného objemu DP na straně Γq. Normovaný vektor
−→
PQ

označ́ıme jako eξ := (xQ − xP )/|xQ − xP |.
Pokud hodnotu φq funkce φ v bodu xq neznáme, nahrad́ıme ji dostatečně přesnou apro-
ximaćı [[φ]]q. Tak třeba

[[φ]]q = φI(xq), (6.83)

kde φI(x) je lineárńı interpolant funkce φ na trojúhelńıku PQR, R ∈ S(P ) ∪ S(E). Pro
q = e na obrázku 6.4 se hod́ı R = N nebo R = NE. Když úsečka PQ procháźı středem q
strany Γq, pak

[[φ]]q = φP +
|xq − xP |
|xQ − xP |

(φQ − φP ) pro q = q′. (6.84)
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Obr. 6.5: Konečný objem DP a jeden z jeho soused̊u DQ

Jestliže nav́ıc q′ = 1
2
(P +Q), pak

[[φ]]q =
1
2
(φP + φQ) pro q = q′ = 1

2
(P +Q). (6.85)

Když je úsečka PQ ke straně Γq kolmá pro každé P,Q ∈ S(P ), řekneme, že śıt’ je orto-
gonálńı. Kvalitńı generátory śıt́ı umı́ generovat ortogonálńı nebo téměř ortogonálńı śıtě,
v nichž spojnice PQ těžǐst’ dvou sousedńıch konečných objemů procháźı přibližně středem
q jejich společné strany Γq. Takové śıtě jsou pro modelováńı prouděńı tekutin metodou
konečných objemů velmi vhodné. Když je totiž úsečka PQ ke straně Γq kolmá a q′ = q,
pak P ′ ≡ P , Q′ ≡ Q a plat́ı

∂φq

∂nq
=
∂φq′

∂ξ
pro PQ ⊥ Γq, q = q′, (6.86)

viz obrázek 6.5. To vede ke zjednodušené diskretizaci viskózńıho členu, viz (6.88).

6.2.1. Diskretizace pohybových rovnic.

Uvažujme nejdř́ıve prvńı pohybovou rovnici. Vyjdeme z integrálńı identity (6.11).
Objemové integrály spočteme přibližně jako součin plochy |DP | a hodnoty integrandu
v bodu P , tj.

∫

DP

ϕ(x) dx ≈ |DP |ϕ(xP ),

křivkové integrály po hranici ΓP poč́ıtáme složenou obdélńıkovou formuĺı, tj.

∫

ΓP

ϕ(x) dS ≈
∑

q∈s(P )

|Γq|ϕ(xq).
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Připomeňme, že xP je souřadnice bodu P , xq je souřadnice bodu q, s(P ) = {e, n, w, s}.
Po provedené integraci z (6.11) dostaneme

|DP |̺P
uP − u0P

τ
+
∑

q∈s(P )

Fq(v̄)uq = −
∑

q∈s(P )

|Γq|p̄qnq
x +

∑

q∈s(P )

|Γq|µq
∂uq
∂nq

+ |DP |S̄u
P , (6.87)

kde Fq(v̄) = ̺q(v̄q · nq)|Γq|, viz (6.12), nq
x je x-ová složka vektoru nq = (nq

x, n
q
y)

T a kde
∂uq
∂nq

= (∇u)q · nq. Dolńı index P resp. q u člen̊u u, u0, v̄, p̄, ∇u a S̄u označuje přibližnou

hodnotu v bodu P resp. q. V daľśım se věnujme diskretizaci jednotlivých člen̊u rovnosti
(6.87).

Diskretizace konvekčńıho členu. Použijeme upwind schéma (6.40), gradient ∇uP
obsažený v (6.36) spočteme podle (6.82) pro φq = [[u]]q. Rychlost v̄q obsaženou v F±

q (v̄)
aproximujeme pomoćı [[v̄]]q.

Diskretizace viskózńıho členu. Metodou odložených korekćı dostaneme aproximaci

∂uq
∂nq

≈ ∂uq
∂ξ

+

[

∂ūq
∂nq

− ∂ūq
∂ξ

]

. (6.88)

Nastane-li konvergence, tj. ū = u, aproximace (6.88) přejde v identitu. Derivace aproxi-
mujeme diferencemi, takže

∂uq
∂nq

≈ uQ − uP
|xQ − xP |

+

[

ūQ′ − ūP ′

|xQ′ − xP ′| −
ūQ − ūP
|xQ − xP |

]

. (6.89)

Pro souřadnice xP ′, xQ′ bod̊u P ′, Q′ snadno odvod́ıme, že

xP ′ = xq − [(xq − xP ) · nq]nq, xQ′ = xq − [(xq − xQ) · nq]nq . (6.90)

Hodnoty ūP ′ a ūQ′ v bodech P ′ a Q′ aproximujeme pomoćı hodnot ūP , ūQ a gradient̊u
∇ūP , ∇ūQ v bodech P a Q,

ūP ′ ≈ ūP +∇ūP · (xP ′ − xP ), ūQ′ ≈ ūQ +∇ūQ · (xQ′ − xQ). (6.91)

Gradienty ∇ūP , ∇ūQ spočteme pomoćı (6.82) pro φq = [[ū]]q.

Diskretizace tlakového členu. Použijeme aproximaci

p̄q ≈ p̄P +∇p̄P · (xq − xP ). (6.92)

Gradient ∇p̄P urč́ıme podle (6.82) pro φq = [[p̄]]q.

Diskretizace zdrojového členu je tvaru

S̄u
P = |DP |f̄u

P + |DP |∇ ·
(

µ
∂v̄P

∂x

)

. (6.93)

Z rovnice kontinuity plyne, že pro konstantńı µ je druhý člen nulový. Pro nekonstantńı µ
dostaneme aproximaci

|DP |∇ ·
(

µ
∂v̄P

∂x

)

≈
∫

DP

∇ ·
(

µ
∂v̄

∂x

)

dx ≈
∑

q∈s(P )

|Γq|µq

[[

∂v̄

∂x

]]

q

nq. (6.94)
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Při interpolaci využijeme toho, že
∂v̄A
∂x

=
1

|DA|
∑

q∈s(A)

|Γq| [[v̄]]q nq
x, kde A = P,Q,R.

Soustava lineárńıch rovnic. Do rovnice (6.87) dosad́ıme aproximace člen̊u Fq(v̄), p̄q,
∂uq
∂nq

, S̄u
P a obdrž́ıme rovnici

Au
PuP = Au

EuE + Au
WuW + Au

NuN + Au
SuS − |DP |

∂p̄P
∂x

+ buP (6.95)

kde
∂p̄P
∂x

je prvńı složka vektoru ∇p̄P . Skutečně, pomoćı Greenovy věty

−
∑

q∈s(P )

|Γq|p̄qnq
x = −

∑

q∈s(P )

|Γq| [p̄P +∇p̄P · (xq − xP )]n
q
x =

−
∫

ΓP

[p̄P +∇p̄P · (x− xP )]nx dS = −∇p̄P ·
∫

ΓP

xnx dS = −∇p̄P · |DP |
(

1
0

)

= −|DP |
∂p̄P
∂x

.

Rovnice (6.95) sestav́ıme pro každý konečný objem DP a uplatńıme předepsané okra-
jové podmı́nky. Je také vhodné použ́ıt dolńı relaxaci, viz (6.33), (6.34). Řešeńı označ́ıme
jako u∗.

Druhá pohybová rovnice. Diskretizovaná druhá pohybová rovnice je tvaru

Av
P vP = Av

EvE + Av
WvW + Av

NvN + Av
SvS − |DP |

∂p̄P
∂y

+ bvP (6.96)

kde
∂p̄P
∂y

je druhá složka vektoru∇p̄P . Odvozeńı je podobné jako u prvńı pohybové rovnice.

Plat́ı Av
Q = Au

Q pro Q = P,E,W,N, S. Řešeńı soustavy rovnic (6.96) doplněné o vliv
okrajových podmı́nek a relaxaci označ́ıme jako v∗.

6.2.2. Diskretizace rovnice kontinuity.

Pomoćı Greenovy věty a numerické integrace dostaneme diskrétńı tvar rovnice konti-
nuity

∑

q∈s(P )

Fq(v) ≡
∑

q∈s(P )

̺q(vq ·nq)|Γq| = 0. (6.97)

Věnujme se nejdř́ıve aproximaci normálové rychlosti (v · n)q. Z rovnic (6.95) a (6.96)
dostaneme

vP = sP − |DP |
Au

P

∇p̄P , (6.98)

kde

sP =
1

Au
P

(

Au
EuE + Au

WuW + Au
NuN + Au

SuS + buP

Au
EvE + Au

W vW + Au
NvN + Au

SvS + bvP

)

.
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Ve středu q strany Γq interpolaćı dostaneme

[[v]]q = [[s]]q −
[[ |D|
Au

∇p̄
]]

q

.

R-Ch aproximaci vn,q normálové rychlosti (v ·n)q proto voĺıme ve tvaru

vn,q = [[v]]q ·nq −
(

[[ |D|
Au

]]

q

δp̄q
δnq

−
[[ |D|
Au

∇p̄
]]

q

·nq

)

, (6.99)

kde

δp̄q
δnq

=
p̄Q′ − p̄P ′

|xQ′ − xP ′| (6.100)

je aproximace
∂p̄(xq)

∂nq
. Pak zřejmě

vn,q = [[s]]q ·nq −
[[ |D|
Au

]]

q

δp̄q
δnq

. (6.101)

Na pravidelné obdélńıkové śıti je zde uvedená R-Ch aproximace ekvivalentńı s R-Ch apro-
ximaćı zavedenou v kapitole 6.1.3. Tak třeba pro q = e je (6.99) ekvivalentńı s (6.46) pro
αu = 1 a (6.101) je ekvivalentńı s (6.52).

Z (6.99), (6.100) a pomoćı aproximace

[[ |D|
Au

∇p̄
]]

q

≈
[[ |D|
Au

]]

q

[[∇p̄]]q dostaneme

vn,q ≈ [[v]]q ·nq −
[[ |D|
Au

]]

q

p̄Q′ − p̄P ′ − [[∇p̄]]q · (xQ′ − xP ′)

|xQ′ − xP ′| . (6.102)

Pro vzdálenost |xQ′ − xP ′| bod̊u P ′ a Q′ podle (6.90) plat́ı

|xQ′ − xP ′| = (xQ − xP ) ·nq. (6.103)

Aproximaci v∗n,q normálové rychlosti (v∗ ·n)q dostaneme tak, že na pravé straně výrazu
(6.102) zaměńıme v za v∗ a výraz

Q1 := p̄Q′ − p̄P ′ − [[∇p̄]]q · (xQ′ − xP ′)

nahrad́ıme výrazem

Q2 := p̄Q − p̄P − [[∇p̄]]q′ · (xQ − xP ).

Užijeme-li ještě (6.103), dostaneme vztah

v∗n,q = [[v∗]]q ·nq −
[[ |D|
Au

]]

q

p̄Q − p̄P − [[∇p̄]]q′ · (xQ − xP )

(xQ − xP ) ·nq
, (6.104)

který lze naj́ıt třeba ve [19] nebo [37]. Gradient [[∇p̄]]q′ źıskáme pomoćı (6.84) pro φ = ∇p̄,
přičemž ∇p̄P resp. ∇p̄Q urč́ıme podle (6.82) pro φq = [[p̄]]q, q ∈ s(P ) resp. q ∈ s(Q).
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Rovnice (6.97) pro v∗n,q ≈ (v ·n)q neplat́ı, tj.

∑

q∈s(P )

̺q|Γq|v∗n,q 6= 0.

Algoritmus SIMPLE proto zavád́ı korekce v′n,q normálových rychlost́ı v∗n,q tak, aby

∑

q∈s(P )

̺q|Γq|(v∗n,q + v′n,q) = 0. (6.105)

Jestliže ve výrazu

v∗n,q = −
[[ |D|
Au

]]

q

p̄Q′ − p̄P ′

|xQ′ − xP ′|+
{

[[ |D|
Au

]]

q

[[∇p̄]]q · (xQ′ − xP ′) +Q1 −Q2

|xQ′ − xP ′ | + [[v∗]]q ·nq

}

ṕı̌seme v′n,q mı́sto v∗n,q, p
′ mı́sto p̄, v′ mı́sto v∗ a když pak vypust́ıme celý výraz ve složených

závorkách, dostaneme

v′n,q = −
[[ |D|
Au

]]

q

p′Q′ − p′P ′

|xQ′ − xP ′ | . (6.106)

Hodnoty p′P ′ resp. p′Q′ v bodech P ′ resp. Q′ aproximujeme pomoćı hodnot p′P resp. p′Q
a gradient̊u ∇p′P resp. ∇p′Q v bodech P resp. Q,

p′P ′ ≈ p′P +∇p′P · (xP ′ − xP ), p′Q′ ≈ p′Q +∇p′Q · (xQ′ − xQ). (6.107)

Gradienty ∇p′P resp. ∇p′Q spočteme pomoćı (6.82) pro φq = [[p′]]q, q ∈ s(P ) resp. q ∈ s(Q).
Dosazeńım (6.107) do (6.106) dostaneme

v′n,q = −
[[ |D|
Au

]]

q

[

p′Q − p′P
(xQ − xP ) ·nq

+
∇p′Q · (xQ′ − xQ)−∇p′P · (xP ′ − xP )

(xQ − xP ) ·nq

]

. (6.108)

Soustavu rovnic (6.105) řeš́ıme iteračně,

∑

q∈s(P )

̺q|Γq|
[[ |D|
Au

]]

q

p
′(k)
P − p

′(k)
Q

(xQ − xP ) ·nq
= (6.109)

∑

q∈s(P )

̺q|Γq|
[[ |D|
Au

]]

q

∇p′(k−1)
Q · (xQ′ − xQ)−∇p′(k−1)

P · (xP ′ − xP )

(xQ − xP ) ·nq
−
∑

q∈s(P )

̺q|Γq|v∗n,q,

přičemž v prvńı iteraci bereme ∇p′(0)P = ∇p′(0)Q = 0, takže prvńı suma na pravé straně

rovnice (6.109) vypadne. Pro P ′ .= P a Q′ .= Q klademe p′P = p
′(1)
P , jinak obvykle stač́ı

p′P = p
′(2)
P . Gradienty ∇p′(k−1)

P resp. ∇p′(k−1)
Q dostaneme podle (6.82) pro φq =

[[

p′(k−1)
]]

q
,

q ∈ s(P ) resp. q ∈ s(Q). Korekce rychlost́ı u′P , v
′
P dostaneme ze vzorce (6.98) takto: za
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vP resp. p̄P dosad́ıme v′
P resp. p′P , vypust́ıme člen sP a ∇p′P spočteme pomoćı (6.82) pro

φq = [[p′]]q. Tak dostaneme

u′P = − 1

Au
P

∑

q∈s(P )

|Γq|nq
x [[p

′]]q , v′P = − 1

Au
P

∑

q∈s(P )

|Γq|nq
y [[p

′]]q . (6.110)

Na pravidelné obdélńıkové śıti jsou vzorce (6.110) stejné jako vzorce (6.68) pro αu=αv=1.
Nakonec polož́ıme

uP = u∗P + u′P , vP = v∗P + v′P , pP = p̄P + αpp
′
P , (6.111)

kde αp je relaxačńı koeficient.
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7. Řešeńı Navierových-Stokesových rovnic pro nestla-

čitelné prouděńı metodou konečných prvk̊u

Formulace. Navierovy-Stokesovy rovnice a rovnici kontinuity zaṕı̌seme ve tvaru

̺

(

∂v

∂t
+ v · ∇v − f

)

−∇ · σ(p,v) = o, (7.1)

∇ · v = 0, (7.2)
kde

σ(p,v) = −pI+ τ (v)

je tenzor napět́ı, I je jednotková matice,

τ (v) = 2µε(v)

je vazká část tenzoru napět́ı, µ = ̺ν je dynamická viskozita a

ε(v) =
1

2

(

∇v + (∇v)T
)

je tenzor rychlosti deformace. Uvažujeme okrajové podmı́nky

v = v̂ na ΓI , (7.3)

n · σ = T̂ na ΓO, (7.4)

v = o na ΓW , (7.5)

a počátečńı podmı́nku

v = v0 pro t = 0. (7.6)

Zvoĺıme testovaćı funkci ϕ splňuj́ıćı podmı́nku

ϕ = o na ΓI ∪ ΓW (7.7)

a testovaćı funkci ψ. Rovnici (7.2) násob́ıme skalárně ϕ, integrujeme přes Ω, užijeme
Greenovu větu a uplatńıme podmı́nku (7.7) a okrajovou podmı́nku (7.4). Rovnici (7.2)
násob́ıme ψ a integrujeme přes Ω. Takto źıskané rovnice sečteme a dostaneme rovnost

a(v, p,ϕ, ψ) =0, (7.8)

kde

a(v, p,ϕ, ψ)=

∫

Ω

̺

(

∂v

∂t
+ v ·∇v − f

)

·ϕ dx−
∫

Ω

p∇ϕ+

∫

Ω

2µε(v) : ε(ϕ) dx−
∫

ΓO

T̂· ϕ dS +

∫

Ω

(∇·v)ψ dx. (7.9)
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Připomeňme, že ε(v) : ε(ϕ) je Frobeni̊uv skalárńı součin matic ε(v) a ε(ϕ), takže

ε(v) : ε(ϕ) = εij(v)εij(ϕ) =

[

1

2

(

∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)][

1

2

(

∂ϕi

∂xj
+
∂ϕj

∂xi

)]

.

Prostorová diskretizace. Bez újmy na obecnosti budeme předpokládat, že Ω je poly-
gonálńı oblast. Jej́ı uzávěr Ω vykryjeme pomoćı m uzavřených trojúhelńıkových prvk̊u
T1, T2, . . . , Tm, jejichž vnitřky jsou navzájem disjunktńı, takže Ω =

⋃m
j=1 Tj. Označme

Th = {Tj}mj=1.

Necht’ Sq
j je prostor polynomů stupně q na trojúhelńıku Tj. Předpokládejme, že po-

lynom v ∈ Sq
j je jednoznačně určen pomoćı svých hodnot v(xqj

α ) v uzlech xqj
α ∈ Tj ,

α = 1, 2, . . . , nq, kde nq =
1
2
(q+1)(q+2) je dimenze Sq

j . Pro q ≥ 1 nav́ıc předpokládejme,

na každé straně Γj
β trojúhelńıka Tj , β = 1, 2, 3, je polynom v ∈ Sq

j jednoznačně určen

pomoćı svých hodnot v(xqj
α ) v uzlech xqj

α ∈ Γj
β. To lze zajistit tak, že pro q ≥ 1 mezi uzly

{xqj
α }nq

α=1 patř́ı vrcholy trojúhelńıka Tj a pro q ≥ 2 každá strana Γj
β, β = 1, 2, 3, obsahuje

q − 1 navzájem r̊uzných vnitřńıch uzl̊u děĺıćıch stranu Γj
β na q stejných část́ı. Tak třeba

v prostoru S1
j jsou uzly {x1j

α }3α=1 vrcholy Tj a v S2
j jsou uzly {x2j

α }6α=1 vrcholy a středy

stran Tj . V S0
j předpokládáme, že x

0j
1 je těžǐstě Tj .

Necht’ {ℓqjα (x)}
nq

α=1 je tzv. nodálńı báze prostoru Sq
j , pro kterou

ℓqjα (x
qj
β ) =

{

1 pro α = β,
0 pro β 6= α,

α, β = 1, 2, . . . , nq. (7.10)

Pro libovolný polynom v ∈ Sq
j zřejmě plat́ı

v(x) =

nq
∑

α=1

v(xqj
α )ℓ

qj
α (x). (7.11)

Definujme konečněprvkový prostor

Xq = {w | w|Tj
∈ Sq

j ∀Tj ∈ Th} (7.12)

spojitých funkćı, které jsou po prvćıch Tj polynomy stupně q. Spojitost funkćı w ∈ Xq je
d̊usledkem toho, že na společné straně Γjk = Tj ∩Tk sousedńıch trojúhelńık̊u Tj a Tk jsou
funkce vqj ∈ Sq

j i vqk ∈ Sq
k určeny pomoćı hodnot vqj (x

q
α) = vqk(x

q
α) v uzlech xq

α ∈ Γjk.
Každou funkci w ∈ Xq lze vyjádřit ve tvaru

w(x) =

Nq
∑

α=1

w(xq
α)ℓ

q
α(x) (7.13)

kde {xq
α}

Nq

α=1 =
⋃m

j=1{x
qj
β }nq

β=1 je množina všech Nq uzl̊u triangulace Th a {ℓqα(x)}
Nq

α=1 je

nodálńı báze prostoru Xq: pro xq
α = x

qj
β je ℓqα

∣

∣

Tj
= ℓqjβ .

Aproximaci vh rychlosti v hledáme ve tvaru

vh(x, t)=

Nr
∑

α=1

vr
α(t)ℓ

r
α(x), kde vr

α(t)=v̂I(x
r
α, t) pro xr

α∈ Γ̄I , v
r
α(t)=o pro xr

α ∈ Γ̄W (7.14)
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a kde r ≥ 1 určuje stupeň prostorové po částech polynomické aproximace. Uzly {xr
α}Nr

α=1

oč́ıslujeme tak, aby uzly {xr
α}Mr

α=1 ležely uvnitř oblasti Ω nebo uvnitř hranice ΓO, aby uzly

{xr
α}Qr

α=Mr+1 ležely na hranici ΓI a aby uzly {xr
α}Nr

α=Qr+1 ležely na hranici ΓW . Pak

vh(x, t)=
Mr
∑

α=1

vr
α(t)ℓ

r
α(x) +

Qr
∑

α=Mr+1

v̂I(x
r
α, t)ℓ

r
α(x), (7.15)

a neznámé, které je třeba určit, jsou funkce {vr
α(t)}Mr

α=1.
Aproximaci ϕh testovaćı funkce ϕ zvoĺıme ve tvaru

ϕh(x)=

Mr
∑

α=1

ϕr
α ℓ

r
α(x), (7.16)

kde ϕr
α, α = 1, 2, . . . ,Mr, jsou libovolné konstantńı sloupcové vektory o dvou složkách.

Aproximace ph tlaku p hledáme ve tvaru

ph(x, t)=

Ns
∑

α=1

psα(t)ℓ
s
α(x), (7.17)

kde 0 ≤ s ≤ r určuje stupeň prostorové po částech polynomické aproximace. Obvyklá
volba je s = r, pro s = r − 1 je trojice

(

Tj ,v
r
h|Tj

, psh|Tj

)

známa jako Taylor̊uv-Hood̊uv

prvek. Neznámé, které je třeba určit, jsou funkce {psα(t)}Ns
α=1.

Aproximaci ψh testovaćı funkce ψ zvoĺıme ve tvaru

ψh(x)=

Ns
∑

α=1

ψs
α ℓ

s
α(x), (7.18)

kde ψs
α, α = 1, 2, . . . , Ns, jsou libovolné konstanty.

Aproximaci v0r
h funkce v0 zaṕı̌seme ve tvaru

v0r
h (x) =

Nr
∑

α=1

v0(xr
α)ℓ

r
α(x). (7.19)

Úloha

naj́ıt vr
h, p

s
h tak, aby a(vr

h, p
s
h,ϕ

r
h, ψ

s
h) = 0 ∀ϕr

h, ψ
s
h, vr

h

∣

∣

t=0
= v0r

h , (7.20)

neposkytuje uspokojivou aproximaci (vr
h, p

s
h) řešeńı (v, p) úlohy (7.1), (7.2). Pot́ıže zp̊uso-

buje předevš́ım konvekčńı člen (v·∇v)·ϕ = vj
∂vi
∂xj

ϕi a divergenčńı člen (∇·v)ψ =
∂vi
∂xi

ψ.

Stabilizace. Postup, který umožňuje překonat uvedené pot́ıže, je označován jako stabi-
lizace. Mı́sto úlohy (7.20) řeš́ıme stabilizovanou úlohu

naj́ıt vr
h, p

s
h tak, aby A(vr

h, p
s
h,ϕ

r
h, ψ

s
h) = 0 ∀ϕr

h, ψ
s
h, vr

h

∣

∣

t=0
= v0r

h , (7.21)

kde

A(v, p,ϕ, ψ) = a(v, p,ϕ, ψ) + astab(v, p,ϕ, ψ) (7.22)
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a

astab(v, p,ϕ, ψ) =

m
∑

j=1

∫

Tj

1

̺

[

τSUPG ̺

(

∂ϕ

∂t
+ v ·∇ϕ

)

+ τPSPG∇ψ
]

· L (v, p) dx+

m
∑

j=1

∫

Tj

τLSIC ̺ (∇·ϕ)(∇·v) dx, (7.23)

přičemž

L (v, p) = ̺

(

∂v

∂t
+ v · ∇v − f

)

−∇ · σ(p,v) (7.24)

je levá strana Navierovy-Stokesovy rovnice (7.1). Všimněte si: jestliže je (v, p) řešeńı
(7.1)-(7.2), pak L (v, p) = 0, ∇·v = 0, takže astab(v, p,ϕ, ψ) = 0.

Parametr τSUPG je stabilizačńı parametr metody SUPG (Streamline Upwind Petrov-
Galerkin), τPSPG je stabilizačńı parametr metody PSPG (Pressure Stabilizing Petrov-
Galerkin) a τLSIC je stabilizačńı parametr metody LSIC (Least Squares on Incompres-
sibility Constraint). Úspěch stabilizace podstatně záviśı na vhodné volbě stabilizačńıch
parametr̊u, viz [1], [50], [51].

Pro konkrétnost uvedeme volbu stabilizačńıch parametr̊u podle [1]. Necht’ s = vh(x
j
T )

je rychlost vh v těžǐsti xj
T trojúhelńıka Tj a hs = sup{|x−y|;x,y ∈ Tj ,x−y = αs, α ∈ R}

je pr̊uměr trojúhelńıka Tj ve směru s. Lze ukázat, že

hs = 2|s|
(

3
∑

α=1

|s ·∇ℓ1jα |
)−1

, (7.25)

kde {ℓ1jα }3α=1 jsou nodálńı bázové funkce v prostoru S1
j . Na trojúhelńıku Tj definujeme

τSUPG = τPSPG =

[

(

2|s|
hs

)2

+

(

4ν

h2
s

)

]−1/2

,

τLSIC =
hs
2
|s|z, z =

{

1
3
Re, Re ≤ 3,

1 Re > 3,
Re =

hs|s|
2ν

,

(7.26)

kde ν = µ/̺ je kinematická viskozita v těžǐsti xj
T .

Semidiskrétńı formulace. Pomoćı označeńı

V(t)=











vr
1(t)

vr
2(t)

...
vr
Mr

(t)











, P(t)=











ps1(t)
ps2(t)
...
ϕs
Ns
(t)











, Φ=











ϕr
1

ϕr
2

...
ϕr

Mr











, Ψ=











ψs
1

ψs
2

...
ψs
Ns











, V0=











v0(xr
1)

v0(xr
2)

...
v0(xr

Mr
)











lze rovnici úlohu (7.21) zapsat ve tvaru

(

MV̇ + Fv(V,P)
Fp(V,P)

)

·
(

Φ

Ψ

)

=

(

o

o

)

, V(0) = V0. (7.27)
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Matici M a vektory Fv, Fp dostaneme standardńı technikou metody konečných prvk̊u.
Protože vektory parametr̊u Φ, Ψ mohou nabývat libovolných hodnot, dostáváme ekviva-
lentńı vyjádřeńı úlohy (7.21) ve tvaru

naj́ıt V(t), P(t) tak, aby MV̇+Fv(V,P) = o, V(0) = V0,

Fp(V,P) = o. (7.28)

Navierovy-Stokesovy rovnice neurčuj́ı tlak jednoznačně: je-li (v, p) řešeńı (7.1)-(7.6), pak
je řešeńım také (v, p + p̄), kde p̄ je libovolná funkce proměnné t. Tuto skutečnost zo-
hledńıme tak, že v (7.27)1 pro nějaké k ∈ {1, 2, . . . , Ns} provedeme psk(t) = p̄(t), ψs

k = 0.
Odpov́ıdaj́ıćı úloha (7.28) pak bude jednoznačně řešitelná.

Časová diskretizace. Obvykle se použ́ıvá implicitńı Eulerova metoda nebo BDF2 me-
toda. Tak třeba pro IE metodu dostaneme

M
Vk+1 −Vk

τk
+ Fv(V

k+1,Pk+1) = o,

Fp(V
k+1,Pk+1) = o,

k = 0, 1, . . . (7.29)

Nelineárńı soustavu rovnic (7.29) řeš́ıme modifikovanou Newtonovou metodou (Jacobiho
matice z̊ustává po několik iteraćı stejná), stabilizačńı parametry v dané iteraci poč́ıtáme
pomoćı rychlost́ı z předchoźı iterace, př́ıslušné soustavy lineárńıch rovnic řeš́ıme vhodnou
iteračńı metodou, třeba GMRES.
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