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Predmluva

Tento text vznikl z divodu zmén v osnovach predmétu Matematika I1I vyucovaného na FSI VUT
v Brné. Kapitoly tykajici se numerického feseni ODR byly pfesunuty do predmétu Numerické
metody II a na jejich misto byly zafazeny kapitoly ,,Laplaceova transformace® a ,Stabilita Feseni
soustav diferencidlnich rovnic“.

V zékladnich kurzech matematiky jsme se jiz setkali se situacemi, kdy jsme néjakym funkcim
prifadili jistym pevné danym zptisobem jiné funkce, napf. funkci jeji derivaci. Takovému procesu
se Casto Tika transformace, pravé z divodu, ze pivodni funkce se transformuje (méni) na jinou
funkci, obvykle tak, aby tato nova funkce byla z pohledu dal$i manipulace vyhodnéjsi. Lapla-
ceova transformace patfi mezi tzv. integrélni transformace (definuje se totiz ur¢itym integralem,
Teorii poté ,znovuozivil“ a rozpracoval francouzsky matematik Pierre Simon Laplace (1749-
1827). Laplaceova transformace nachazi uplatnéni v mnoha oborech technické praxe, napf. pii
feSeni linearnich dynamickych systémt, nékterych integralnich rovnic, vybranych parcialnach
diferenecidlnich rovnic, apod. V nasem vykladu bude Laplaceova transformace aplikovana na
feSeni linearnich diferencialnich rovnic n-tého fadu. Transformace funguje totiz tak, ze prevadi
LODRn s konstantnimi koeficienty na algebraickou rovnici.

Stabilitou v béZzném slova smyslu rozumime schopnost odolat vnéjsim vliviim (porucham ve
vstupnich parametrech). Naptiklad, vychylime-li visici kyvadlo, po néjakém ¢ase se znovu vrati
do ptvodni polohy, jedna se tedy o stabilni pfipad. Naopak, vychylime-li ,stojici“ kyvadlo, do
této polohy se nikdy nevrati ani se této poloze nepfiblizi, hovofime o nestabilnim pfipadé. Jako
jiny pfiklad uvedme let letadlem, kdy z rovnovazného pfimocarého pohybu vychyli letadlo bud
povel pilota Fidicim plocham nebo porucha v atmosfére. Pokud tato zména vychozich podminek
neni velkd, 1ze ocekdvat, ze pohyb letadla se po néjakém case opét ustédli (zastabilizuje) byt
tfeba na jiné letové hladiné. V podobném duchu budeme chapat stabilitu feseni soustavy ODR1.
Pfislusné definice a teorii zavedl rusky matematik Aleksandr Michajlovi¢ Ljapunov (1857-1918).
Jako zajimavost uvedme, ze Ljapunovova prace nebyla po mnoho let od svého vzniku pfedmétem
sirsiho zajmu, do popredi se dostala az béhem studené valky v padesatych létech minulého stoleti,
kdy byla vyuzita k feSeni stability navadécich systémi v letectvi.
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LAPLACEOVA TRANSFORMACE

Definice. Necht f(z) je realné funkce definovana na (0, c0). Potom Laplaceova transformace
funkce f je komplexni funkce £{f(x)}(s) dana vztahem

ﬁuu»@wzﬁmf@wﬂ%x

pro vSechna s € C, pro které tento nevlastni integral konverguje.

Pozndamka. Obecné nemusi uvedeny integral existovat pro zadna s nebo existuje pouze pro
velmi malo téchto bodi.

Priklad L.1. Urcete Laplaceovy obrazy funkci 1 a x.

S S T—00 S
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LI} (s) = /0 1oedy = —Lemsrppe = _L gy gy 1

Aby byl integral konvergentni, musi byt limita v posledni rovnosti kone¢na. NapiSeme-li kom-
plexni &slo s jako s = u + iv, pak plati e 5% = e~ (utiv)z — g—uze—ive _ e " (cosvxr — isinvz).
Protoze funkce cos vz, sin vz jsou ohranic¢ené pro libovolné hodnoty v a x, o limité rozhodne ¢len
e % konkrétné limita bude nulova, je-li u > 0 a nekonecné, je-li u < 0. Pfeznac¢ime-li Res = u

(redlna ¢ast komplexniho éisla s), mame
..
L{1}(s) =—, jeli Res>0.
s

Podobné

u e =1

o —sz | =
L)) = [Caeao=| Y70 S0

je-li Res > 0.

|
Pozndmka. Matematickou indukei je dale snadné ukézat, ze L{z"}(s) = " Res>0.

- gn+1?
Priklad L.2. Urcete Laplaceovy obrazy funkci cosax a sinax, a € R.

S vyuzitim Eulerova vzorce e = cosx + isin z mame

L{cosaz}(s) +iL{sinaz}(s) = L{cosax +isinaz}(s) = L{e%"}(s) = /000 el ey

oo 1 . 1 : 1
:/ e(la—s)mdl, — [e(la—s)a:]go — lim e(la—s)zr + .
0 ia — s ia — s z—o0 s —ia
Za ptredpokladu Re s > 0 je vySe uvedena limita nulova, tedy
1 1 s +ia S . a

E ‘E 1 = g . — .
{cosaz}(s) +iL{sinaz}(s) " s_ia stia 32+a2+132+a2

Porovnanim redlné a imaginarni c¢asti mame

S a

L{cosaz}(s) = 2xar L{sinaz}(s) = 24 a2

Postupovat lze také nasledovné. S vyuzitim integrace per-partes (dvakrat) méme

cosar = u' e 5%

ésinam =u -—se

= . _
—se gy | T E[sm ax e **|g°

L{cosaz}(s) :/ cosare *Fdxr =
0
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[e¢] : /
s . _ sinar = u e " = s _
+/ sinaz e Sg’dx:' 1 , | = ——[cosax e **]g°
0

a —Lcosar =u —se % =y a?
82 [es)
- cosare dx.
a” Jo
Odtud
L{ }(s) IR RN RN £{ 1(s) i Res > 0
cosaz}(s — | == cosaz}(s) = —— es .
a2 a2 2+ a2’

Analogicky pro funkci sinaz (pro predstavu, graf redlné a imaginarni ¢asti komplexni funkce
1/(s? + 1), coz je Laplacefiv obraz funkce sin z, je vykreslen na Obrazku 1).
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Obrézek 1: Graf redlné a imaginarni ¢asti Laplaceova obrazu funkce sin z

Priklad L.3. Urcete Laplacetv obraz funkce ¢** a € R.

Podle definice je

L{e"}(s) = / ee T dr = / ela=9)T qp =
0 0

1
= pro Res > a.
s—a

a—S

Pozndmka. Predchozi piiklad naznacuje, jaké (postacujici) podminky je tfeba klast na funkei
f, aby Laplacetiv obraz existoval (na dostateéné velké mnozing). Tyto jsou formulovany v na-
sledujicim tvrzeni.

Véta (o existenci Laplaceovy transformace). Necht f(x) je po astech spojitd na (0; 00)
(tj. pocet bodu mespojitosti je konecny a mespojitost je typu ,skok*), pricemz existuji kladné
konstanty K,a tak, Ze |f(x)] < Ke™ na néjakém intervalu (xg;o0), xo > 0 (v tomto pripadé
fekneme, Ze funkce je exponencidlné omezend). Potom L{f}(s) je definovina pro YRes > a.
Navie, limpge s—y00 L{f(2)}(s) = 0.

V nasledujici tabulce jsou uvedeny Laplaceovy obrazy vybranych funkci, jsou to praveé ty
funkce, které hraly dilezitou roli pfi feseni LODRn s konstantnimi koeficienty.



flx), =0 L{f(z)}(s) f(z), =0 L{f()}(s)
1 . a
1 —, Res >0 sin ax 5 5, Res >0
s s“+a
1 S
x —, Res >0 coSs ax , Res >0
52 s2 + a?
n! b
z",n €N —, Res >0 e gin bx m, Res > a
1 _
e aeR —, Res>a e cos bx i, Res > a
s—a (s —a)?+ b2
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Tabulka 1. Laplaceova transformace vybranych funkei.

Aby mohla byt Laplaceova transformace aplikovana, musime umét provést také zpétny pro-
ces, tj. dané komplexni funkci F'(s) ptifadit redlnou funkci f(x).

Definice (inverzni Laplaceova transformace). Je-li F'(s) komplexni funkce takovd, ze
F(s) = L{f(x)}(s), potom inverzni Laplaceova transformace funkce F'(s) je realnd funkce
LY F(s)}(x), pro kterou plati

L7HF(s)}(x) = f(2).

Pozndmka. Napiiklad, £71{1/s}(z) = 1. Otazkou vSak ziistavé, zda nemiize existovat i jind
funkce f(x), kterd d& Laplacetv obraz 1/s, tj. zda je inverzni Laplaceova transformace jedno-
znacna. Omezime-li se na spojité funkce, nasledujici véta rika, ze dalsi takova funkce neni.

Véta (Lerchova). Jsou-li funkce f,g spojité na (0;00), pricemz L{f(x)}(s) = L{g(x)}(s),
pak f(x) = g(x).

Pozndmka. Jinak Teceno, dvé rtzné spojité funkce nemohou dat stejny Laplaceiv obraz.
Kdybychom vynechali pfedpoklad spojitosti, tak tvrzeni neplati, nicméné funkce davajici stejny
Laplacetv obraz by se nelisily ,priliS mnoho“. Poznamenejme jesté, Ze inverzni Laplaceovu
transformaci je mozné vyjadrit vzorcem

c+ioco
LYF(s)) = 1/ F(s)e™ds, VYRes > e,

21 Joioo

pticemz c je vhodné realné cislo. Tento vzorec predstavuje specidlni kiivkovy integral v kom-
plexni roviné a z praktického hlediska neni piili§ pouzitelny (vede obvykle ke slozitym vypo-
¢tim). Vzhledem k jednoznac¢nosti transformace tedy vyuzivame spise ,slovniku“ Laplaceovy
transformace, viz Tabulka 1.

Zabyvejme se nyni nékolika dilezitymi vlastnostmi, které budou vyuzity pii feseni LODRn.
Vhodnost pouziti transformace pro linearni tlohy je dana vlastnosti

L{af(x) + Bg(x)}(s) = aL{f(x)}(s) + BL{g(x)}(s) o« feR.



Jinak feceno, Laplaceova transformace souctu je soucet Laplaceovych transformaci a Lapla-
ceova transformace nasobku je nasobek Laplaceovy transformace, hovofime o linearité Lapla-
ceovy transformace. Tato vlastnost je pfimym dtsledkem linearity integralu. Je snadné ovérit,
ze také inverzni Laplaceova transformace je linearni.

Necht funkce f(x) je spojita na (0; 00), je exponenciélné omezend a jeji derivace je po ¢astech
spojita a exponencidlné omezena. Potom plati

L{f'(@)}(s) = sL{f(x)}(s) — [(0).
Skutecné,

/ e—SI =

—sT __ ,,/
=V

L@} = [ e in = | T

u
U —Se

b [ fye e = SN + Jim @) = 0) = s @HE) - F(0).

Podobné, predpokladame-li navic, ze f ma spojité derivace do fadu n — 1 a f( je po astech
spojita, pricemz tyto derivace jsou exponencialné omezené, pak matematickou indukci lze snadno
ukazat

L (@)} (s) = s"L{f(@)}(5) = "1 f(0) = 5" 72 f/(0) — -+ = s 7D(0) = F1(0).

Této vlastnosti vyuzivame pii feSeni pocatecnich tloh pro LODRn. Postupujeme ptitom tak,
7e provedeme Laplaceovu transformaci obou stran rovnice, coz vede na algebraickou rovnici,
ze které vyjadiime L£{y(z)}(s). Aplikujeme inverzni Laplaceovu transformaci, ¢imz dostaneme
ptvodni feseni.

Naopak, uzitim véty o derivaci podle parametru, pro derivaci Laplaceova obrazu plati

d dm n on
LU @)} (s) = L{-af(x)}(s) a - ZL{f(2)}(s) = L{(=1)"2"f(2)}(s).
Priklad L.4. Metodou Laplaceovy transformace vyfeste pocatecni tlohu y” + 6y’ + 9y =
8ze~", y(0) =1,4'(0) = 0.

L{y"} = s"Y(s) — sy(0) —y'(0) = s’Y (s) =5 — 0,
L{y'} = sY(s) —y(0) = sY(s) — 1.
Laplacetiv obraz rovnice tedy je

8

2 _ 2 —
s*Y(s) —s+6(sY(s) —1)+9Y(s) = GE12 = Y(s)(s°+6s+9)=s+6+ G
Odtud, pomoci rozkladu na parcialni zlomky, mame
s+6 8 1 3
Y — =
(5) 52+65+9+(5+1)2(82+68+9) s+3+(s+3)2
—_—— -~
Z1 Zo A

n 2 n 2 2 + 2 3 n 5) n 2 2

s+3 (s+3)2 s+1 (s+1)2 s+3 (s+3)2 (s+1)2 s+1°
7

Podle Tabulky 1 (s vyuzitim linearity inverzni Laplaceovy transformace) mame

y(r) =3e 3" 4 bre 3 4 2re7 — 2e 77,



V ptipadé Laplaceovy transformace neplati L{f(x) - g(z)}(s) = L{f(x)}(s) - L{g(x)}(s), tj.
Laplaceova transformace sou¢inu neni sou¢in Laplaceovych transforamci (napi. 1/s = L{1}(s) =
L{1-1}(s) # 1/s-1/s). Tuto vlastnost vSak spliuje tzv. konvoluce funkci (f * g)(x), ktera je
definovana

(f*g)(x /f (x—t)d x € (0;00) .

Konvoluce je komutativni, tj. (f * g)(z) = (g * f)(x). Poznamenejme, ze postacujici podminkou
pro existenci konvoluce (f*g) na (0;00) je po ¢astech spojitost obou funkci f, g na (0; 00). Necht
f, g jsou navic exponencialné omezené. Potom

L+ 9)(@)}s) = £ @)} (s) - L{gla)}s):
Skuteens,
£l @) = [ ([ gt —naesrae= [T([7 regte e anar
—/Oof(t)(/oog(x—t) sxdx)dt:]:Jc—t:u|:/Ooof(t)(/ooog(u)e_s(“+t)du)dt
= [ e [T g u = £{r@)e) - Lo}

V predchozim piikladé slo postupovat také tak, ze zlomek Zs chapeme jako soucin

8 1 8 1
(s+1)2 s2+65+9 (s+1)2 (s+3)2

a tedy inverzi je konvoluce

x x €T
8re ™ x ze 3T = 8/ te™H(x —t)e 3@ qt = Sxe_?’x/ te?tdt — 8e_3x/ t2e?dt.
0 0 0

Integraci per-partes po pravé mame
8ze % % we 3T = 2xe 3% 4 20737 4 2pe™" — 2077,
Odtud

y=e 3% 4 30e 3% 4 20e 3T 4 20737 4 2ze T — 2e7F = 33T 4 Hre 3T 4 2ze T — 277,

Z1 ZQ

Pozndmka. Z teorie LODRn s konstantnimi koeficienty vime, Ze kazdé feseni rovnice
any™ + an 1y + -+ ary +agy = b(x), an #0, (1)
lze vyjadrit ve tvaru
y = Cru(z) + Coua(z) + - - - + Crun(z) + yp(z), C1,...,Ch €R,

kde funkce uy, ..., u, tvori fundamentalni systém feSeni (tj. néjakou n-tici linedrné nezavislych
feSeni homogenni LODRn) a ), je néjaké feseni nehomogenni LODRn. Z pfedchoziho je ziejmé,
ze Teseni y, 1ze vyjadiit jako konvoluci pravé strany rovnice s ur¢itym feSenim homogenni rovnice.
Presnéji, plati nasledujici tvrzeni.

Véta. Necht u(x) je veseni homogenni rovnice (1) (tj. rovnice, kde pravou stranu b(z) na-
hradime nulou) vyhovujici pocdatecnim podminkdm
1
w(0) =0, «'(0)=0, ..., u"20)=0 " V0)=—

Qn



Potom plati

Yp(z) = (u*b)(x)
(zde predpokladame, Ze b je spojitd funkce na intervalu (0;00) nebo alesporni na (0;¢), £ > 0).
Poznamenejme jesté, ze piimym dusledkem Laplaceovy transformace konvoluce (polozime-li

g(x) = 1) je vztah

r 1
£{ [ 1)) = L0130 LU@H) = LU @),
Piiklad L.5. Metodou Laplaceovy transformace vyieSte pocateéni tlohu y” + y = sinwz,
y(0) =0, y'(0) = 1.
Laplacetiv obraz rovnice dava s?Y (s) —s-0 — 1+ Y (s) = w/(s? + w?). Odtud

1 n w
s24+1 (824 1)(s2 4 w?)

Y(s) =

Uvazujme nejprve pfipad w # 1. Rozkladem druhého s¢itance na parcialni zlomky dostaneme

ol 1 1 w wr-l4w 1 1 w
241 w?2—-1 241 w?2-1 $24w?2  w2-1 241 w?2—-1 s2+4w?

Y(s)

Podle Tabulky 1 mame

Cwr—l4w 1.
y(z) ST - 5 sinws
Je-li w =1, potom
1 1
Y(s)

Tt (Erae

Tento tvar predstavuje soucet dvou parcialnich zlomk, avSak druhy séitanec neni obsazen v Ta-
bulce 1. Lze jej vSak upravit na tvar

3 1 1 s2-1
2 241 2 (s241)%

Y(s) =

Odtud jiz, vzhledem k Tabulce 1, dostavame

(z) = sinz — -
)= —SINTr — —XCOSIT.
y 2 2

Poznamka. Predstavuje-li proménna x ¢as, pak predchozi pocatecni tlohu lze fyzikilné inter-
pretovat jako harmonicky oscildtor bez tlumeni, ale s vnéjsi (periodickou) silou tmérnou sin wz.
Na pocatku byla vychylka oscilatoru nula (oscilator prochazi rovnovaznou polohou), rychlost
byla jedna a oscilator kmita s thlovou frekvenci jedna. Pokud thlova frekvence ptisobici sily
neni v rezonanci s vlastnimi kmity soustavy, tj. w # 1, potom se celkova amplituda kmitt s ubi-
hajicim ¢éasem neméni, viz Obrazek 2 vlevo (odpovidd w = 1/5). Naopak, pusobi-li budici sila
na stejné frekvenci jako vlastni kmity oscilatoru, tj. w = 1, celkovd amplituda kmitd s casem
neustale narusté, viz Obrazek 2 vpravo. Tento stav v praxi neni zadouci, vznikéa naptiklad, je-li
v konstrukei $patné ulozené otécejici se hiidel (dochézi k rezonanci konstrukce, coz muze vést
k havarii).
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Obréazek 2: Zavislost vychylky oscilatoru na ¢ase s vnéjsi periodickou silou, ktera piisobi na jiné
frekvenci nez vlastni kmity (vlevo) a ktera pusobi na stejné frekvenci jako vlastni kmity (vpravo)

Priklad L.6. Metodou Laplaceovy transformace urcete obecné feseni rovnice y” + 3y +2y =

e L.

Vzorec pro Laplaciv obraz derivace ,oc¢ekava“ pocatecéni podminky predepsané v bodé nula.
Protoze tyto nyni nejsou zadany, pisme obecné y(0) = K1, y'(0) = Ko, kde K1, K3 jsou libovolné
konstanty. Potom Laplacetiv obraz rovnice je

1
s+ 1

s2Y (s) — sK1 — Ky + 3sY (s) — 3K +2Y (s) =

1
= Y(s)(s*+3s+2) = Ki(s+3)+ Ky + P

Odtud, pomoci rozkladu na parcialni zlomky,

5+ 3 1 1
Y(s)=K K
() 1524—354—2+ 2S2+3S—|—2+(8+1)(S2+38—|—2)

K 2 1 LK 1 1 1 n 1 n 1
T s+ s+2 \s+1 s+2) (s+1)  (s+1)2 " (s+2

1 1
(Kl + K9 — 1)

=(2K1+Ky—1 .
(2K1+ K2 — 1) s—|—2+(s+1)2

s+1 B
Oznacime-li C1 :=2K1 + K9 — 1 a Cy := —K7 — K9 + 1, potom podle Tabulky 1 mame

y=Cie "+ Coe™ 2" + ze*.

Reseni rovnice s nekonstantnimi koeficienty typu polynom

Bez hlubsiho vykladu nazna¢me postup reseni tohoto typu rovnice na nasledujicim prikladeé.

Piiklad L.7. Vyfeste pocatecni tlohu y” + xy’ — 2y = 4, y(0) = —1,4'(0) = 0 metodou
Laplaceovy transformace.

Laplacetv obraz rovnice je

PV ()~ s(-1) = 0~ S LI/ @)}(s) 2V (s) =,



tedy

PY() 45— (Y 4D -2V () =T = V() s V(s) —s¥(s) -2V () = -

a po upravée

4
W+<3QY=12,
S S

coz je LODRI1. Obecné feseni této rovnice je

2 1 (Ce/?
Y(s)= = — - .
(5) s3 s + 53

Protoze Y (s) — 0 pro s — oo, je C = 0. Inverze Y (s) tedy je y(z) = 22 — 1.

ResSeni LODRn s nespojitou pravou stranou

V partiich zabyvajicich se ODR jsme vzdy ptredpokladali, Ze v8echny funkce vystupujici v rov-
nici (véetné pravych stran u linedrnich rovnice) jsou spojité. V tlohéch technické praxe je toto
vSak casto omezujici. Typickym piikladem vedoucim na nespojitost je zatizeni nosniku v jednom
bodé nebo na jeho ¢asti. Zabyvejme se tedy nyni situaci, kdy prava strana u LODRn je nespo-
jita. Zdtraznéme, ze v takovém pripadé nelze hovofit o klasickém feseni ve smyslu zavedeném
v piislusnych partiich o ODRn.

Piiklad L.8. Vyteste pocatecni tlohu vy’ — 3’ = u,.(x), y(0) =0, ¥'(0) = 1, kde

() 0 pro0<Lz<a,
Ug(T) =
“ 1 proa <z <00

Resme tlohu nejprve na intervalu (0;a). Charakteristickd rovnice je A2 — X = A(A — 1) =
0. Odtud Ay = 0, A2 = 1, tedy ui(xz) = 1, uz(x) = € a obecné feSeni je y = C; + Cae”.
7 pocatec¢nich podminek ziskdme partikularni feseni y = e — 1. V bodé a tedy budou funkéni
hodnota a hodnota derivace y(a) = e* — 1 a y/(a) = e®. Tyto hodnoty poslouzi jako pocéateéni
podminky pro rovnici uvazovanou na druhé ¢asti, tj. na intervalu (a;00). Metodou neuréitych
koeficientti feseni y, hledame ve tvaru y,(z) = Axz. Dosazenim do rovnice madme A = —1 a obecné
feseni tedy je y = C1 + Coe” — x. Z pocétecnich podminek y(a) = e® — 1, 3/ (a) = e* dostaneme
y=a—2+ (1+e *)e” —z. Celkové,

et -1 na (0;a),
V= (I+e Ye*—z+a—2 na (a;00).

(2)

Vidime, ze takto ,napojené“ feseni je spojité, ale jeho prvni a druhé derivace je nespojita v bodé
a.

Funkce uy(z) z predchoziho pfikladu se nazyva jednotkovy skok v bodé a (téz Heavisideova
funkce). Plati

L{uq(x)}(s) = / ug(x)e **dx = / e dr=|r—a=tl= / e~s(aFqy
0 a 0

(o)
1
—e_sa/ e Sldt =e %=, Res > 0.
0 S
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Je-li f(x) definovéna na (0; o) potom posunutou funkei f,(x), a > 0, budeme rozumét funkci

fa(x):{f(m—a) pror > a,

0 pro0<z<a.

Plati f,(x) = uq(z) f(z — a) a pro Laplaceovu transformaci mame

£{fa / fa e 5%dy = / f T — CL e %y = |ZL‘ —a= t| _ / f e S t+a)dt
e " L{f () }( 3)

/

Piiklad L.9. Vyfeste pocateéni ulohu vy’ — ¢ = u4(z), y(0) = 0, ¢'(0) = 1 metodou
Laplaceovy transformace.
Laplacetiv obraz rovnice je s2Y (s) — 1 — sY(s) = e7*¢s~1. Odtud

1 1 1 1 1 1 1
Y — -sa____ ~ = —sa [ - -
(s) 2_S+e S —s) S—I—S_l—i—e < + )

Inverze déava
y=—-1+e"+tu(x)(—1—(z—a)+e"),

coz je jinak zapsané vyjadfeni (2). Vidime, Ze v tomto pfipadé je pouziti metody Laplaceovy
transformace efektivnéjsi nez klasické metody.

Piiklad L.10. Vyfeste poéatecéni tlohu y' + 2y = b(x), y(0) = 0, kde funkce b(x) je znézor-
néna na Obrazku 3.

o0 1.2 3 4 5 6 7 8 =

Obrazek 3: Nespojitd prava strana rovnice

Pomoci funkce u,(x) lze pravou stranu b(x) napsat ve tvaru

b(w) =4ug(r) — 4ur(z) + (¢ — 3)*(ur(2) — ua(x)) + ua(x) — us(z)

+3(z — 6)(us(z) — ur(x)) — 3(z — 8)(ur(z) — us(x))

=dug(x) — 4ur(z) + [(z — 1) = 2]Pur(2) — [(& — 4) + 1Pua(2) + va(z) — us(x)
+3(z = 6)us(x) — 3[(x — 7) + ur(z) — 3[(x — 7) — Dur(z) + 3(z — 8)us(x)

=dug(x) — 4u1(z) + (z — 1)*ui(2) — 4(z — D (2) + dur () — (¢ — 4)*ua(2)
= 2(x — ua(w) — ua(w) + ua(x) — us (@) + 3(z — 6)us(x) — 3(z — Tur(x) — 3uz(z)
— 3(x — Tur(z) + 3uz(z) + 3(x — 8)ug(x)

=dug(z) + (z — 1)*u1(z) — 4(z — Dua(z) — (¢ — 4)*ua(2) — 2(x — 4)ua(z) — us(z)
+ 3(x — 6)ug(x) — 6(x — Tur(z) + 3(x — 8)ug(x).
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Laplaceova transformace rovnice dava

4 (2 4 (22 1
sY(s)+2Y(s)S+es<83—82>—e 5(83+)—e -
+e—65%_e—7s%+e—853
s s

Odtud

Y (s) =(4 — e7%)

1
b (—de™® — 274 4 3705 — Ge T 4 3e7B)
s(s+2)

s2(s+2)
+ (2e7° — 26_48)33(314—2)'
Rozkladem na parcidlni zlomky méame
.
+(—de ™ — 2% + 370 — 6T + 3e’85)% (—i 522 . i 2)
_ <2 e T 28> !
I <_2 —s _gds 26—63 30T ge—SS % —s 4 ;e—4s> ;12+ (e—s B e_45) 813
O L e e
O LT S L S S
i <_Ze—s IR n 3e—Gs 3675 1 2 —8$> ;12 + (e~ - 6—45) sl?’

Inverze dava

y =2up(z) + ui(z) + %u;;(x) — %ug—,(x) — %ug(x) + gw(m —

)
- %u;l(x)(:v —4) + %ug(x)(:v —6) — 3uz(x)(x —7) + g (

) 1 1
- 5“4(33)@ —4)? — 272 — ! (z)e 21 — Zu4(;p)e—2($—4) + §U5(m)e_2(x_5)
+ §u6(ﬂ$)e_2(m_6) — §U7(az)e_2(ﬂ”_7) + §u8($)e—2(m—8)‘
4 2 4
Po uprave

y =(uo(z) — uz()) (272 +2) + (u1(z) — ua(z)) { —(2+ §ez)e_2x + 1.%'2 — gx + 25>

) < 4 9 1
(o) uso) (= (je 2 5o 1 1)
+ (us(x) — up(z)) <— (-%elo + %eg + 2+ Ze2>e2x>
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3 1 1 5 3 39
+ (ug(x) — ur(x)) (— (—ie12 - §e10 + Zes +2+ ie2>e_2$ +5T - 4>

3 3 1 1 ) 3 o1
+ (ur(x) — ug(x)) (— <§e14 - 1612 — 5610 + Ees +24 162)672‘70 — 5 + 4) .

Priubéh tohoto TeSeni je zndzornén na Obrazku 4. Z tohoto obrazku je opét ziejmé, ze feseni je
spojité avsak derivace uz neni spojita.

Obrazek 4: Prubéh feseni z Prikladu L.10.

V technické praxi je tfeba také casto modelovat situace, kdy prava strana obsahuje tzv.
impulsy (impuls si pfedstavme napf. jako uder kladivem, kdy na velmi malém ¢asovém inter-
valu dojde k zatiZeni o ur¢ité velikosti). Tyto impulsy 1ze matematicky popsat pomoci zvlastni
yfunkce“ zvané Diracova funkce (téz delta funkce) definované

{oo pro xz = 0,

o) = 0 pro z € R — {0},

a zaroven splnujici

/_Za(x)dx:L

Pozndmka. Vsimnéme si, ze slovo funkce je v uvozovkach, o funkci v klasickém smyslu (tj.
o zobrazeni z R do R) se zfejmé nejedné. Pozadavek, aby integral pfes redlnou osu byl jedna
neni az tak nepfrirozeny. Diracovu funkci si miZeme predstavit jako limitu posloupnosti

5.(2) n prox € (0;1/n),
n\T) =
0 jinde,

pricemz pro integral plati

() 1/n
lim dp(x) = lim n/ dz = lim 1=1.
0

n—oo

Pro Laplaceovu transformaci Diracovy funkce plati

L{o(x)}(s) = 1.

Tuto vlastnost lze opét zduvodnit pomoci posloupnosti d,. Plati totiz

——e

lim £{0,(z)}(s) = lim dp(x)e”**der = lim ne **dr = lim n
s

00 1/n |:
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1 1 1—es/m 1 —e /sy
== lim n(l —e /™) = = lim = - | Hospitalovo prav. | = = - ——— "% = Z . g =1,
§ n—y00 sn—oo  1/n s -5 s

Piiklad L.11. Uréete feSeni rovnice my” + ay’ + ky = 6(x) (m,a,k jsou dané kladné
konstanty) pfi poc¢ateénich podminkéch y(0) = 0, y'(0) = 0.

Vydélenim konstantou m rovnici pfepiSme na tvar

1 k
Y+ 2y +wly = —0(z), kde b=, wr=".
m 2m m
Laplacetv obraz rovnice a feSeni potom je
1 1 1 1

s2Y (s) 4 2bsY (s) + w?Y (s) = ! = Y§)=— 51— =

m 2+2s+w? m (s+0b)2+w?— b2

Inverzni Laplaceova transformace nyni bude zalezet na vztahu mezi b a w. Je-li b < w, potom

1 oo . /3
) = ———— e "sin Vw? — b2x.
y@) = %

Je-li b = w, potom

Konecné, je-li b > w, potom

1 1 1 —1 1
m(s+b)?+w? =0 2myp? —w? <S+b+vb2—w2 s+b—\/m>
Odtud
1
_ (o), (b
x) = —e +e .
y(@) = 5 )

Pozndmka. Ulohu z piedchoziho pfikladu lze interpretovat jako harmonicky oscilator s tlu-
menim (proménnd z ma vyznam Casu), viz Obrazek 5. Z druhého Newtonova zdkona méame
my” = F. Pusobici silu F' lze rozepsat jako soucet sily pruziny, kterd je tmérna vychylce, tj.
—ky (konstanta k se nazyva tuhost pruziny, znaménko minus je z divodu piisobeni sily proti
pohybu), déle tieci (tlumici) sily, kterd je tmérnd rychlosti, tj. —ay’ (koeficient b = 5= se nazjva
koeficient tlumeni) a konec¢né vnéjsi sily, ktera je zde zastoupena impulsem §(z) (jak jiz bylo
zminéno, technicky si jej pfedstavme jako tder kladivem v case x = 0, pficemz velikost této
sily byla jedna). Oscilator je z klidového stavu (na poc¢atku mél nulovou vychylku a nulovou
rychlost) pfinucen k pohybu pravé timto impulsem.
oY,

,,uder kladivem “ k

d(x)

—.m

Qa

Obrazek 5: Harmonicky oscilator zatizeny jednotkovym impulsem.
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0,84 -
0,6
0,4

024 T y(I)

04

0.6

Obrazek 6: Slabé tlumeni, harmonicky oscilator kmita se stejnou frekvenci, ale s exponencidlné
se zmensujici amplitudou.

0,20
0,3 ’

0,154

0,29

0,104 y(a:)

0,1
0,05

Obrazek 7: Kritické tlumeni (vlevo) a silné tlumeni (vpravo), nedochdzi jiz k pfekmitu oscilétoru.

Pripad b < w predstavuje tzv. slabé tlumeni, je charakterizovdno kmitanim, pti kterém se
amplituda exponencialné zmensuje, viz Obrazek 6.

Pripad b = w predstavuje tzv. kritické tlument, jedna se o nejrychlejsi utlumeni zpét ke
klidovému stavu, aniz by doslo ke kmitani oscilatoru, viz Obrazek 7 vlevo.

Pripad b > w predstavuje tzv. silné tlumeni, opét nedochézi k rozkmitani oscilatoru, viz
Obrazek 7 vpravo.

Diracova funkce §(z) pfedstavuje impuls v bodé 2z = 0, impuls v bodé a > 0 je modelovan
funkci 6,(x) := d(z — a) (mame tedy do(x) = §(x)) a podle vyse uvedené vlastnosti (3) mame
L{d,(x)}(s) = e 5. Série impulsii v bodech 0 < a1 < ag < ...ap—1 < a, < 0o o velikostech
¢1,¢2, ..., ¢, potom bude popsana pravou stranou ve tvaru » . ; ¢;0q,(2).

Priklady k procvic¢eni
a) Ukaite, Ze plati vztah £{f(az)}(s) = 1Lf(z) (£), a > 0, tzv. pravidlo zvétseni (podobnosti).
b) Metodou Laplaceoy transformace feste nasledujici po¢ateéni ulohy:
i)y — 16y’ + 64y = 62>, y(0) = 1, y/(0) = 0,
i) " + 24+ = 2227, y(0) = 2, y/(0) = 1, "(0) = O,
iii) y" — 3y’ + 2y = 261(x) + d2(z) + 3(ur(z) — ua(2)), y(0) =0, y'(0) = 1.
c¢) Metodou Laplaceovy transformace naleznéte obecné feSeni nésledujicich rovnic:
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i) y" — 2y = (22 + x — 3)e?,
ii) y/// 4 y// —1— 6.1’26796,
iii) y” + 4y’ +4 = 62z + 4(50(1’) — 51 (l‘) + 253(1’) — Ul (l‘)

STABILITA RESENI SOUSTAV DIFERENCIALNICH ROVNIC
Uvazujme pocatecni tlohu pro soustavu ODR1 v normélnim tvaru

yi:fl(%yl,?/%-u,yn)a 3/1(950)
ys = fo(, 91,92, yn),  w2(0)

)
Y

o O

)
)

yqllzfn(xaylvy?a”'vyn)? yn(x()) :y27

zapsano vektorove

y, = f(xv Y)’ (PU)
y(zo0) = yo.

Za vstupni data soustavy lze povazovat hodnoty g, yo a funkce vektoru f. Zhruba feceno,
stabilnim feSenim rozumime takové feSeni, Ze provedeme-li malou zménu v téchto vstupnich
parametrech, tak nové feseni se od tohoto zméni malo. Omezme se pouze na poruchy vzhledem
k pocateénim hodnotam yq (xg a f tedy povazujme za pevné dané), tj. budeme zkoumat, jak
se zméni feSeni y(x), zméni-li se vektor yo. Pfedpokladejme pfitom, ze feSeni pocatecni tlohy
(PU) je definovano na intervalu (zg; 0o) pro libovolny pocatecni vektor yoq € R™.

Definice. Rekneme, Ze fefeni y(xz,€&) tlohy (PU) pro yo = & je stabilni (v Ljapunovové
smyslu), jestlize pro kazdé € > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro kazdy vektor n spliujici ||[n—£&|| < §
a kazdé feseni y(x,n) alohy (PU) pro yo = n plati ||y(z,n) — y(z,€)|| < & pro Vz € (x¢;0).
Pokud navic ||y(z,n) — y(z,€)|| — 0 pro x — oo, fekneme, ze feSeni y(z,&) je asymptoticky
stabilni. Rekneme, Ze feseni y(x, &) je nestabilni, pokud neni stabilni.

Pozndmka. Piipomenime, Ze symbol || - || zde pfedstavuje normu v R", pfi¢emZ neni pod-
statné, kterou konkrétni normu vybereme, mizeme uvazovat napt. eukleidovskou normu ||v| =
25 24 .. .12
\/Ul + UQ + + Un.

Priklad S.1. Uvazujte rovnici

M=@@—%) (4)

na intervalu (0;00), kde k, K jsou vhodné kladné konstanty. VySetfete stabilitu konstantnich
feSeni y*(z) =0 a y™*(z) = K.

Predné, dosazenim vidime, zZe funkce y* a y** rovnici skutecné fesi. Dale je snadné spocitat
obecné feSeni rovnice (jedna se o rovnici se separovanymi proménnymi, pfi¢emz pii integraci
vyuzijeme rozkladu na parcialni zlomky)

K

Yy=1 + Ce—kz

a vezmeme-li v tvahu pocateéni podminku y(0) = yo, potom C' = (K — yg)/yo. VySetiujeme-li
stabilitu néjakého feseni u, tak definice ¥ika, Ze pro dostatecné malou odchylku v pocatecni
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hodnoté (mensi nez 0) jiz kazdé ,,odchylené* feseni bude lezet v e-pasu okolo u. Zabyvejme se
nejprve stabilitou Feseni y*(x) = 0. Z prubéhu integralnich kfivek a smérového pole je zfejmé,
ze i1 kdyZ pocatecni hodnota yg bude jakkoliv blizko nule, feseni y ,utece* z e-pasu okolo y* a
tudiz feSeni y* nemuze byt stabilni, viz Obrazek 8 vlevo. Déle vidime, ze pro yo < K je feSeni
y rostouci, pro yo > K klesajici a lim, ,o y(z) = K. ReSeni y** je tedy asymptoticky stabilni,
viz Obrazek 8 vpravo.

y(@) y(x)

K K

=g ¢ ¢ 1 T % S S S S S S—
] ; \
| U ]

Obrazek 8: Nestabilita feseni y* = 0 a asymptoticka stabilita feseni y** = K.

Pozndmka. Rovnice (4) se nazyva logisticka rovnice a jeji typickou aplikaci je rist populace
v néjakém prostiedi. Konkrétné, interpretujeme-li proménnou x jako ¢as, potom rovnice tika, ze
rychlost reprodukce populace 3’ zavisi jednak na existujici populaci y tak na mnozstvi zdroju pro
uziveni populace. Parametr k predstavuje maximalni rychlost ristu populace a parametr K se
nazyva nosna kapacita prostiedi. Tento model ristu populace poprvé predstavil Pierre Francois
Verhulst (1804-1849). Uvazovana konstantni feSeni y*, y**, u nichz vySetfujeme stabilitu, jsou
vyznamnd, nebot predstavuji rovnovazny stav (populace neroste ani neklesd), viz definice nize.
Reseni y* piedstavuje nulovou populaci (v prostiedi se zadni jedinci nenachazeji). Pokud tento
stav porusime tim, ze vysadime urcity pocet jedincti, nestabilita feSeni y* znamena, ze i kdyz
bude vysazeny pocet jedinct jakkoliv maly, nebude se v pribéhu casu drzet blizko ptivodniho
stavu ani se nebude sniZovat (populace nevymird), naopak zac¢ne rust az do ,nasyceni“ dané ka-
pacitou prostiedi K. Asymptotické stabilita feSeni y** znamené, Ze pocet jedinci se s rostoucim
¢asem blizi kapacité prostiedi K. Je-li yo > K, populace klesa (prostiedi nestaéi zivit populaci),
je-li yo < K, populace roste.

Definice. Konstantni feSeni y© (tj. nezavisejici na x) soustavy y’ = f(z,y) se nazyva bodem
rovnovdhy (equilibria) nebo staciondrnim bodem. Plati tedy 0 = f(x,y®)

Pozndmka. Ve fazovém prostoru predstavuje trajektorie konstantniho reseni bod v R™, proto
hovofime o bodu rovnovahy.

Vysetfovani stability néjakého FeSeni v soustavy y’ = f(x,y) lze vhodnou substituci prevést
na vysetfovani stability bodu rovnovahy, dokonce nulového bodu rovnovahy. Skuteéné, polozme
z=y—v.Potomz' =y —v' =f(z,y) — f(z,v) = f(z,z2+ v) — f(x,v). Oznacime-li g(z,z) =
f(x,z + v) — f(x,v), potom soustava z' = g(z,z) ma zfejmé bod rovnovihy z¢ = 0. Definici
stability pro nulovy bod rovnovéahy lze potom vyslovit nasledovné.

Definice. Necht soustava y’ = f(z,y) ma bod rovnovahy y. = 0. Rekneme, ze y® je stabilni,
jestlize ke kazdému € > 0 existuje § > 0 tak, ze pro kazdy vektor yq spliujici ||yo|| < ¢ plati
lly(z)|| < e pro Vo € (xg;00), kde y(z) = y(x,y0) je feseni tlohy (PU). Je-li navic ||y (z)|| — 0
pro x — oo, fekneme, ze y° je asymptoticky stabilni. Rekneme, Ze y© je nestabilni, pokud neni
stabilni.
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Pozndmka. Pokud prava strana soustavy f(z,y) nezavisi na z, tj. f(z,y) = f(y), Fekneme,
ze soustava je autonomni (pouziva se téz terminu c¢asové nezdvisld). Typickym pfikladem auto-
nomni soustavy je homogenni SLODRI s konstantnimi koeficienty y’ = Ay. Takova soustava
mé vzdy bod rovnovahy y¢ = 0 (hovofime téZ o nulovém nebo trividlnim feseni). Je-li matice
A regularni, pak je to jediny bod rovnovahy. Pro tento typ soustav plati nasledujici kritérium.

Véta. a) Necht vsechna vlastni ¢isla matice A maji zdpornou redlnou édst. Potom nulovy
bod rovnovihy y©¢ = 0 soustavy y' = Ay je asymptoticky stabilni.

b) Mad-li alespori jedno vlastni ¢éislo matice A kladnou redlnou édst, potom nulovy bod rov-
novahy y¢ = 0 soustavy y' = Ay je nestabilnd.

c) Mayji-li vSechna vlastni ¢isla nekladnou redlnou édst a vSechna vlastni éisla s nulovou
redlnou ¢dsti jsou jednoduchd, nulovy bod rovnovdhy y¢ = 0 soustavy y' = Ay je stabilni, ale
nikoliv asymptoticky stabilni.

Poznamka. Pfedchozi tvrzeni nefika nic o situaci, kdyz vlastni ¢islo s nulovou realnou casti
ma nasobnost vétsi nez jedna. V takovém piipadé miize byt feSeni stabilni i nestabilni, zélezi na
defektu! matice A — \E.

Specialné, pro n = 2 mame:
a) Jsou-li A1, Ao redlna vlastni ¢isla matice A a

i) A1 <0, Ay < 0, potom bod rovnovdhy y¢ = 0 soustavy y’ = Ay je asymptoticky stabilni
a fekneme, ze tvori pritahujici uzel, viz Obrazek 9 vlevo,

ii) A1 > 0, Ay > 0, potom bod rovnovdhy y® = 0 soustavy y’ = Ay je nestabilni a fekneme,
ze tvorl odpuzujict uzel, viz Obrazek 9 vpravo,

iii) A1 <0, A2 > 0 (nebo \; > 0, A2 < 0), potom bod rovnovédhy y¢ = 0 soustavy y' = Ay je
nestabilni a fekneme, ze tvori sedlo, viz Obrazek 10,

iv) A1 < 0, A2 = 0 (nebo A\; = 0, A2 < 0), potom bod rovnovdhy y¢ = 0 soustavy y’' = Ay
je stabilni, ale nikoliv asymptoticky stabilni (v tomto pfipadé pro y® nemame zvlastni
oznadeni),

v) A1 >0, A2 =0 (nebo A\; = 0, A2 > 0), potom bod rovnovdhy y® = 0 soustavy y’ = Ay je
nestabilni (pro y° opét nemame zvlastni oznaceni),

vi) A1 = Ay = 0, potom, je-li defekt matice A roven dvéma, tak bod rovnovéhy y¢ = 0
soustavy y’ = Ay je stabilni, ale nikoliv asymptoticky stabilni, je-li defekt matice A roven
jedné, tak bod rovnovahy y© = 0 soustavy y’ = Ay je nestabilni (pro tyto dva piipady
opét nemame zvlastni oznadeni).

b) Jsou-li A\ = a + bi, A2 = a — bi, b > 0, komplexné sdruzena vlastni ¢isla matice A a
i) a < 0, potom bod rovnovahy y¢ = 0 soustavy y’ = Ay je asymptoticky stabilni a fekneme,
ze tvori pritahujici ohnisko, viz Obréazek 13 vlevo,
ii) a > 0, potom bod rovnovahy y® = 0 soustavy y’ = Ay je nestabilni a fekneme, Ze tvori
odpuzugjici ohnisko, viz Obrazek 13 vpravo,

iii) a = 0, potom bod rovnovédhy y©¢ = 0 soustavy y’ = Ay je stabilni, ale nikoliv asymptoticky
stabilni, a fekneme, ze tvori stred, viz Obrazek 14.

Priklad S.2. VySetiete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

Y = —uy1 + 2y,
Yo = —y1 — 4yo.

!Pfipomeiime, Ze defekt &tvercové matice je pocet Fadkd této matice méné jeji hodnost. Je-li A vlastni &islo
matice A, pak defekt matice A — AE vyjadfuje maximalni pocet linedrné nezavislych vektoru, které muzeme
nalézt k vlastnimu ¢islu .
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Vlastni ¢isla matice soustavy A splituji rovnici det(A — AE) = A2 — tr(A) X + det(A)=0, kde
tr(A) znadi stopu (,trace”) matice A, coz je soucet prvki na hlavni diagonale. V nasem piipadé
mame A2 + 5\ + 6 = 0. Tato rovnice mé kofeny A\; = —2, Ay = —3 a tedy feSeni y¢ = 0
je asymptoticky stabilni. Trajektorie FeSeni (véetné smérového pole) ve fazovém prostoru jsou
znazornény na Obrazku 9 vlevo.

Priklad S.3. VySetiete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

Y1 = By1 + 2y,
Yy = —y1 + 2y2.

Vlastni ¢isla matice soustavy spliuji rovnici A2 — 7\ + 12 = 0, kterd ma kofeny A\; = 3, \g = 4.
Nulové feSeni tedy neni stabilni. Trajektorie feseni jsou znazornény na Obrazku 9 vpravo.
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Obréazek 9: Nulovy bod rovnovéhy tvofici ptitahujici (vlevo) a odpuzujici (vpravo) uzel.

Priklad S.4. VysSetiete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

Yh = 2u1 + 20,
Yo = 2y1 — Yo.

Vlastni ¢isla matice soustavy jsou v tomto pripadé A\; = 3, Ao = —2, nulovy bod rovnovahy tedy
neni stabilni. Trajektorie feseni jsou znazornény na Obrazku 10.
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Obrazek 10: Nulovy bod rovnovéhy tvorici sedlo.

Priklad S.5. VySetfete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

yll =¥Y1 — Y2,
Yo = 2y1 — 2.
Vlastni ¢isla matice soustavy jsou v tomto pripadé \; = 0, A2 = —1 a tedy, nulovy bod rovnovahy

je stabilni (ale nikoliv asymptoticky stabilni). Trajektorie feseni jsou zndzornény na Obrazku 11
vlevo. Vsimnéme si, Ze nulové feseni zde neni jedinym bodem rovnovahy, soustava mé nekonec¢né
mnoho bodi rovnovahy, tyto lezi na pfimce o rovnici yo = y;.

Priklad S.6. VySetiete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy
Y1 =~y + Y2,
Yo = —2y1 + 2y3.

Vlastni ¢isla matice soustavy jsou v tomto ptripadé A\; = 0, Ay = 1 a tedy, nulovy bod rovnovahy
je nestabilni. Trajektorie Teseni jsou znazornény na Obrazku 11 vpravo. Opét, soustava ma
nekone¢né mnoho bodid rovnovahy lezicich na pfimce o rovnici ys = y1.

2792 21/2

Obrézek 11: Stabilni a nestabilni nulovy bod rovnovihy pro A\; = 0, Ay # 0.
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Priklad S.7. VysSetiete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy
/
Y1 =Y1— Y2
Ys = Y1 — Ya.
Matice soustavy mé nyni dvojnasobné nulové vlastni ¢islo ;o = 0, pricemz ale defekt této

matice je 1. Nulovy bod rovnovahy je tedy nestabilni. Trajektorie feSeni jsou znizornény na
Obréazku 12 (bodu rovnovahy je opét nekoneéné mnoho a lezi na pf¥imce o rovnici y2 = y1).

Priklad S.8. VysSetiete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

Matice soustavy mé nyni dvojnasobné nulové vlastni ¢islo A\; 2 = 0 s defektem dva. Nulovy
bod rovnovahy je tedy stabilni, nikoliv ale asymptoticky stabilni. ProtoZe soustava ma ziejmé
konstantni TeSeni, trajektorie tvori ve fazovém prostoru body. Jinak Feceno, kazdé feseni je
bodem rovnovéhy, viz Obrazek 12 vpravo.

2 Y2
L]
L]
1
L]
L]
L]
Yr
1 2

L] . . .
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Obréazek 12: Pro A1 2 = 0 je pii defektu matice soustavy jedna nulovy bod rovnovahy nestabilni
a pri defektu matice dva je stabilni, avSak nikoliv asymptoticky stabilni.

Priklad S.9. VysSetiete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

y1 = —y1 +4ye,
Yo = —y1 — Yo
Vlastni ¢isla matice soustavy jsou A; 2 = —1 % 2i. Protoze je redlna ¢ast zapornd, je nulovy bod

rovnovahy asymptoticky stabilni. Trajektorie feSeni jsou znazornény na Obrazku 13 vlevo.

Priklad S.10. Vysetfete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

Y1 = 3y1 — 4yo,
Yy = 2y1 — Yo

Vlastni ¢isla matice soustavy jsou Aj2 = 1 £ 2i. Protoze je redlnéd ¢ast kladné, je nulovy bod
rovnovahy nestabilni. Trajektorie feseni jsou znézornény na Obrazku 13 vpravo.
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Obrazek 13: Nulovy bod rovnovéahy tvorici pritahujici a odpuzujici ohnisko.

Priklad S.11. VySetfete stabilitu nulového bodu rovnovahy soustavy

Yy = 2y1 — 2y,
yh = dy1 — 2yp.

Vlastni ¢isla matice soustavy jsou A\; o = £2i a tedy nulovy bod rovnovahy je stabilni (nikoliv
asymptoticky stabilni). Trajektorie feseni jsou zndzornény na Obrazku 14.

2492

Obrazek 14: Nulovy bod rovnovahy tvorici sted.

VysSetfovani stability na zédkladé znaménka redlné casti vlastnich ¢isel matice soustavy je
snadné v pripadé soustavy dvou rovnic, viz pfedchozi priklady. V pripadé soustavy o n rovnicich
vede hledani vlastnich cisel na hledani kofent polynomu stupné n. Pro n = 3 a 4 jesté existuji
vzorce pro vypocet kofent (znac¢né komplikované), obecny vzorec pro polynomy stupné 5 a
vyse jiz neexistuje. Z tohoto diivodu vyvstava otazka, zda nelze o znaménku realné casti korene
polynomu rozhodnout jinak. Omezime-li se na zaporné realné ¢asti (tj. pripad asymptotické
stability), odpovéd je kladnd a je formulovéna v nésledujicim kritériu.
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Véta (Routhovo-Hurwitzovo kritérium). Bud P,(\) = A" + oy \" L+ +a, 1\ +ay,
polynom a

ag 1 0 0 0 ... O
az ag aj 1 0 e 0
I{n — a; a4 agz ay ai ... 0
0 0 0 0 O Gn

tzv. Hurwitzova matice. Ddle oznacme

a 1 al 1 0
Hy = aq, ngdet<a1 . > Hy=det | a3 ay a1 |, ..., H,=det(H,).
3 2 as a4 as

Potom vsechny koteny polynomu P, (\) maji zdpornou redlnou ¢dst, pravé kdyz viechny determi-
nanty Hy, ..., Hy jsou kladné. Je-li alespori jeden z téchto determinanti zdporny, potom P, (\)
md koten s kladnou redlnou cdsti.

Pozndmka. a) Existuji i jind kritéria zdpornosti redlnych ¢asti kofentt polynomu.

b) Protoze kazdou LODRn s konstantnimi koeficienty lze pfevést na SLODRI1 s konstant-
nimi koeficienty, pficemz charakteristicky polynom ztstava stejny, lze na zdkladé kofeni tohoto
polynomu vysetfovat také stabilitu LODRn.

vvvvvv

vahy nelinearnich soustav. Pfedné si uvédomme, ze pouziti definice stability neni ptili§ praktické.
Je totiz vazano na znalost feseni pocatecni ulohy (PU) pro kazdy pocateéni vektor yg € R™ (nebo
alespon pro vektory yo blizké y©). Spocitat analyticky toto feSeni lze pouze v nékolika mélo spe-
cidlnich ptipadech, napf. jsme byli spésni v Ptikladu S.1 (tam se navic jednalo pouze o jednu
rovnici a ne o soustavu). Podobné jako u linearnich soustav je tedy zZadouci mit k dispozici néjaké
kritérium, které by o stabilité rozhodlo, aniz bychom feseni pocitali. Jednou z moznosti, jak po-
stupovat, je danou soustavu linearizovat, tj. namisto nelinearni soustavy vysetfujeme nahradni
linearni soustavu, které je v jistém smyslu blizkd piivodni soustavé. U této nové linearni soustavy
jiz vySetTujeme stabilitu na zakladé znaménka realné ¢asti vlastnich ¢isel. Opodstatnéni tohoto
postupu, stejné jako zptisob, kterym linedrni soustavu priradime, jde nad rdmec naseho vykladu.

Priklady k procvi¢éni

a) VysSetfete stabilitu nulového feSeni néasledujicich soustav:

i) y; = —y1, yb = 0 (nacrtnéte také trajektorie feseni),

i) y1 = y1 +2y2 — Y3, Y5 = 3y2 — ¥3, Y3 = —2y3.
b) Pomoci Routh-Hurwitzova kritéria rozhodnéte o stabilité nulového bodu rovnovéhy soustavy
Yy = —4y1 + 2y1 + 5y3, yp = 6y1 — y2 — 6y3, Y3 = —8y1 + 3y2 + 9y3.
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