1 Uvod do matematické logiky

Logikou v béZném slova smyslu rozumime myslenkovou cestu, kterd vede k urcitym zavérim. Logika je také
formdlni véda, kterd zkouméd zpiisob vyvozovani zavéri. Za zakladatele logiky (tzv. sylogistické logiky) je pova-
zovan Aristoteles (384-322 pf. n. 1.). Princip sylogismu lze ukdzat na zndmém piikladu: ,,Pfedpoklad 1: Kazdy
¢lovek je smrtelny. Predpoklad 2: Sokrates je ¢lovék. Zavér: Sokrates je smrtelny.“

Matematicka logika je védni disciplina nachéazejici se na rozhrani mezi logikou a matematikou. Zabyva se
zkouménim, formalizovanim a matematizovanim zejména téch oblasti logiky, na jejichz zdkladech je postavena
matematika. K rozvoji a modernimu pojeti matematické logiky velkou mérou prispél anglicky matematik a filosof
George Boole (1815-1864), ktery si vSiml analogie logickych operaci s klasickymi algebraickymi operacemi
na éislech. Jadrem matematické logiky je tzv. vyrokova logika (jejim rozsifenim je predikatova logika), kde
zakladnim pojmem je vgrok.

Vyrokem nazveme jakékoliv tvrzeni, o kterém ma smysl uvazovat, zda je pravdivé ¢i nikoliv.

Priklad 1.1. a) ,Brno je mésto“ je vyrok (pravdivy).

b) ,,Ve vesmiru existuje mimozemska civilizace“ je vyrok — vyroky jsou i tvrzeni, u kterych k danému okamziku
nelze rozhodnout, zda jsou pravdivé (takovym vyroktm fikdme hypotézy).

¢) ,Jihomoravsky kraj je v ramci CR ¢tvrtym nejlidnatejsim krajem a ma nejvétsi rozlohu® je vyrok (ne-
pravdivy, nemé nejvétsi rozlohu).

d) ,Bude-li zitra prset, vezme si Karel destnik“ je vyrok — opét nejsme v okamziku vy¥éeni schopni rozhod-
nout, zda je pravdivy.

e) ,,Kazdé piirozené ¢islo je délitelné dvéma“ je vyrok (nepravdivy).

f) ,,Co délas?“ neni vyrok — vyroky nejsou otézky, rozkazy, jazykové nesmyslné véty.

g) ,Cislo z je délitelné dvéma“ neni vyrok (nevime, jakou hodnotu m4 z).

Poznamka. Vyroky a), b), e) jsou tzv. elementérni (atomarni) vyroky (nelze je totiz déle délit), vyrok c) je
sloZzeny — sklada se z elementarnich vyrokt ,,JM kraj je ¢tvrtym nejlidnatéjsim“ a ,JM kraj mé nejvétsi rozlohu*.
Stejné tak je slozeny vyrok d), obsahuje elementarni vyroky ,bude zitra priet“ a ,Karel si vezme destnik®.

Slozené vyroky tvorime pomoci logickych spojek (funktort), pfi¢emz pravdivostni hodnoty vzniklych vyroku
se Fidi danymi pravidly, viz tabulky nize.

konjunkce | disjunkce | implikace ekvivalence
zZApis A \% = &
vyznam | a (zarover) nebo jestlize, pak | pravé tehdy, kdyz

Tabulka 1: Logické spojky

A|B| AANB| AVvVB | A=B | A& B
111 1 1 1 1
1]0 0 1 0 0
0|1 0 1 1 0
00 0 0 1 1

Tabulka 2: Pravdivostni tabulka

Pozndmka. a) V bézné mluvé se ,nebo“ pouziva ve dvou vyznamech, vyluc¢ovacim a slucovacim. Napf. koupim
tento model auta v ¢ervené, nebo modré barvé“ (bud..., nebo...) pfedstavuje vylucovaci vyznam (dotyény jisté
nehodld koupit obé dvé). Piikladem sluc¢ovaciho vyznamu je véta .k urcovani stafi fosilii se pouzivd metoda
radioaktivniho thoria nebo uhliku“. Ve slu¢ovacim vyznamu tedy plati alespoii jedna moznost (ale mohou platit
obg). Z pravdivostni tabulky je zfejmé, ze v piipadé disjunkce se jedné o slucovaci vyznam.

b) V bézné feci se implikace ,jestlize A, pak B pouzivd v pfipadech, kdy jednotlivé vyroky A, B spolu
obsahové néjak souvisi, napf. ,dojis-li obéd, dostanes cokoladu“. Toto ve vyrokové logice neni nutné, napr.
vyrok ,jestlize 2 je zédporné, potom 3 je délitelé dvéma* je pravdivy vyrok (vyjdeme-li z nepravdy, potom jiz
muZeme ,blabolit“).

c¢) Implikace navic ¢asto byva Spatné chapana jako ekvivalence. Napi. véta ,bude-li zitra prset, vezme si
Karel destnik“ by mohla svadét k zavéru, ze pokud prset nebude, tak si Karel destnik urcité nevezme. On si ho
ale mtize vzit (tfeba proto, aby ho pouzil jako sluneénik). Jiny piiklad: vyrok ,Koné¢i-li pfirozené éislo nulou,
potom je délitelné péti“ je pravdivy, ale ¢islo mtze byt délitelné péti, i kdyz nekonéi nulou (konéi péti).



Tabulka 3: Pravdivostni hodnoty negace

Negace pravdivého vyroku je vyrok nepravdivy a naopak (zna¢ime —A — non A, také A’ nebo A).
Ziejmé plati, ze pravdivost —(—A) je stejnd jako pravdivost A. Jak tvofit negaci? Vzdy mtZeme pouzit obratu
,Neni pravda, ze...“.

Piiklad 1.2. Znegujte vyroky z ptikladu 1.1a,b). ,Neni pravda, ze Brno je mésto®, struéné ,Brno neni mésto®.
,Ve vesmiru neexistuji mimozemské civilizace®.

V pravdivostni tabulce jsme namisto konkrétnich elementarnich vyrokt psali zastupujici symbol A, resp. B.
Tyto symboly nazyvame vyrokové proménneé.

Vyrokovd formule je slozeny vyrok, ktery vznikne z koneéného poctu vyrokovych proménnych, logickych
spojek, negaci a zavorek, napf. [(A = B)VC| < (AAC).

Vyrokové formule, které jsou vzdy pravdivé bez ohledu na pravdivost vyrokovych proménnych, se nazyvaji
tautologie. Ty, které jsou naopak vzdy nepravdivé, se nazyvaji kontradikce (spory).

Rekneme, ze dvé vyrokové formule ¢ a v jsou logicky ekvivalentni, jestlize formule ¢ < 9 je tautologie.

Priklad 1.3. Ukaite, Ze nasledujici vyrokové formule jsou tautologie:
a) (A= B) & -B = —-A transpozice (obména) implikace;
b) (A= B)A(B=C)]= (A= C) tranzitivita implikace;

c) (A= B) & (AA-B);

d) (A< B)< (A= B)A(B=A)

e) AV (-A) zédkon vylouceni tfetiho (tertium non datur);

f) A= (B= A) zikon simplifikace;

g) "(AAB) < [(mA)V (-B)], 7(AV B) & [(-mA) A (—~B)] De Morganovy zakony (Augustus De Morgan
1806-1871, Angli¢an);

h) ([AAB)AC] < [AN(BAC)], [(AVB)VC]<[AV(BVC(C)] asociativni zakony;

i) (AANB)< (BAA), (AVB)< (BVA) komutativni zdkony;

Y[AN(BVO)] < [(AANB)V(ANCO)],[AV(BAC)] < [(AV B) A (AV C)] distributivni zdkony zdkony.

J
i) zfejmé, a)-g), j) d.0.

A[B[CIAANB|BAC |AABAC) | AABAC | &
1 1 1 1 1 1 1 1
I]1]0] 1 0 0 0 1
100 o0 0 0 0 1
adb)[1 01| 0 0 0 0 1
0 1 1 0 1 0 0 1
0l1]0] o0 0 0 0 1
0lo0|1] o0 0 0 0 1
0]0]0] o0 0 0 0 1

Pocet f4dkil v tabulce= 23 (variace s opakovédnim). Druhy asociativni zdkon analogicky.

Pozndmka. Tautologie a)—d) tvofi zdklad matematickych diikazt (viz nésledujici kapitola). Diky vlastnosti b)
lze struéné psit A = B = C. Vlastnost b) lze navic pomoci principu matematické indukce (viz nésledujici
kapitola) rozsitit na libovolny koneény podet vyrokovych proménnych A, ... A,, tj. plati

[(Al = AQ) AN (A2 = Ag) VARERAN (An—l = An)] = (Al = An),

struéné zapsano A; = Ay = Az = --- = A,.
Negace tautologie je kontradikce, negace kontradikce je tautologie.

P¥iklad 1.4. Znegujte vyroky c), d) z piikladu 1.1. ,JM kraj neni v ramci CR étvrtym nejlidnaté&jsim krajem
nebo nema nejvétsi rozlohu®, viz prvni de Morgantv zakon, piiklad 1.3g). ,,Zitra bude prset a (zarovei) si Karel
nevezme destnik“, viz piiklad 1.3c).



Piiklad 1.5. Ukazte, ze formule (A A B) A (—A) je kontradikee.

A|B|AAB | -A | (AANB)A(—A)
1] 1 1 0 0
110 0 0 0
0|1 0 1 0
00 0 1 0

V piikladu 1.1g) jsme uvedli, Ze véta ,Cislo x je délitelné dvéma“ neni vyrok. Dosadime-li v8ak za proménnou
2 konkrétni hodnotu, pak uZ dostaneme vyrok. Obecné, pokud se néjaké tvrzeni (obsahujici jednu nebo vice
proménnych) stane po dosazeni konkrétnich hodnot za proménné vyrokem, nazyvame takové tvrzeni vgrokovou
formou, zna¢ime V (z), resp. V(x1,za,...,2,).

Dosazeni konstant do vyrokové formy neni jedinym zpisobem, jak z ni vytvorit vyroky. Lze to téz pomoci
slovnich vazeb, které nazyvame kvantifikatory. Stézejni jsou nasledujici dva kvantifikatory:

a) obecny kvantifikitor — ,pro vSechna“ (,pro kazdé“), zna¢ime V (z anglického ,all*);

b) existen¢ni kvantifikdtor — ,existuje“ (alespoii jeden), znac¢ime 3 (z anglického ,exists).
Je-li V(z) vyrokova forma proménné z, pak pomoci uvedenych kvantifikitort dostavame kvantifikované vyroky:

Ve € M : V(z) — ¢teme ,pro kazdé x z mnoziny M (viz kap. 3) plati V(z)%;

Jxr € M : V(x) — éteme ,existuje z z mnoziny M tak, ze plati V(x)“.
Pozndmka. Jednoznacnou existenci znaéime 3!, kvantifikovany vyrok Jlz € M : V(x) potom éteme ,existuje
pravé jedno x z mnoziny M tak, ze plati V' (x)“.

De Morganovy zakony pro kvantifikované vyroky:

(Ve e M:V(z))e3dxeM: V()

“(FxeM:V(zx)) & Ve eM: V().
Podobné, pro vyroky se dvéma kvantifikatory plati:

-(Vx e M,3y e N :V(z,y)) < Iz € M,Vy € N : =V(x,y);

—=(Fx e M,Yy e N :V(z,y)) Ve e M,y € N: -V(x,y).

Priklad 1.6. Negujte vyrok z piikladu 1.le). ,Existuje alespoii jedno pfirozené &islo, které neni délitelné
dvéma.“

Poznamka. Existuji dalsi kvantifikdtory:

V(n) ~V(n)
Alespon n... je... Nejvyse n — 1... je...
Nejvyse n... je... Alespon n + 1... je...
Pravé n... je... Nejvyse n — 1... je... nebo alespon n + 1... je...

2 Stavebni prvky matematiky

1) Primitioni pojmy (nedefinované), napf. v eukleidovské geometrii bod, pfimka, rovina; v teorii mnozin napt.
mnozina, pojem ,patiit do (ndleZet)“; v Peanové aritmetice ¢islo nula a funkce nasledovnika;

il) Aziomy jsou tvrzeni, kterd se nedokazuji (povazuji se za platnd), napf. ,existuje prazdnd mnoZina“,
ykazdymi dvéma body lze vést (pravé jednu) pfimku“. Dilezité je, aby systém axiomi byl bezesporny
a zaroven se snazime, aby byl nezévisly, tj. aby néktery z axiomil nesel odvodit z axiomil ostatnich;

iii) Definice jsou zavedeni nového pojmu pomoci jiz zndmych pojmt, nap¥. ,sudym ¢islem nazveme kazdé celé
¢islo, které je délitelné dvéma“,  kruznice je mnozina vSech boda v roving, které lezi ve stejné vzdalenosti
od pevné daného bodu“;

iv) Véty (teorémy) jsou tvrzeni, kterd se vyvozuji z axiomu a jiz znamych (tj. dokdzanych) vét prostfednictvim
logiky. Nedilnou soucésti véty je tedy dikaz. Véty maji obvykle tvar elementarniho (nekvantifikovaného
nebo kvantifikovaného) vyroku, implikace nebo ekvivalence.

Poznamka. Nové pojmy (definice) ¢asto zavadime pomoci spojky ., jestlize, resp. ,pravé kdyz“. Napf. definici
sudého &isla bychom mohli formulovat také takto: ,Necht z je celé &islo. Rekneme, Ze z je sudé, jestlize je
délitelné dvéma“. Pouzili jsme tedy implikaci ,je-li z délitelné dvéma, pak je sudé“ (pfedpokladem ,nechf z
je celé ¢islo* jsme vymezili obor éisel, kterych se sudost tyka). Nefikdme tedy nic o éislech, kterd délitelna
dvéma nejsou, nicméné tim, ze vyrok uvozujeme jako definici, fikdme, ze ¢isla, ktera nejsou délitelnad dvéma za
sud4d nepovazujeme. Z tohoto pohledu je korektnéjsi uvést definici jako ekvivalenci, tj. ,,Necht z je celé ¢islo.
Rekneme, Ze z je sudé, pravé kdyz délitelné dvéma“. Na druhou stranu, argumentem proti je, Ze az do chvile, kdy
definujeme novy pojem (v nasem piikladu sudé ¢islo), nemé smyl implikace , je-li z sudé ¢islo, pak je délitelné
dvéma® (protoze sudost teprve definujeme pomoci opa¢né implikace). V dalsim tedy budeme (pokud to bude
definice vyzadovat) pouzivat ,jestlize“.



Véty ve tvaru elementarniho vyroku

V — vyrok, ktery se ma dokazat.

Piimy dukaz

Vyjdeme z pravdivého vyroku A (nalezeného mezi axiomy nebo jiz dokdzanymi vyroky) a pomoci pravdivé im-

plikace (kone¢ného poctu pravdivych implikaci) pfejdeme k vyroku V. Vyuzivame zde tzv. pravidlo odvozovani
(modus ponens): jestlize plati A a zarovein A = V, pak musi platit V, viz tabulka.

AV ]|A=V
11 1
110 0
0|1 1
010 1

Dukaz sporem

Pfedpoklddame, Ze V neplati, tj. plati =V a pomoci pravdivé implikace (kone¢ného poc¢tu pravdivych implikaci)
dojdeme k vyroku A, ktery je ve sporu se zndmou skuteénosti (tj. platilo by A i —A). Toto ndm zarudi, Ze plati
V', viz tabulka.

VA -V=A|V
1 1 1 0
1 0 0 0
0 1 1 1
0 0 1 1

P¥iklad 2.1. Dokazte, Ze pro Va,b € R (redln4 &isla, viz kapitola 6) plati a? + b% > 2ab.

— ptimo: Ve € R: 22 > 0= (a — )2 > 0= a? — 2ab + b*> > 0 = a? + b? > 2ab. O
— sporem: predpokladejme, Ze Ja, b € R tak, ze a®+b* < 2ab / —2ab = a®+b*>—2ab < 0= 0 < (a—b)? <0,
coz je spor. Musi tedy platit ptivodni tvrzeni. (I

Véty ve tvaru implikace

Jednd se tedy o vyrok typu A = B (A — pfedpoklady véty, B — tvrzeni véty, fkdme také, ze A je postacujici
podminka pro B nebo B je nutnd podminka pro A)

Piimy dukaz

Piedpokladame, Zze vyrok A je pravdivy a pomoci koneéného poctu pravdivych implikaci dokdzeme B (tj.
A= A1 = A== A, = B).

Nepfimy dukaz (kontrapozice)

Vyuziva tautologie (A = B) < (-B = —A) (viz piiklad 1.3a)), které se fikd transpozice (obména) implikace.
Dale stejné jako u pfimého dikazu, tj. =B = B; = By = -+ = By = —A.

Dukaz implikace sporem

Vyuziva tautologie =(A = B) < (AA—DB) (viz ptiklad 1.3¢)). Pfedpokldddme platnost negace —(A = B), tedy
platnost vyroku A A B a nésledné ukéZeme jeho nepravdivost tim, Ze pravdivou implikaci (koneénym poctem
pravdivych implikaci) dojdeme k tomu, Ze pravdivé je n&jaké tvrzeni C' i —C (tj. mame spor). Pfedpoklad
pravdivosti A A =B je tedy chybny, a proto musi platit ptivodni tvrzeni.

Priklad 2.2. Dokazte vétu ,,je-li pfirozené ¢islo délitelné 4, potom je délitelné 2.

Mame tedy dokazat: Vn € N : 4jn = 2|n.
eN

A~
- pfimo: 4jn = 3k € N:n =4k = n =2(2k) = 2|n. O
—nepiimo: 2{n = 3k € N: n = 2k — 1. Pokud k je sudé, pak existuje £ € N tak, ze k = 2{,atedy n =4 —1 =
4t n. Pokud je k liché, pak existuje m € Ntak, ze k=2m —1,atedyn=22m —1)—1=4m -3 =4{n. O
— sporem: predpokladejme, Ze plati 4|n A 2 { n. Protoze 4|n, existuje k € N takové, ze n = 4k = 2(2k) = 2|n.
Zaroveni ma ale platit 2 { n, coz je spor. Byla tedy chyba v predpokladu 2 { n a plati pivodni tvrzeni. 0.



Véty ve tvaru ekvivalence
Diky tautologii (A < B) < [(A = B) A (B = A)] (viz piiklad 1.3d)) dokazujeme dvojici implikaci.

Priklad 2.3. Dokazte vétu ,Je-li n piirozené, pak 3|n, pravé kdyz 3|n“

,=%: ptimy dtikaz — 3|n = 3k € N:n = 3k = n? = 9k? = 3(3k?) = 3|n.
»<=“: nepfimy dikkaz —3{n =3k e N: (n=3k—-1Vn=3k—-2)=>[n>=Bk—-1)2=9%>-6k+1=
3(3k2 — 2k) + 1V 02 = (3k — 2)2 = Ok — 12k + 4 = 3(3k2 — 4k) + 4] = 3 { n. O

Duikaz matematickou indukci

Touto technikou dokazujeme véty typu ,,Pro v8echna n pfirozend (pfipadné pro vechna n pfirozend, takova, ze
n > ng) plati V(n)“, tj. chceme ukdzat platnost V(n) pro n = 1,2,... (resp. pro n = ng,ng + 1,...). Princip
matematické indukee Fikd (coby axiom), Ze k diikazu staci, kdyZ provedeme nésledujici dva kroky:

1. krok: Ukazeme, Ze tvrzeni plati pro n = 1 (resp. n = ng) — béze;

2. krok: Predpokladame, Ze tvrzeni plati pro néjaké p¥irozené éislo n = k > 1 (resp. n = k > ng) a ukdZeme,
Ze plati pro nésledujici éislo n = k + 1. Dokazujeme tedy V (k) = V(k + 1).

Poznamka. Princip matematické indukce je podobny domino efektu (prvni kostka domina vyvold pad druhé,
druhd pad tfeti, atd.). Kdyz v prvnim kroku ukdZeme, ze plati V(1) (resp. V(ng)), tak podle druhého kroku
plati V(2) (resp. V(ng 4+ 1)). Kdyz ale plati V(2) (resp. V(ng + 1)), tak (opét podle druhého kroku) plati V'(3)
(resp. V(ng + 2)), atd. Jak jiz bylo Feceno, princip matematické indukce neni véta, kterou mizeme dokazat,
ale je to axiom. Je to vlastné trochu jinak formulovany 5-ty Peantiv axiom (Giuseppe Peano 1858-1932, Ital),
pét Peanovych axiomt umoznuje korektné definovat mnozinu vSech prirozenych ¢isel, neni to ale jedind mozna
konstrukce této mnoziny, viz SLA.

Piiklad 2.4. Dokazte, ¥n > 5 plati 2" > n?2.

Pro n = 5 tvrzeni plati, protoze 2° = 32 > 25 = 52. Potfebujeme ukazat, ze pokud plati 2 > k2, tak
plati i 28¥1 > (k + 1)2. Pomiizeme si nasledujici nerovnosti. Pro k > 5 jisté plati (k — 1)2 > 42 > 2. Odtud
k?—2k+1>2/+k?=2k*—2k—1>k? = 2k* > (k + 1)%. Tato nerovnost a indukéni piedpoklad 2% > k2
dévaji 261 = 2. 28 > 2k2 > (k + 1)2, tedy 251 > (k+1)2. O

Poznamka. Ne kazdé tvrzeni lze dokdzat vySe uvedenymi metodami, napt. nékteré véty typu ,3x € M : V(x)“.
Zde je potieba (n&jak) nalézt takové x (konstruktivni diikaz) nebo, kdyZ to nelze, tak prokazat, ze x musi
existovat (existenéni dikaz). Naopak, pokud pot¥ebujeme prokdzat neplatnost tvrzeni Vo € M : V(z), stadi
nalézt z, pii kterém neplati V(z). Tomu se potom Fikd, ze jsme ukdzali (nalezli) protipiiklad.
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