3 Mnoziny

MnoZina je primitivni pojem, lze ji popsat jako soubor objekti, které nazyvame prvky mnoziny (prvky se
v mnoziné neopakuji a nezdlezi na potadi, v jakém je zapiSeme). Mnoziny znacime obvykle velkymi pismeny
a jeji prvky malymi. Zapis a € A znadi, Ze prvek a patii (nélezi) do mnoziny A. Podobné, b ¢ A znamen4, Ze
prvek b nepatii do A. MnoZina je obvykle uréena vyc¢tem jejich prvki nebo fecenim charakteristické vlastnosti
prvkd mnoziny, napf. A = {a,b,c}, B = {x : z je sudé}. U zaddni mnoZiny charakteristickou vlastnosti je tfeba
dbat jisté obezfetnosti, mize totiz dojit k paradozu. Asi nejznédméjsi priklad byl objeven roku 1901 a je zndm
jako Ruselliv paradox (Bertrand Russell 1872-1970, Velsan). Uvazujme mnoZinu (ozna¢me ji napf. M), kterd
obsahuje pravé ty mnoziny, které neobsahuji samy sebe (jako sviyj prvek). Tj. M = {A: A ¢ A}. Jak je to se
samotnou mnozinou M? Pokud neobsahuje samu sebe, pak M € M. Na druhou stranu, kdyz M € M (tj. M je
prvkem M), pak M obsahuje samu sebe. Podle definice M ¢ M. Nelze tedy rozhodnout, zda M je nebo neni
prvkem M. Pravé takové dtivody vedly na zacatku 20. stoleti ke vzniku axiomatické teorie mnozin, ve které jsou
déna presné pravidla o tom, co mnozina je a co neni. V soucasnosti je nejpouzivanéjsi Zermelo—Fraenkelova
teorie mnozin (Ernst Zermelo 1971-1953, Némec, Adolf Fraenkel 18911965, Zid).

Definice 3.1 (mnozinovych operaci a souvisejicich pojmi).  a) Prdzdnd mnoZina: je to mnozina, kterd ne-
obsahuje zaddné prvky, znacime ji ) nebo {} (pozor na {} — to neni prdzdna mnozina, ale jednoprvkova
mnozina, jejimz prvkem je prazdnd mnoZina);

b) Podmnozina: Rekneme, 7e mnoZina A je podmnozinou mnoziny B (piseme A C B, znaku C se ifka
inkluze), jestlize plati, Ze kazdy prvek a € A je zdroven prvkem mnoZiny B, formalné zapséno: A C B,
jestlize Va : a € A = a € B (pro libovolnou B vzdy plati  C B a B C B);

Rovnost mnozin: A = B, jestlize (A C B) A (B C A);

Viastni podmnoZina: A C B, jestlize (A C B) A (A # B);

Sjednoceni mnozin: AUB :={a:a € AV a € B} (éteme A sjednoceno s B);

Prinik mnoZin: ANB :={a:a € ANa € B} (éteme A prinik B), mnoziny A, B nazveme disjunkint,

pravé kdyz AN B = ;

g) Dopinék mnoZiny: je-li A C U (universum), pak doplnék mnoziny A v mnoziné U definujeme jako A’ :=

{ueU:u¢gA};
h) Rozdil mnozin: A\ B :={a € A:a ¢ B} (znadi se také A — B);
i) Symetricky rozdil mnoZin: AAB := (A\ B) U (B\ A) (znadi se také A+ B nebo A © B);

Piiklad 3.2. Mé&jme mnoziny A = {a,b,c,e,j}, B ={a,c,e,g}. Uréete: a) je B podmnozina A?, b) AN B, ¢)
AUB,d) A\ B, e) AAB.

ad a) Neni, protoze g ¢ A. ad b) AN B = {a,c,e}. ad ¢) AUB = {a,b,c,e,9,5}. ad d) A\ B = {b,j}. ad
e) B\A={g} = AAB ={b,g9,j}.

Definice 3.3 (poten¢éni mnoziny). Nechf A je libovolnd mnoZina. Potom mnoZinu v8ech podmnozin mnoziny
A nazveme potencni mnoZinou, znacime 24.

Pi#iklad 3.4. Mé&me mnozinu A = {{J, A, o}. Napiste 24.
24 = {0.{0}, {2}, {0} {O, A}, {0, 0}, {A, 0}, {00, &, 0}} — 2° prvki.

Véta 3.5. Viastnosti (Vennovy diagramy, John Venn 1834-1923, Anglican):
a) AUB=BUA a AN B = BN A (komutativita);
b) AUBUC)=(AUB)UC a AN(BNC)=(ANB)NC (asociativita);
c) AUBNC)=(AUB)N(AUC) a AU(BUC)=(ANB)U(ANCQC) (distributivita);
d) Je-li A,BCU, pak (AUB) = (A'NB'") a (ANB) = (A" UB’) (de Morganovy zdkony);
e) Je-li AC B a BCC, pak ACC (tranzitivita inkluze).

Dikaz. ad a) Podle definice je AU B je mnozina vSech prvki, které lezi v A nebo B. BU A je ale definovano
stejné.

ad b) ,C“: Necht a € AU(BUC). To znamend, ze a € AVa € (BUC) atedy a € AV(a € AVa € C). Protoze
ale plati asociativita pro logické ,nebo, viz ptiklad 1.3h), mame (e € AVa€ B)Vae C,tj.ace (AUB)UC.
Dokéazali jsme tedy inkluzi AU (BUC) C (AU B) U C. Obracend inkluze se ukaze analogicky, stejné tak
asociativita priniku.

ad ¢) ,,C%: Necht x € AU(BNC). Podle definice sjednoceni x € AVx € (BNC). Pokud x € A, tak je urcité
také v (AU B) a zarovenn v (AUC), tj. x € (AUB)N(AUC). Pokud z € (BNC), tak z € BAz € C. Potom
ale musi platit x € (AU B) Az € (AU C), coZ znamend, ze x € (AU B) N (AU C). Celkové tedy plati inkluze
AUu(BNC)C(AUB)N(AUC). Obracena inkluze a druhy distributivni zakon se dokazi analogicky.



ad d) ,,C“: Necht a € (AUB)', tedy a ¢ (AUB). To znamend —(a € AVa € B). To ale podle De Morganova
zdkona pro logické nebo je —(a € A)A—(a € B),tedy a ¢ ANa g B=>ac€ A Na€eB =ac (ANB).
Obracena inkluze a druhy De Morgantv zakon se ukazi obdobné.

ad e) Necht a € A je libovolné. Protoze A C B znamend, %ze a € A = a € B, mame a € B. Protoze ale

také B C C, mdme a € B = a € C, tedy a € C. Diky tranzitivité implikace (viz piiklad 1.7b) tedy plati
a€ A= acC,cozznamend, ze A C C. O
4 Relace

Relace pfedstavuje matematicky ekvivalent pojmu vztah.

Definice 4.1 (kartézského soucinu). Kartézsky soucdin mnozin A, B (v tomto pofadi) je mnozina A X B :=
{la,b] : a € AANb € B} ([a,b] je zde uspofadand dvojice).

Piiklad 4.2. Napiste kartézské souciny A x B a B x A mnozin A = {a,b}, B= {0, A, o}.

AxB= {[a7 D]’ [av A]’ [a7 O]v [ba D]v [b> A]a [b, O]}'

Bx A= {[Dv a]’ [Da b]’ [A’ (1], [Av b]v [Oa a]a [O’ b]}
Ztejmé tedy A x B # B x A, rovnost plati pouze v pfipadé, kdy A = B nebo alespoii jedna z A, B je prazdna
mnozina.

Definice 4.3 (binarni relace). Bindrni relaci R mezi mnoZinami A, B nazyvame libovolnou podmnoZinu kar-
tézského souéinu A x B, tj. R C A x B. Zapis aRb (nebo [a,b] € R) ¢teme jako ,a je v relaci s b“. Naopak
—(aRb) bude znamenat, %e a neni v relaci s b (budeme psét stru¢né bRa). Je-li A = B, hovoiime o relaci na
mnozing A, tj. R C A2 (A2 := A x A).

Piiklad 4.4. Mé&me mnoziny s relaci a) A = {a,b,c}, B = {1,2,3}, R pfedstavuje vztah ,pismeno — potradi
pismene v abecedé“, b) A=N, B=N, aRb < a < b, ¢) A je potenéni mnozina mnoziny {1, 2} a relace R na A
predstavuje vztah byt vlastni podmnozinou“. Vypiste R.

ad a) R = {[a, 1], [b,2],[c,3]};
ad b) R=1{[1,2],[1,3],...,[2,3],[2,4],... };
ad c¢) R = {[0, {1}], [0, {2}], [0, {1, 2}], {1}, {1, 2}], {2}, {1, 2}]}-

Definice 4.5 (vyznamnych relaci na mnoziné). Necht R je relace na neprazdné mnoziné A. Rekneme, ze R je:
a) reflexivni, jestlize Va € A : aRa;
b) ireflexivni, jestlize Va € A : aRa;
c) symetrickd, jestlize Va,b € A : aRb = bRa;
d) antisymetrickd, jestlize Va,b € A : aRb A bRa = a = b;
e) asymetrickd (silné antisymetrickd), jestlize Va,b € A : aRb = bRa;
f) tranzitivni, jestlize Va,b,c € A : aRb AN bRc = aRc.

Piikladem reflexivity (kazdy prvek musi byt v relaci sim se sebou) je rovnost na N nebo délitelnost na N
(aRb < a|b). Naopak relace ,,mensi nez“ na N neni reflexivni (a < a neplati), je ireflexivni. P¥ikladem symetrie
je napf. relace byt sourozencem*. Jiz zminénd relace ,mensi nez*“ symetrickd neni (nemtize byt zaroven a < b
a b < a) je to antisymetrickd relace. Pozor, antisymetrie neni opakem symetrie, relace mize byt symetricka
i antisymetricka zaroven, napt. zminéna rovnost na N. Relace je asymetrickd < je ireflexivni a antisymetricka.
Piikladem asymetrie je opét relace ,mensi nez“, ale napt. relace ,mens{ nebo rovno“ asymetrickd neni (neni
totiz ireflexivni). Relace , byt sourozencem® je také piikladem tranzitivni relace. Relace, ktera neni tranzitivni
je napf. byt matkou své dcery“ (pokud Alena je matkou Jany a Jana matkou Heleny, tak Alena neni matkou
Heleny, je babickou).

Piiklad 4.6. Je ddna mnozina A = {a,b, ¢,d} arelace R = {[a, b], [b, al, [b, b], [b, c|}. Zjistéte, zda R je reflexivni,
symetricka, tranzitivni.

a|b|ecld
Vv Relace neni reflexivni (na diagondle by musely byt samé ,/“). Neni
ViviVv symetrickd, tabulka by musela byt symetrickd podle diagonaly. Neni

ani tranzitivni (aRb, bRc, ale aRc).

QO[S

Definice 4.7. Relace, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni se nazyva ekvivalenci.



Piikladem relace ekvivalence je ,obce CR nalezejici stejnému kraji“ (obec a je v relaci s obci b < a i b le
ve stejném kraji), rozmyslete si pro¢.

Definice 4.8 (rozkladu mnoziny). Necht A # (). Rozklad mnoziny A je mnozina o/ C 24, ktera spliiuje:
a) 0 ¢
b) Pokud M;, Ms € &/, pak bud My = Ms, nebo My N My = 0 (tj. My a My jsou disjunktni);

¢) Unrew M = A.
Prvkim mnozZiny 7 se fika tridy rozkladu.

Véta 4.9. 1. Necht R je relace ekvivalence na mnoZiné A. Pro kaZdé a € A definugme mnoZinu [a] :== {b €
A : aRb} (tzv. t¥idu ekvivalence) a oznaéme /g := {[a] : a € A}. Pak </g je rozklad mnoZiny A.
2. Necht o/ je rozklad mnoZiny A. Definujme relaci R tak, Ze aRyb < AM € o takovd, Ze a,b € M.
Potom R,y je relace ekvivalence.

Diikaz. ad 1. Necht R je relace ekvivalence na A. Ukazme, Ze mnozina @/ je rozklad A (tj. ovéfme body a)—c)
z definice 4.8).

ad a) Pro kazdé [a] € o7 je [a] # 0, protoze a € [a].

ad b) Necht [a], [b] € @i a ukazme, Ze kdyZ [a]|N[b] # 0, pak [a] = [b]. Jestlize [a]N[b] # O, pak existuje c € A
takové, ze ¢ € [a] a zéroven ¢ € [b]. Podle definice [a], [b] to znamend, Ze aRc A bRc a tedy také c¢Rb z ditvodu
symetrie R. Protoze R je tranzitivni, plati aRb a také bRa opét z divodu symetrie. ,,[a] C [b]:“ Necht p € [a].
Pak aRp a dile bRa (viz vyse). ProtoZe R je tranzitivni, mame bRp, coz znamend, ze p € [b]. ,2:“ Necht p € [b].
Pak bRp a také aRb (viz vyse). Tranzitivita dava aRp, tedy p € [a]. Celkové tedy [a] = [b].

ad ¢) Plati Up,jc ., [a] = A, protoze a € [a] pro vSechna a € A.
ad 2. Necht o7 je rozklad mnoziny A. Ukazme, Ze R, je relace ekvivalence na A.

Reflexivita: Bud a € A libovolné. ProtoZze <7 je rozklad na A, musi existovat M € o tak, ze a € M (jinak
spor s podminku c) z definice 4.8). Proto aRa, tj. R.y je reflexivni.

Symetrie: Necht aR.b. Podle definice R, pak existuje M € & tak, Ze a,b € M. To ale znamen4, Ze také
bRoya, tedy R je symetricka.

Tranzitivita: Necht aRb a bRy c. Podle definice R, existuji mnoziny My, My € o tak, Ze a,b € M,
a b,c € M. Protoze My N My # (), musi byt M; = Ms, viz podminka b) z definice 4.8. Tedy a,c € My = M>
a podle definice R je aR . c. O

Pozndmka. Uvedené pfifazeni rozkladu /g relaci R (resp. pfifazeni relace R, rozkladu /) je jednoznacné
v tom smyslu, Ze médme R, = R (resp. /g, = ).

Priklad 4.10. UvaZujte relaci na N, ve které aRb < a + b je sudé. Je R ekvivalence? Pokud ano, napiste
prislusny rozklad.

Reseni: R je reflexivni, protoze Va € N je a + a = 2a je sudé. R je i symetrickd, protoze kdyz a + b je sudé,
tak b+ a je také sudé (komutativita s¢itani). Ukazme, Ze R je i tranzitivni, tj. je-li a + b sudé a zaroven b + ¢
sudé, tak nutné a + ¢ bude sudé. Plati vlastnost, ze a + b sudé, pravé kdyz a i b jsou obé suda nebo obé licha
(ovétte!!). Piipad 1: a i b je sudé. Potom, je-li b + ¢ sudé, tak c je také sudé, protoze b je sudé. Protoze nyni a
i ¢ jsou sudé, tak a + c je také sudé. Pfipad 2: a i b je liché. Je-li b+ ¢ sudé, tak ¢ musi byt liché, protoze b je
liché. Nyni jsou a i ¢ licha a tedy a + ¢ je sudé. Celkové, R je tranzitivni. Rozklad se potom sklada ze dvou tfid:
1] ={1,3,5,...}, [2] = {2,4,6,...}.

i . usporadani). n ra je reflexivni, antisymetricka a tranzitivni se nazyva uspordddni
Definice 4.11 (usporada Relace na A, ktera je refle , antisymetricka a tranzit se nazyva d
(pFesnéji neostré cdstecné usporaddni). Znacime <.

Tuto relaci chapeme stejné jako v bézném slova smyslu, napf. usporadani potravin podle ceny — je-li rohlik
levnéjsi nez chleba, stézi chtit, aby byl chleba levnéjsi nez rohlik (antisymetrie). Je-li déle chleba levnéjsi nez
kilo parku, tak zjevné rohlik je také levnéjsi nez kilo parkt (tranzitivita). Koneéné reflexivita ¥ika, ze rohlik
stoji méné nebo stejné jako rohlik. Pro¢ hovofime o ¢astecném usporadani? V ¢astecném usporadani nemusi
byt kazdé dva prvky porovnatelné! Vezméme naptiklad relaci uspofddani, kde A < B < A C B (mnoziny A, B
jsou prvky néjaké mnoziny). Je-li A = {a,b}, B = {a,b,c}, pak jisté A < B, protoze A C B. Je-li ale napf.
A ={a,b}, B ={a,c},pak AZ Ba B ¢ A, tj. neplati A < B ani B =< A, takové dva prvky tedy nejdou
porovnat.

Definice 4.12 (ostrého usporddani). Relace na A, kterd je ireflexivni a tranzitivni se nazyva ostré uspordddni.
Znacime <.

Prikladem ostrého uspotradani je relace ,mensi nez“ na N, tj. a < b & a < b. V ostrém uspofaddani opét
nemusi byt kazdé dva prvky porovnatelné. Poznamenejme jesté, ze ireflexivita a tranzitivita implikuji antisyme-
trii. Skutecné, predpokladejme, ze v relaci jsou ,symetrické dvojice“, tj. mame aRbAbRa. Pak tranzitivita dava



aRb A bRa = aRa, coz je ale spor s ireflexivitou. P¥ipad aRb A bRa tedy nastat nemuze, a proto je podminka
v definici antisymetrické relace splnéna trivialné (pfedpoklad aRb A bRa v implikaci je nepravdivy, a tedy impli-
kace aRb A bRa = a = b je pravdiva, viz pravdivostni tabulka v kapitole 1). Ostré usporadani je tedy dokonce
asymetrickd relace (protoze je ireflexivni a antisymetricka).

Definice 4.13 (dalsich vyznamnyjch relaci).  a) Identickd relace je relace na A definovand ids := {[a,q] :
ac A},

) Univerzdlni relace na A je relace A x A;

c) Uplnd relace na A je relace, ve které plati Va,b € A : aRbV bRa;

d) Trichotomickd relace na A je relace, ve které plati Va,b € A: aRbV bRaV a =1b;

e) Relace, kterd je ¢asteénym neostrym usporadanim a Gplnd se nazyva linedrni (uplné) uspordddni.

f) Relace, ktera je ostrym uspofddénim a navic trichotomicka se nazyva ostré linedrnd (uplné) usporadani.

Relace identity je nejmensi (ve smyslu nejmensiho poc¢tu prvki) relaci ekvivalence. Naopak nejvétsi relaci
ekvivalence je univerzalni relace. Vezméme napt. A = {0, A}. Potom piikladem trichotomické relace na A je
R = {[0,0],[d, A]}. Tato relace ale neni uplnd, aby byla Gplnd, musela by obsahovat jesté dvojici [A, A].
Prikladem linedrniho usporadani je relace ,,<“ na N a prikladem ostrého linedrniho uspotradani je relace ,<“
na N. V linedrnim usporadani jsou kazdé dva prvky porovnatelné.

Pozndmka. Je-li < relace usporddani na mnoziné A, pak relace < definovand a < b, jestlize a < bAa # b
(mnoZinové < := < \id,), se nazyva ostré usporaddni odvozené z uspordddni <. Neni tak tézké ovéfit, ze takto
definovana relace je skuteéné ostrym uspofddanim (ve smyslu definice 4.12). Zfejmé plati ¢ < b = a =< b.
Podobné, vyjdeme-li z relace ostrého usporddani < na mnoziné A a definujeme relaci < jako a =< b, jestlize
a < bVa=>b (mnozinové X := < U id,), pak se < nazyva (¢dstecné) usporaddni odvozené z ostrého uspordddni
<. Opét lze ovéfit, ze takto definovand relace je usporadanim (ve smyslu definice 4.11).

Definice 4.14 (slozeni relaci). Necht R C A x B, S C B x C. SlozZent relaci R a S (v tomto potadi) je relace
SoR C Ax C definovand S o R := {[a,c] € A x C : 3b € B tak, Zze aRb A bSc} (éteme ,R sloZeno s S“ nebo
»5 po R“).

Priklad 4.15. Uvazujme relace

R = {[Jan, Petr], [Pavel, Roman|} — relace otec—syn,

S = {[Petr, Jana], [Petr, Hana], [Roman, Lucie|} — relace bratr—sestra.
Napiste S o R a interpretujte tuto relaci.

Reseni: S o R = {[Jan, Jana], [Jan, Hana], [Pavel, Lucie]} — relace otec—dcera.

Definice 4.16 (inverzni relace). Necht R je relace mezi A a B. Inverzni relaci k R nazveme relaci mezi
mnozinami B a A (zna¢ime R™1), jestlize Va € A,Vb € B : aRb < bR a.

Priklad 4.17. A = {Marek, Norbert,Ota}, B = {25,50,38}, R = {[Marek, 52], [Ota, 25]}. Napiste R~
Reseni: R=t = {[52, Marek], [25, Otal}.

Pozndmka. Pro inverzi slozené relace plati (S o R)™! = R™! o S71. Skutecné, je-li ¢(S o R)ta, pak aS o Rc,

tj. podle definice slozené relace existuje b € B takové, ze aRb A bSc. To ale znamena, Ze cS~'b A bR~ 'a, neboli
cR 1o S 1a.

Pozndmka. Vedle binarni relace je mozné uvazovat obecnéji n-narni relaci (n = 1,2,3,...) jakozto libovolnou
podmnozinu kartézského souc¢inu Ay x Ag x -+ x A,.
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