5 Zobrazeni

Definice 5.1 (zobrazeni a souvisejicich pojmil).  a) Zobrazeni z mnoZiny A do mnoZiny B je binarni relace
R, ktera spliuje (aRb A aRc) = (b = ¢) (tato podminka Fikd, ze k jednomu prvku z A nemtZzeme mit
dva riizné prvky z B, prvkiim A fikdme vzory a prvkiim B obrazy). Znacime obvykle f, pfi¢emz namisto
f € Ax B piSeme f: A— B anamisto afb piSeme b = f(a).

) Defini¢ni obor: D(f) := {a € A, pro ktera 3b € B tak, ze f(a) = b}.
c) Obor hodnot: H(f) := {b € B, pro kterd Ja € A tak, ze f(a) = b}.
d) Je-li D(f) = A, hovotime o zobrazeni mnoZiny A do mnoziny B.
) Je-li H(f) = B, hovotfime o zobrazeni na mnoZinu B (surjekce — pokryti).
) Plati-li Va,b € D(f):a# b= f(a) # f(b) (tj. kazdé dva rtzné vzory maji dva rizné obrazy), hovofime

o prostém (injektivnim) zobrazent.

g) Je-li D(f) = A a f je zaroveti surjekce i injekee, hovoiime o bijektivnim (vzdjemné jednoznaéném) zobra-
zent.

Pozndmka. a) Chceme-li zdtraznit, Ze se jedna o zobrazeni mnoZiny a ne z mnoziny, pouziva se obratu ,Necht
f A — B je zobrazeni na A“. Podobné, ,f : A — B je surjekce na A“ znamend, ze hovofime o zobrazeni
mnoziny na mnozinu.

b) Mnozinova rovnost D(f) = A v definici bijektivniho zobrazeni se v literatufe ¢asto pozaduje jiz v definici
prostého zobrazeni, je tedy potfeba davat pozor na uzitou terminologii.

Priklad 5.2. Je ddna mnozina A = {2,3,4,6,11} a relace R na A, kde aRb < b déli a. Je R zobrazeni?

Reseni. Relace obsahuje napt. dvojice [4,2] a [4,4] a tedy nemtize bjt zobrazenim.

Definice 5.3 (inverzniho zobrazeni). Necht f : A — B je zobrazeni. Je-li inverzni relace k f také zobrazenim,
hovotime o inverznim zobrazeni a piseme f~!: B — A.

Nésledujici véta Fiké, za jakych podminek ! existuje.
Véta 5.4. Zobrazeni f je prosté, pravé kdy# existuje inverzni zobrazens f~1.

Diikaz. ,=* (sporem): Necht f : A — B je prosté. Pfedpokladejme, e relace f~! = {[b,a] € Bx A : [a,b] € f}
neni zobrazeni, tj. existuji prvky b € B a a; # ay € A takové, ze [b,a1] € f~1 A [b,as] € f~1. Tedy [a1,b] €
f Alaz,b] € f. To je ale spor s piedpokladem, ze f je prosté.

»<" (sporem): Necht f~! je zobrazeni a ptedpokladejme, Ze f neni prosté. Potom existuji a; # ay € A
ab € B tak, 7e [a1,b] € fAlaz,b] € f atedy také [b,a1] € f~LA[b,as] € f~1. To je ovSem spor s piedpokladem,
7e f~! je zobrazeni. O

Priklad 5.5. Vyjadrete se k typu zobrazeni f : A — B, kde A = {a,b,¢,d,e}, B = {u,v,w}, u = f(a),
u=f(c), w= f(d), w= f(e).

Reseni. Nezobrazuje celou A (D(f) # A), neni surjekce (H(f) # B), neni injekce, protoze napt. a,c se oba
zobrazuji na u.

Pozndmka. Zi¥ejmé, kazda bijekce ma inverzi. Tato inverze je bijekci, pticemz plati f~1(f(a)) = a pro kazdé
a€ Aa f(f~1(b)) = b pro kazdé b € B.

Pomoci bijektivniho (resp. injektivniho) zobrazeni lze porovndvat mnoZiny z hlediska poétu prvkid, a to
i v ptripadé, kdy mnoziny jsou nekonecné.

Definice 5.6. (porovnini mnoZin z hlediska mohutnosti)
a) Rekneme, ze mnoziny A a B jsou stejné mohutné (maji stejnou kardinalitu), jestlize existuje bijektivni
zobrazeni f : A — B. Znacime A ~ B.
b) Rekneme, %e mnozina A md stejnou nebo mensi mohutnost neZ mnoZina B (md mensi nebo stejnou
kardinalitu), jestliZe existuje injektivni zobrazeni f : A — B, pfiéemz D(f) = A. PiSeme A < B.
c¢) Rekneme, Ze mnozina A md mensi mohutnost neZ mnozina B (md ménsi kardianlitu), jestlize A < B, ale
pfitom neplati A ~ B. PiSeme A < B.

Poznamka. Uvedend definice ma komparativni charakter (potfebujeme dvé mnoziny), nedefinuje mohutnost
mnoziny pfimo. Pro kvantitativni popis mohutnosti se uzivd pojem kardindlniho cisla. V pfipadé koneénych
mnozin je mohutnost rovna poctu jejich prvki (mohutnost mnoziny A znac¢ime |A| nebo card(A)). Pozname-
nejme jesté, ze Cantorova véta (Georg Cantor 1845-1918, Némec) iik4, Ze pro jakoukoliv mnoZinu A plati, Ze
A=< 24,
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6 Realna disla

Pro matematickou analyzu je to nejdiilezitéjsi ¢iselnd mnozina. Na stfedni skole se vychézi z geometrické in-
terpretace redlného ¢isla, kde redlnd ¢isla ztotoziiujme s body na pfimce (¢iselné redlné ose). Ke korektnimu
zavedeni nékterych pojmi vSak toto pojeti nestaci. Existuji dvé moznosti, jak redlna ¢isla vybudovat. Prvni moz-
nost je zalozena na postupném budovani, nejprve prirozenych ¢isel, pak celych ¢isel, dale racionéalnich a z nich
pak ¢isel redlnych (motivaci k zavedeni N je poéet prvki néjaké mnoziny, na této mnoziné umime séitat a na-
sobit, umime ji usporadat, ale nelze zde bez omezeni odecitat nebo délit, Z lze chapat jako doplnéni N tak,
aby operace odecitani méla vzdy vysledek, Q je zase doplnéni Z tak, aby operace déleni méla vzdy vysledek,
motivaci k I je potfeba pracovat s cisly, ktera nelze vyjadrit ve tvaru %, napt. v/2, In3,...). Tato cesta je
relativné zdlouhava a technicky naro¢nd. Druhd moZnost je zavést mnozinu redlnych ¢isel axiomaticky (a vyse
zminéné ¢iselné mnoziny chapat jako uréité podmnoziny).

Definice 6.1 (pojmy tykajici se uspofddanych mnozin). Necht M je mnozina s relaci uspofddani < a A C M.
Rekneme, Ze:
a) prvek m € M je hornd (resp. doln?) zdvora mnoziny A, jestlize Va € A plati a < m, resp. m =< q;
b) mnoZina A je ohranicend shora (resp. zdola), jestlize existuje horni (resp. dolni) zavora,
c) b € A je mazimum (resp. minimum) a piSeme b = max A (resp. b = min A), jestlize Va € A plati a < b
(resp. b < a);
d) s € M je supremum (resp. infimum) mnoziny A, jestlize je nejmensi horni zdvorou mnoziny A (resp.
nejvétsi dolni zévorou), tj. jestlize plati

(sl)Vac A:a=s, (il) Vae A:s = a,
(s2) (Va€e A:a=<b)=s=Db resp- (i2) Vae A:b=<a)=b=s.

Véta 6.2. Libovolnd A C M md nejvyse jedno supremum (resp. infimum).

Diikaz. Sporem. Piedpokladejme, Ze suprema existuji alespon dvé, ozna¢me je m = sup A a m* = sup A. Potom
m™ je horni zévora A, tj. m < m™*. Analogicky m je horni zdvora a tedy m* < m. ProtoZe ale < je antisymetricka
relace, plati m = m™*, coz je spor. Pro infimum se ukaze analogicky. O

Definice 6.3 (mnoZiny redlnych ¢&isel). MnoZina redlngch ¢isel (budeme ji znacit R) je mnozina, na které jsou
definovany dvé bindrni operace (bindrni operace na mnoziné M je zobrazeni M x M — M) + (plus), - (krat)
a jedna binarni relace <, které splnuji podminky:

(Al) Ya,b € R:a+ b= b+ a (komutativita s¢itani);

(A2) VYa,b,c e R: (a+b)+c=a+ (b+c) (asociativita s¢itani);

(A3) 30 € R tak, ze pro Va € R je a + 0 = a (existence neutralniho prvku vzhledem ke s¢itani);

(A4) ke kazdému a € R existuje prvek —a € R tak, ze a + (—a) = 0 (existence opa¢ného prvku);

(A5) Ya,b € R:a-b=>b-a (komutativita ndsobeni);

(A6) Va,b,ceR:(a-b)-c=a-(b-c) (asociativita ndsobeni);

(A7) existuje prvek 1 € R (1 # 0) takovy, Zze Va € R plati a - 1 = a (existence neutrdlniho prvku vzhledem

k nasobeni);
(A8) ke kazdému a € R\ {0} existuje prvek a=! € R takovy, 7e a-a~! = 1 (existence inverzniho prvku);
A9) Va,b,ceRplatia-(b+c¢) = (a-b) + (a-c) (distributivni zdkon);
A10) kazda dvojice prvkil a,b € R spliiuje pravé jeden ze vztahli a < b, a = b, b < a, tj. kazdé dva prvky jsou
porovnatelné (zdkon trichotomie);
(A11) jestlize pro a,b,c € R plati a < b a b < ¢, pak také a < ¢ (tranzitivita relace <);
(A12) jestlize pro a,b € R plati a < b, pak pro kazdé ¢ € R je a + ¢ < b+ ¢ (monotonie vzhledem ke s¢itani);
(A13) jestlize pro a,b,c € R platia < b a 0 < ¢, pak a-c < b-c (monotonie vzhledem k nasobeni);
(A14) je-li M neprazdné shora ohranicend podmnozina mnoziny R, pak existuje sup M € R (supremum je
zde chapéano vzhledem k relaci < odvozené z relace <; pfipomenme, ze ta je definovana: a < b, jestlize
a < bV a="0). Této vlastnosti fikdme axiom spojitosti.

Pozndmka. a) Axiomy (Al)-(A4) a (A5)—(A8) jsou axiomy komutativni grupy, (A1l)—-(A9) jsou axiomy pole,
axiomy (A10)—(All) fikaji, ze relace < je ostré linearni usporadani (ireflexivita je zde schovana v trochu jiné
formulaci trichotomie). Vedle relace < pak definujeme dalsi odvozené relace > a > jako: a > b, jestlize b < a
aa > b, jestlize b < a. Axiomy (A1)-(A13) jsou axiomy uspoifddaného pole, axiomy (A1)—(A14) jsou axiomy
spojité uspofddaného pole (axiom (Al4) odliSuje redlnd ¢isla od raciondlnich). AZ na izomorfismus (zhruba
Feceno jiné pojmenovani prvkil) existuje jediné spojité uspofadané pole (jeho modelem je pravé mnozina R).

b) Pomoci axiomu (Al4) a (Al)—(A4) lze ukazat, ze kazda neprazdné zdola ohrani¢end podmnozina R mé
infimum.
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Priklad 6.4. Pro mnozinu A = {% : n € N} plati sup A = max A = 1, min A neexistuje, inf A = 0. Skutecné,
plati % <1Vn €N, tj. 1 je horni zavora. Zaroven neexistuje mensi horni zavora, protoze 1 € A. Odtud sup A =
max A = 1. Déle, ¢islo 0 je dolni zévorou, nebot 0 < % Vn € N. Zvolme § > 0 libovolné a predpokladejme, ze

s vz

§ je také dolni zavora. Polozime-li ale ng = [1/6] (|x] je celd ¢ast x), potom pro viechny prvky % takové, zZe

n > ng, plati % < 4, coZ je spor s predpokladem, Ze ¢ je dolni zdvora. Mame tedy inf A = 0 (toto ¢islo ale neni

minimem, protoze 0 ¢ A).
Piiklad 6.5. Ukazte, Ze a) neutralni prvek vzhledem ke sé¢itani je jediny, b) plati vlastnost 0-a = 0 pro kazdé
a € R.

Reseni. ad a) Sporem. Piedpokladejme, 7e v R existuji alespoii dva riizné neutralni prvky 0 a 0*. To znamen4,
ze kazdy prvek = € R spliuje z + 0 = x a také x + 0* = x. Dosadime-li do prvniho vyjadfeni x = 0* a do
druhého = 0, dostaneme 0* +0 = 0* a 0+ 0* = 0. Protoze je ale s¢itani komutativni, viz axiom (A1), posledni
rovnost mizeme psat jako 0* +0 = 0. Obé rovnosti tedy dévaji 0* = 0* +0 = 0, tj. 0* = 0 (pfidemz jsme vyuzili
symetrii a tranzitivitu relace =). To je spor s pfedpokladem rtiznosti prvki 0 a 0*.

ad b) Necht a € R. Pak 0-a=(0+0)-a=0-a+0-a, tedy ¢islo 0-a se chova jako neutralni prvek. Protoze
ale neutralni prvek je jediny, viz ¢ast a), musi byt 0-a = 0.

Definice 6.6 (rozsifené mnoziny redlnych ¢isel). MnoZzinu R* = R U {—o00, 00} nazyvdme rozsifend mnoZina
redlnyjch ¢isel, symboly —oco, 0o (minus a plus nekoneéno) nazyvame nevlastni realnd éisla (nevlastni body ¢iselné
osy). Klademe —co < a < oo Va € R. Pozor, symboly —oco, 0o nejsou €isla, nejsou pro né definoviny veskeré
podetni operace. Pfesnégji, definovany jsou nésledujici operace: Pro libovolné ¢ € R je

00 + 00 = 00, 00 — €= 00, 00 - 00 = 00, c-00 = 00,
— 00 — 00 = —00, 00 + ¢ = 00, 00 - (—00) = —o0, —c-00 = —00,
+c +c
—=—=0, —00—c=—00, — 00 - (—00) = 0, —c-(—o0) = o0,
o —00
+o00 1
— 00+ c=—o0, j:—c:i—c'(:too), ¢ (—o0) = —o0.

Definice 6.7 (intervali). Budte a,b € R, a < b. Potom
a) uzavienym intervalem o krajnich (koncovych, hraniénich) bodech a,b rozumime mnozinu (a,b) := {z €
R:a <z <b},
b) otevienym intervalem mnoZinu (a,b) ;== {x € R:a < z < b},
¢) polouzaviengmi intervaly zprava (resp. zleva) mnoZiny (a,b) := {x € R : a < & < b}, {(a,b) :== {x € R :
a <z <b}.
d) Nekoneéné intervaly definujeme jako mnoziny
(a,0) :={zr €R:z >a}, (a,0):={z €R:z > a},
(—o00,by :={z €R:z <b}, (—00,b) :={zx e R:x < b},
(—o0,00) :=R.
Je-1i J interval jakéhokoliv typu a xy € J, pficemz x( neni krajni, fekneme, ze x( je vnitini bod intervalu
J.

Definice 6.8 (okoli a ryziho okoli). a) Okoléim (podrobnéji (symetrickym) 0-okolim, § > 0) bodu o € R
rozumime interval (xg — d, 20 + ¢). Znacime Os(xg), struéné O(zo).
b) Okolim bodu oo (resp. —oo) rozumime interval (a,c0) (resp. (—o00,a)), kde a € R.
c) Ryzim (prstencovym) okolim bodu xo € R rozumime mnozinu O(xg) \ {z¢}. Okoli nevlastniho bodu je
vzdy ryzi. Budeme znacit O*(x).

Definice 6.9 (jednostrannych okoli). Necht zy € R, § > 0. Pravgm (resp. levym) §-okolim bodu xo rozumime
interval (zo,zo+ ) (resp. (zo — 6, 70)). Budeme oznacovat Of (o), struéné O (zg) (resp. Oj (zg), stru¢né
O~ (z9)). Ryzim pravym (resp. levgm) §-okolim bodu xo rozumime otevieny interval (zg, xo+9) (resp. (zo—9, xo)).
Budeme oznacovat O; " (z¢), struéné O** (zg) (resp. O** (o), struéné O*~(zo)).

Pozndmka. Neékdy se okoli bodu zg uvazuje jako libovolny otevieny interval takovy, ze xg je vnitinim bodem
tohoto intervalu. V takovém pripadé hovorime o okoli v sirsim smyslu.

Véta 6.10. (i) Mezi dvéma libovolnygmi redinymi ¢isly x1, xo (x1 < x2) leZl raciondlnt i iraciondlni &islo.
(ii) V libovolném okoli libovolného ¢&isla xg € R leZi raciondlni i iraciondlni ¢islo.

Diikaz. ad (i) Polozme n = Lz;zlj + 1, m = |nz1] + 1 (pfipometime, Ze |-| znadi celou ¢ast redlného ¢isla).

Pak m € Z, n € N, a tedy ¢ := = € Q. Z definic ¢isel m a n plyne, Ze m > nxy (tj. 21 < ), m < nxy + 1,
n > —1— (tj. nze — nzy > 1, tj. nvg > nxy +1). Odtud

Xro—T1




To znamend, ze q je racionalni ¢islo mezi 1 a x».
Polozme ddle s = | 22| + 1,7 = | S5a1] + 1. Pak 7 € Z, s € Nat = 2 € T (kdyby nebylo, pak by i v2

T2—T1

muselo byt racionalni, coz vime, Ze neni). Z definic ¢isel r a s plyne, ze r > %xl (tj. z1 < \/ig), r < sv2x +1,

5> Ifxl (tj. 522 > 521+ 1). Odtud

V2(Ssm +1 V251,
m1<\/§g§ (\/is ) < \f = Ts.

To znamena, Ze t je iracionalni ¢islo mezi x; a 5.

ad (ii) Tvrzeni je dusledkem (i), protoZe mezi éisly xg — 0 a xo + J lezi racionélni i iracionalni ¢islo. O

Pozndmka. Mnozina, kterd ma stejnou mohutnost jako néjaka podmnozina mnoziny pfirozenych c¢isel se nazyva
spocetnd (jeji prvky mtizeme oéislovat), pfi¢emz mohutnost mnoziny pfirozenych €isel znacime Rq (,alef — prvni
pismeno v hebrejské abecedg), tj. [N| = Xg. V opa¢ném piipadé hovorime o nespocetné mnoziné. Intuice by mohla
svadét k tomu, Ze napf. mnoZina Z vsech celych bude mit ,dvakrat vice“ prvkd néz N a mmnozina St vSech
prirozenych sudych ¢isel naopak ,dvakrat méné“ prvkt nez N. Na intuici vSak v pfipadé nekoneénych mnozin
nelze prilis spoléhat. Plati totiz |Z| = [ST| = |N| = R (pFislusna bijektivni zobrazeni mezi mnoZzinami neni tézké
zkonstruovat). Stejné tak |Q| = Ng. Existence nespocetnych mnozin plyne pfimo z Cantorovy véty, podle které je
N < 2%, Mohutnost mnoziny 2 nazyvame mohutnost kontinua. Diivodem nézvu je, ze mnozina vsech realnych
¢isel ma stejnou mohutnost jako mnozina 2" — realn4 éisla na sebe ,kontinualné (spojité) navazuji“ (nejsou mezi
nimi ,diry*). Nespodetnost mnoziny R lze ukézat pomérné jednoduse pomoci Cantorovy didgonalni metody.
Mohutnost kontinua se oznacuje c¢ nebo 280, Georg Cantor v roce 1878 publikoval tzv. hypotézu kontinua,
ktera iika, Ze neexistuje podmnozina S redlnych ¢isel, pro kterou by platilo Ry < |S| < 2%0 (tj. prvni ostie
vétsi mohutnost (kardinalni &islo) nez Rg by byla R; = 2%, Az v roce 1963 Paul Cohen (americky matematik
1934-2007) dokézal, Ze o pravdivosti hypotézy nelze v ramci Zermelo—Fraenkelovy teorie mnoZin rozhodnout.
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