7 Posloupnosti

Definice 7.1 (posloupnosti). Posloupnosti rozumime zobrazeni f : N — R, pficemz D(f) = N. Namisto
fn = f(n) piSeme obvykle a, (nazyvdme dclenem posloupnosti, posloupnost se pak znadi {a,}>2, struéné

{an}).

Definice 7.2 (ohrani¢enosti a monotonie posloupnosti). Rekneme, e posloupnost {a,} je:
a) shora (resp. zdola) ohranidend (omezend), jestlize ¢ € R tak, Ze a, < ¢ (resp. a, > ¢) Vn € N;
b) ohranicend, jestlize je shora i zdola ohranifen4;
c) neklesajict (resp. nerostouct), jestlize a,, < an41 (resp. an > ant1);

d) rostouct (resp. klesajict), jestlize a,, < an+1 (resp. an > ani1);
e) monotdnni (resp. ostre monotdnni), jestlize je neklesajici nebo nerostouci (resp. rostouci nebo klesajic).

Definice 7.3 (limity posloupnosti). Rekneme, Ze posloupnost {a, } méa limitu a (piSeme lim,, .., a, = a nebo
struénéji lima,, = a, a, — a), jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje ny € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati
|an, — a| < e. Posloupnost, kterd m4 limitu, se nazyva konvergentni.

Véta 7.4 (o jednoznac¢nosti limity). Jakdkoliv posloupnost md nejvyse jednu limitu.

Diikaz. Predpokladejme, ze lima,, = a a lima,, = b, a # b. Bez jmy na obecnosti mizeme predpokladat a < b.
Zvolme € = (b —a) > 0. ProtoZe a i b jsou limity, od ur¢itého ng plati |a, —a| < (b —a), |a, — b < 5(b—a).
Odtud méme b —a = [b—a| = [b—a+ a, — ay| = [(an — a) — (an — b)| < |an —a| + |a, —b] < 2(b—a) =

b—a<3(b—a)=2b—2a<b—a=b<a= spor. O

Priklad 7.5. Dokazte, ze lim% =0.

Resend. Zvolme € > 0 libovolné a polozme ng = [1] +1 (horni celd ¢ést, napt. [2,8] = 3). Potom Vn > ng plati
IL—o0=1<e O

Véta 7.6. Kazdd konvergentni posloupnost je ohranicend.

Diikaz. Necht lima, = a a € > 0 libovolné. Potom dng € N tak, ze Vn > ng plati a — € < a,, < a + €. Oznaéme
h =max{aj,as,...,an,—1,a+¢}, d = min{ay,as,...,an,—1,a — }. Potom zfejmé Vn € N plati d < a,, < h, tj.
{an} je shora i zdola ohranicena. O

Pozndmka. a) Jsou-li {a,}, {b,} konvergentni posloupnosti takové, ze a,, < b, (nebo a,, < b,) proVn > ng € N,
pak lima,, < limb,.
b) Je-li pro {a,} lima, =0 a {b,} je ohranicena, pak lima,b, = 0.
¢) Posloupnost {a,}, kde a,, = ¢ pro Vn € N se nazyva staciondrni posloupnost a plati pro ni lima,, = c.
d) Je-li {a,} je monoténni a neohrani¢end, pak lim é =0.

Dikaz. ad a) Pfipustme opak, tj. a > b a poloZzme € = “T_b. Pak € > 0 a existuje n; € N takové, ze pro Vn > ny
jea—¢e <a, <a+e, a existuje ng € N takové, Zze pro Vn > ng je b —e < b, < b+ . Pro n > max{ng,ny, na}

tedy plati a — e = “TH’ <ap<b,<b+e= “;rb, COZ je spor.

ad b) Protoze {b,} je ohranicend, existuje h € R takové, ze |b,| < h pro kazdé
libovolné. K > 0 existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng je |a,| = |a, — 0] <
plati |a,b,| = |an||bn] < Th = ¢, tj. lima,b, = 0.

n € N. Necht ¢ > 0 je
+. Pro tato n tedy pak
ad c) Zfejmé pro libovolné € > 0 plati |a, —a| = |c— | =0 < ¢, tj. lima,, =limec = c.
ad d) Necht {a,} je neklesajici a ¢ > 0 libovolné. ProtoZe je {a,} neohranicend, existuje ng € N takové,
Ze ap, > % Déle plati také a, > an, > % > 0 pro Vn > ng, protoZe {a,} je neklesajici. Odtud plyne, Ze
pro Vn > ng plati |ai —-0| = ai = {% < g, tj. limai = 0. Pro nerostouci posloupnost by se ditkaz provedl
analogicky. ' O

Piiklad 7.7. Urcete limity a) lim 320° b) lim .

Reseni: ad a) Polozme b, = sinn? a a, = *. Plati [sinn?| < 1 a tedy b, je ohranifend. Protoze lima, =

L2
sinn® __
2 =0.

ad b) Posloupnost {a,} = {n?}52, je (ostfe) monoténni, nebof a,y1 = (n+1)? = (n+ (n +1) >
(n+ 1)n > nn. Vyuzivame pfitom axiomi (A1l) —(A13) mnoziny R. (Monotonii je mozné ovéfit také matema-
tickou indukci.) Déle, posloupnost {a,,} neni shora ohrani¢end. Skuteéné, predpoklddejme opak, tj., Ze je shora
ohrani¢end. Musi tedy existovat h > 0 takové, ze n? < h pro Vn € N. Vezméme libovolné ng € N, které splituje
no > Vh (takové ng urcité existuje, protoze mnozina N je neohrani¢end). Potom ale kazdé ptirozené n > ng
splituje n? > ng > (\/E)2 = h, coz je spor s pfedpokladem. Podle pfedchozi poznamky d) je tedy lim # =0.
Jiny zptsob: a) pfimo z definice, b) vyuzitim pfedchozi pozndmky b) a piikladu 7.5.

lim 1 =0, je podle predchozi poznamky b) lim
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Véta 7.8. Necht {a,}, {bn} jsou konvergentni posloupnosti tak, Ze lima,, = a, limb, =b. Pak
(i) emistuje lim|a,| a plati lim |a,| = |al,
(i) existuje lim(a, +b,) a plati lim(a, £b,) =a+b,
(iii) ewistuje lim anb, a plati lima,b, = ab,
(iv) pokud b, #0, b # 0, pak existuje lim a’; a plati lim §= = .

Dikaz. ad (i) Zvolme € > 0 libovolné. Pak existuje ng € N tak, Ze pro n > ng je la, —a| < e. Pro n > ng tedy
plati ||an| — |a|| < |an — a] < €, coz znamend lim |a,| = a.

ad (ii) Bud € > 0 libovolné. K § existuje n; € N takové, Ze pro n > n; je |a, —a| < §5, a existuje np € N
takové, ze pro n > ny je |b, —b| < 5. Pron > ng = max{ni,ny} plati [(a, +b,) — (a+0)| = [(an —a)+ (b —b)| <
lan—al4|bn—b] < §+5 = € atedy lim(a, +by,) = a+b. Pro rozdil se ukdze podobné (vyuzijme |z —y| < |z[+|y]).

ad (iii) Je-li @ = 0, plyne tvrzeni z véty z pfedchozi pozndmky b) a véty 7.6. Necht a # 0 a zvolme € > 0
libovolné. Podle véty 7.6 existuje h > 0 takové, ze [b,| < h proVn € N. K 5 existuje n1 € Ntakové, ze pron > n;
je lan —al < 5. K 37a7 existuje ny € N takové, ze pro n > ns je |b, — b| < 37 Pron > ng = max{ny, na}

plati obé nerovnosti soucasné, tedy |a,by, ab| = |anbn — ab, + ab, — ab| < |anb, — aby| + |ab, — ab| =
lan, — al|bn| + [a|[b, — b < 57h + \a|2|a| s+

ad (iv) Podle (i) je lim|b,| = |b| a podle piedpokladu |b| > 0. Tedy k 12 existuje n1 € N takové, Ze pro

n > ny je ||bn] — ||| < %, tj. |bn| > 0] — @ = I—g‘. Odtud plyne, ze pro n > n; je Ibiln\ < % Bude > 0

libovolné K b25 existuje ny € N takové, ze pro n > ng je |b, — b < ”276. Pro n > ng = max{nj,na} je

|—\|be”‘ < bTETlln||b| = ¢ a tedy lim ;- = 7. Podle (iii) je lim%::liman~limbin:a%:%. O

Pozndmka. 7 véty 7.8(iii) a pfedchozi pozndmky c) plyne, Ze lim(ca,) = clima,, ¢ € R.

Piiklad 7.9. Urcete lim 3% —4n_

n24+4n—3"°
Reseni:
. 3% —dn ) 3n? —4n  1/n? ) 3—4/n
lim ———— =lim . =lim——— =3,
n? +4n —3 n?+4n—3 1/n? 1+1/n—3/n?

kde v poslednim kroku jsme vyuzili vlastnosti z véty 7.8 a faktu, ze lim% = lim # = 0 (viz piiklady 7.5 a 7.7).
Poznamka. Je-li ai # 0, by # 0, pak plati
0 je-li k < £,
aknkﬂ—akflnkil +...+a1k+a0 Je-i

li _ recli _
ngl;o bgne + bg_ln‘Z—l + -+ b1n + b() ak/bé Jed F E,

+oo  je-li k> ¢ (nevlastni limita, viz definice 7.15).

V poslednim ptipadé je znaménko plus, jsou-li obé ay, by kladna nebo zapornd, a znaménko minus v opacném
pripadé.

Véta 7.10 (o tfech posloupnostech). Necht {a,}, {bn}, {cn} jsou posloupnosti takové, Ze existuje ny € N, Ze
pron > ny je an < b, < c¢y. Jestlize lima,, = limc¢,, = a, pak také limb,, = a.

Diikaz. Bud € > 0 libovolné. K nému existuje na € N takové, Ze pro n > ng je |a, — a| < € a tedy a, > a —¢.
Daéle existuje n3 € N takové, Ze pro n > ng je |¢, — a| < € a tedy ¢, < a+ €. Pro n > ng = max{nj,ns,n3}
platia—e <a, <b, <c, <a+¢,tj.a—e<b, <a+ e, coz znamend limb,, = a. O

Piiklad 7.11. Uréete lim 22,
Reseni: Protoze n > Inn > 0 pro kazdé n € N, plati

o<cmn_n 1
n? n?2 n

a podle ptedchozi véty tedy musi k nule konvergovat i posloupnost {Inn/n?}, tj. mame

lim 12—? =0.

Véta 7.12 (o monotdénnich posloupnostech). (ml) Je-li posloupnost {a,} neklesagici a shora ohranicend (resp.
nerostouct a zdola ohranicend), pak je konvergentni a plati lima, = sup{a, : n € N} (resp. lima, =
inf{a, : n € N}).

(m2) Je-li monotonni posloupnost {a,} ohranicend, pak je konvergentni.
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Diikaz. ad (m1) Necht {a,} je neklesajici a shora ohrani¢end posloupnost. Potom podle axiomu (A14) z definice
R existuje a = sup{a,, : n € N} € R. Déle, nechf ¢ > 0 je libovolné. ProtoZe a je horni zévora, existuje a,, € {a,}
takové, ze a — e < an, (kdyby takovy prvek neexistoval, byla by a — ¢ horni zdvora mensi neZ a, coz je spor
s a = sup{a,}). Protoze {a,} je neklesajici, je také a — ¢ < a, pro kazdé n > ng. Tedy pro n > ng je
a—¢ < a, <a<a+e, neboli lima, = a. Pro nerostouci a zdola ohrani¢enou posloupnost se tvrzeni ukaze
analogicky.

Tvrzeni (m2) je pfimym dtsledkem (ml). O
Priklad 7.13. Dokazte, ze posloupnost {(1 + %)n}::;l mé limitu.
Reseni: Nejprve ukazme, Ze posloupnost je rostouci. K tomu vyuZijeme Bernoulliovu nerovnost (1+z)" > 1+nx
proVn € Nyn >2aVe € R, x > —1,  # 0 (Jacob Bernoulli 1654-1705, Svycar), kterou lze dokazat

matematickou indukci. Polozime-li x = —#, dava tato nerovnost
1\" 1 1\ 1I\" 1 1\ 1\1-n
(1—7) S1- - = (1——) (1+—) S1-- = (1+—) > (1—7)
n n n n n n n
1 n—1
:( 1) , tedy a, > an—1 pro Vn > 2, coZ znamend, %e {a,} je rostouci.

Dale ukazme, ze posloupnost je ohrani¢ena. Podle binomické véty plati

(1+l)n—1+ MNIoML (ML (ML
n) 1/n 2/ n? 3/ n3 n/) nn

n  nn-1) n(n—l)(n—2)+_.-+n(n—l)...2-1

=1t 1‘7 + 2In? 3In3 nlnn

g () ()0 e g D0 D )
1‘ 2! 3! n n n! n

STRCIVRE . S +i<1+(1+1+i+i+---+ ! ):1 1-Gr
12 3 n! 2 22 23 2n—1 1-1

1
_1+2(1—2—) <14+2=3
kde v predposlednim fadku jsme vyuzili nerovnost n! > 2™ pro Yn € N, n > 4 a vzorce pro soucet prvnich n
¢lent geometrické posloupnosti. Déle a,, > a; = 2 pro Vn € N. Ukézali jsme tedy, ze 2 < a,, < 3 pro Vn € N, tj.
posloupnost je ohranic¢end. Celkové, podle véty 7.12(m2) mé posloupnost limitu.

Definice 7.14 (Eulerova ¢isla). Limitu z pfedchoziho piikladu nazyvdme Eulerovgm c¢islem (Leonhard Paul
Euler 1707-1783, Svycar) a znacime e (e € I, e ~ 2, 71828182846).

Pozndmka. Eulerovo ¢islo lze (ekvivalentnd) definovat vicero zptisoby, jeho objev (pravé skrz limitu z p¥i-
kladu 7.13) je pfisuzovén jiz zminénému Jacobu Bernoullimu.

Definice 7.15 (nevlastni limity posloupnosti). Rekneme, %e posloupnost {a,} mé neviastni limitu oo (resp.
—00), jestlize ke kazdému h € R existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng plati a,, > h (resp. a, < h). M4&-1i
posloupnost {a, } bud nevlastni limitu, nebo zddnou limitu nem4, fekneme, ze diverguje (nékdy dale rozlisujeme,
ma-li nevlastni limitu, ¥kame, Ze urcité diverguje a nemé-li zéddnou limitu, ¥kdme, ze osciluje).

Poznamka. a) Nahradime-li ve vétach 7.4 a 7.10 slovo ,limita“ slovem ,nevlastni limita®, zistanou obé tvrzeni
v platnosti.

b) Necht {a,} je posloupnost takova, ze lima,, = 0. JestliZe existuje n; € N takové, ze pro kazdé n > n; je
an > 0 (resp. a,, < 0, resp. a, # 0), pak limai" = oo (resp. lima% = —00, resp. lim |a1"‘ = ).

c¢) Necht lima,, = oo (resp. lima,, = —o0) a necht posloupnost {b,} je zdola (resp. shora) ohrani¢ena. Pak
lim(a, + b,) = oo (resp. lim(a, + b,) = —00).

d) Necht lima,, = co a necht {b,,} je posloupnost takova, Ze existuji n; € N, § > 0 takovd, Ze pro n > n;
je b, > 0 (resp. b, < —¢). Pak lima,b, = oo (resp. lima,b, = —o0). Necht lima,, = —oco a necht {b,}
je posloupnost takova, ze existuji ny € N, § > 0 takovd, Ze pro n > ny je b, > 0 (resp. b, < —9). Pak
lim a,b, = —oco (resp. lima,b, = 00).

e) Nechf lim |a,,| = 0o a {b,} je ohrani¢ena posloupnost. Pak lim - a-=0a hm 2=

f) Je-li posloupnost {a,} neklesajici (resp. nerostouci) a neni ohranic¢end shora’ (resp zdola), pak je urcité
divergentni a lima,, = oo (resp. lima, = —o0).

Definice 7.16 (vybrané posloupnosti). Necht {a,}>2, je posloupnost a {n,}22; je rostouci posloupnost pfi-
rozenych ¢isel. Posloupnost {a,, }32, se nazyva vybrand posloupnost z posloupnosti {ay }.
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Napiiklad {as,} = {az2,a4,0a6,...}, {an2} = {a1,a4,09,...}, {an}32,, = {@m,@m+1, @my2, - .. } jsou posloup-
nosti vybrané z {a,}.

Véta 7.17. lim,, o an, = a € R* & pro kaZdou vybranou posloupnost {an, } plati limy_, o an, = a.

Diikaz. ,=“ Necht a € R a bud € > 0 libovolné. K tomuto ¢ existuje ng € N takové, Ze |a, — a| < € pro kazdé
n > ng. Ponévadz {n;} je rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, existuje ko € N takové, Ze ng, > ng a ng > ng,
pro kazdé k > ko. Tedy pro kazdé k > ko je |an, — a| < &, coz znamend lima,, = a. Pro a = oo dokdzeme
tvrzeni analogicky.

<= Je trividlni. Je-li kli_{n Gn, = a pro kazdou ny, plati to zejména pro n, = k. O
oo

Definice 7.18 (hromadného bodu). Cislo a € R nazveme hromadnym bodem posloupnosti a,,, jestlize pro kazdé
€ > 0 existuje nekoneéné mnoho indextt m € N tak, ze plati |a,, — a| < €.

Piiklad 7.19. Naleznéte hromadné body posloupnosti {a,} = {2(—1)"}.

Resent. Plati a,, = 2 pron = 2k a a, = —2 pro n = 2k — 1, k € N. Posloupnost mé tedy dva hromadné body
2 a —2 (74dny dalsi bod hromadnym bodem byt nemiize, protoze vzdy lze najit okoli, ve kterém se nenachézi
zadny bod posloupnosti).

Véta 7.20. Cislo a € R je hromadnym bodem posloupnosti {a, } < existuje posloupnost {a,, } vybrand z {a,},
kterd konverguje k cislu a.

Dikaz. ,,=¢ Necht a je hromadnym bodem posloupnosti {a,}. Ke; =1 ang =1 existuje ny € Ny n; > 1
takové, Ze |an, —a| < 1. K ey = % ani + 1 € N existuje ns € N, na > ny takové, Ze |an, — a| < % Kes= %
ang+1 € Nexistuje ng € N, ng > ns takové, ze |a,, —a| < % Touto konstrukci dostaneme rostouci posloupnost
prirozenych ¢isel {n;} takovych, Ze |a,, —a| < 1. Protoze lim ¢ = 0, ke kazdému ¢ > 0 existuje ko € N takové,
e |1 — 0| = + < e pro Vk > ko. Tedy pro k > kg plati |a,, — a| < , coz znamen4, Ze lima,, = a.

o= Jestlize existuje {an, } takovd, ze lima,, = a, pak ke kazdému ¢ > 0 existuje kg € N takové, ze pro
Vk > ko (tedy pro nekoneéné mnoho indexti k) plati |a,, — a| < €, coz znamend, Ze a je hromadnym bodem

posloupnosti {a, }. O

Véta 7.21 (Bolzanova—Weierstrassova, Bernard Bolzano 1781-1848, Cech, Karl Weierstrass 1815-1897, Némec).
KazZdd ohranicend posloupnost md alespon jeden hromadng bod.

Dikaz. Ohrani¢enost {a,} znamend, ze h < a,, < H pro kazdé n € N. Polozme My = {a, : n > k}, k € N.
Z konstrukce plyne, ze My # () a My, je shora ohrani¢end (H je jeji horni zdvora). Existuje tedy by = sup My.
Ziejmé by > h pro kazdé k € N a ponévadz My D M1, plati by > by1. Tedy posloupnost {b;} je nerostouci
a zdola ohranicend. Podle véty 7.12 je {b;} konvergentni, tj. existuje b € R tak, ze lim b, = b.

Ukazme, ze b je hromadny bod posloupnosti {a,}. Bud ¢ > 0 libovolné. Existuje kg € N takové, Ze pro
kazdé k > ko je |bp — b| < €, coz dava by, < b+ €. Pro k > kg je také by = sup{a, : n > k} > ai. Celkové
ap < by < b+ e. Pfipustme, Ze b neni hromadny bod posloupnosti {a,, }. Pak v intervalu (b —¢,b+ ¢) lezi pouze
koneény pocet ¢lenti této posloupnosti. To vzhledem k posledni nerovnosti znamena, zZe existuje ng > kg takové,
7e pro k > ng je ap < b—e. Tedy i by = sup{a, : n > k} < b— e. ProtoZe pro dvé konvergentni {c,}, {d,},
¢n < dp, plati lim ¢, < limd,, (viz pozndmka a) za vétou 7.6), je b = limb, < b — &, coZ je spor. O

Pfimym dusledkem vét 7.20 a 7.21 je nésledujici tvrzeni.

Véta 7.22. Z kazdé ohranicené posloupnosti lze vybrat konvergentni podposloupnost. Je-li mnozina hromadngch
bodu posloupnosti prizdnd, je posloupnost neohranicend.

Definice 7.23 (¢isel limsup a liminf). Bud {a,} posloupnost a M mnoZina jejich hromadnych bod.

a) Necht M # . Je-li {a,} ohranifend shora, klademe limsup,,_, . a, := max M (struéné limsupa,,), je-li
{a,} ohrani¢end zdola, klademe liminf,, ,, a,, := min M. Neni-li {a,,} ohrani¢end shora (resp. zdola), klademe
lim sup a,, = oo (resp. liminf a,, = —00).

b) Necht M = ). Je-li posloupnost {a,} ohrani¢ena shora (resp. zdola), klademe lim sup a,, = liminf a,, =
—o0, je-li {a,} (resp. limsup a,, = liminf a,, = o0). Neni-li {a,, } ohraniéen4 shora ani zdola, klademe lim sup a,, =
o0, liminf a,, = —o0.

Cislo lim sup a,, (resp. liminf a,,) se nazyva limes superior (resp. limes inferior) posloupnosti {a, }.

Poznamka. Struéné: lim sup a,, (resp. liminf a,,) je nejvétsi (resp. nejmensi) hromadny bod posloupnosti {a,},
pokud je tato posloupnost ohrani¢end shora (resp. zdola), limsup (resp. liminf) tedy predstavuje nejmensi
(resp. nejvéts) omezeni posloupnosti shora (zdola) ,v nekoneénu“. Definice je korektni, lze totiz ukazat, ze
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je-li mnozina hromadngch bodit M shora (resp. zdola) ohrani¢end, pak existuje max M (resp. min M). Déle lze
ukdzat, ze v pfipadé shora (resp. zdola) ohranic¢ené posloupnosti

limsupa, = lim (sup{ax : k >n}) (resp. liminfa, = lim (inf{ay: k> n}) ).
n—oo n— oo

Tyto vztahy se nékdy berou za defini¢ni. Dale zfejmé plati liminf a,, < limsup a,, liminfa,, = limsupa, <
existuje vlastni nebo nevlastni limita lim a,,. Zdiraznéme, Ze na rozdil od limity, lim sup a lim inf existuji vzdy!

7 pocetniho hlediska je uzite¢né nésledujici tvrzeni:

Véta 7.24. Necht posloupnost {a,} je ohranicend a{a,, a },{a,, @}, ..., {a,, @} jsou vybrané podposloupnosti
z {an} takové, Ze lima,, ) = a € R, j = 1,2,...,¢ a plat {n,(vl)} U {ng)} U--- U {n,(f)} = N. Potom
limsup a,, = max{a®,...,a®} qliminf a,, = min{a®, ... a}.

Diikaz. Necht {a,,.} je vybrana podposloupnost z {a,, } takovd, Ze limsup a,, = lima,,, € R (takova posloupnost
urcité existuje, nebot lim sup a,, je podle definice nejvétsim hromadnym bodem a kazdy hromadny bod je podle

véty 7.20 limitou néjaké vybrané podposloupnosti z {a,}). Protoze sjednoceni posloupnosti vybéra {n,(j )} je
celd mnozina N, musi platit, Zze pranik {n,} N {n,(: )} obsahuje nekoneéné mnoho prvkid (indext) pro néjaké
j€{1,2,...,¢}. Pokud prvky tohoto primniku uspofdddme do rostouci posloupnosti {n;}, pak {a,_} je vybrand
podposloupnost zaroven z {an,} i z {a,, }. Podle véty 7.17 je tedy lima,, = lima,, = lim aflj,? =a) =
lim sup a,,. Protoze &slo a¥) je limes superior posloupnosti, musi podle definice byt nejvétsi ze viech Eisel
a® . a®@ . a®. Pro liminf bychom ukazali analogicky. O

Poznamka. Tvrzeni zlistane v platnosti, i kdyZ vynechdme pfedpoklad ohranic¢enosti {a, }. Potom, pokud je
néktera z limit a™), ... a(® plus (resp. minus) nekone¢no, tak namisto maxima (resp. minima) klademe plus
(resp. minus) nekonecno.

Piiklad 7.25. Uréete liminf a limsup posloupnosti {a,} = {275 ™/2}
Reseni. Plati limag, = 2° = 1, limay,_3 = lim2" = oo, limag, ;1 = lim2™" = 0, pficemz {2n}°%, U {4n —

3192, U{4n — 1}, = N a tedy podle pfedchozi véty plati liminf a,, = 0 a limsup a,, = co.

Definice 7.26 (cauchyovské poslouposti). Posloupnost {a,} se nazyva cauchyovskd (fundamentdini), jestlize
ke kazdému ¢ € R, € > 0 existuje ng € N takové, Ze pro Vn > ng a Vm > ng plati |a, — a,| < .

Véta 7.27 (Cauchyovo—Bolzanovo kriterium konvergence, Augustin Louis Cauchy 1789-1857, Francouz). Po-
sloupnost {a,} je konvergentni < je cauchyovskd.

N<
¢

Diikaz. ,=* Necht {a,} je konvergentni a lima, = a. Bud £ > 0 libovolné. K § existuje ng € N takové,
pro n > ng je |a, —al < § a prom > ng je |aym —al < §. Tedy pro n > ng a m > ng plati |apy — a,| =
lam —a+a —an| < lay —al+la, —a| < 5+ 5 =c.

»<=“ Necht {a,} je cauchyovska. K ¢islu 1 existuje N € N takové, ze pro Vn > N plati |a, — an]| < 1, tedy
ay —1 < a, < ay+1. Polozme h = min{ay, as,...,any—1,an —1}, H = max{ay,as,...,an—_1,an +1}. Pak pro
kazdé n € N je h < a,, < H, tedy {a,} je ohraniend a podle véty existuje vybrana posloupnost {a,, } takovi,
ze lim a,, = a € R. Nechf £ > 0 je libovolné. K § existuje ko € N takové, Ze pro kazdé k > ko je |a,, —al < 5.
Soucasné existuje ng € N takové, ze pro Vm,n > ng je |am —an| < % Necht n > ng je libovolné. Zvolme ki > ko
takové, ze ny, > ng. Pak |a, — a| = |ay — an,, + an,, —a| < |an — an, |+ lan,, —a| <5+ 5 =¢. O
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