8 Funkce realné proménné

Definice 8.1 (funkce redlné proménné). Funkci redlné proménné rozumime zobrazeni f : R — R. MnoZina
D(f) ={x € R:Jy € R tak, ze y = f(x)} se nazyva definiéni obor funkce f. Mnozina H(f) = {y e R: 3z €
R tak, ze f(x) =y} se nazyva obor hodnot funkce f.

Poznamka. Namisto y = f(z) nékdy piSeme = — y nebo z EN y. Prvky z D(f) se nazyvaji hodnoty nezdvislé
proménné (argumentu). Prvky z H(f) se nazyvaji hodnoty zdvislé proménné (funkéni hodnoty). Pokud neni
explicitné uvedeno jinak, definiénim oborem rozumime nejvétsi (vzhledem k mnozinové inkluzi) mnoZinu, pro
jejiz prvky lze funkéni hodnotu vypocitat.

Definice 8.2 (grafu funkce). Grafem funkce f rozumime mnozinu G = {[z, f(x)] : € D(f)}, kde [z, y] znadi
kartézské souradnice bodu v roviné.
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Priklad 8.3. Napiste D(f) a H(f) pro funkce a) f(z) = ﬁ, b) x(z) = {
funkce, Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet 1805-1859, Némec).

ad a) D(f) = (—1,1), nebot musi platit 1 — 2% > 0= 1> 22 = 1 > |z|. H(f) = R, nebot pro libovolné
reRjer=—fs = (1- ) =22 =12 =142 = 215 = ]
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znaménko u r, tedy z = == € (-1,1).

Znaménko u x musi byt stejné jako

+ﬁ

Definice 8.4 (zlZeni funkce). a) Funkce g se nazyva zuZenim (restrikci) funkce f, jestlize D(g) C D(f) a pro

Va € D(g) plati g(z) = f().
b) Rekneme, ze f = g, jestlize D(f) = D(g) a pro Vz € D(f) je f(z) = g(z).

Definice 8.5 (pocetnich operaci s funkcemi). Budte f, g funkce, D(f) N D(g) # 0. Pak definujeme
soucet a rozdil funkci f,g: (f £ g)(z) := f(x) £ g(z) pro z € D(f) N D(g),
soucin funkei f,g: (f9)(x) = f()g(z) pro = € D(f) N D(g),
podil funkei f,g: (£)(x) = £ pro = € D(£) N (D(9) \ {z € D(9) : g(x) = 03),
absolutni hodnotu funkee f: |f|(z) = |f(z)| = max{f(x), —f(x)} pro = € D(f).

Definice 8.6 (ohrani¢enosti funkce). Funkce f se nazyva ohranicend (shora ohranicend, zdola ohranidend),
je-li mnozina H(f) ohranifend (shora ohrani¢end, zdola ohrani¢end) podmnozina mnoZziny R.

Pozndmka. Funkce f je ohrani¢end pravé tehdy, kdyz existuji a,b € R takova, ze a < f(z) < b pro kazdé
x € D(f), coz nastane préavé tehdy, kdyz existuje h € R takové, ze |f(z)| < h pro kazdé = € D(f). Analogicka
tvrzeni plati pro funkci ohrani¢enou shora nebo zdola.

Definice 8.7 (sudosti a lichosti funkce). Funkce f se nazyvé sudd, jestlize x € D(f) = —z € D(f) a f(—z) =
f(z). Funkce f se nazyva lichd, jestlize x € D(f) = —z € D(f) a f(—z) = —f(x).

Priklad 8.8. Piiklady sudé funkce: 22, cosz, |z|. Pifklady liché funkce: 23, sinz, tg .
Pozndmka. Graf sudé funkce je symetricky pode osy y, graf liché funkce je symetricky podle pocatku.

Véta 8.9. Md-li funkce f vlastnost x € D(f) = —x € D(f), pak ji lze vyjadiit jako soucet funkce sudé a liché.

Dikaz. f(z) = 5(f(2)+f(~2))+5(f(z) = f(~2)). Oznacime-li g(a) = 5(f(z)+f(~2)), pak g(—z) = 5(f(~ x)+
'f(l‘))h’i 9(), tj- g je suda. Oznacime-li A(x) — 3(f(2) = f(=)), pak h(-2) = 5(f(~2) — f(2)) = —f(2), ¢ D
je licha.

Definice 8.10 (periodi¢nosti funkce). Bud p € R, p > 0. Rekneme, Ze funkce f je periodickd s periodou p,
jestlize x € D(f) = xz+p e D(f) a f(x+p) = f(z).

Piiklad 8.11. Funkce sinz, cosz jsou periodické s periodou 2, tgz s periodou 7, f(z) = ¢ € R m4 periodu
jakékoliv p > 0.

Pozndmka. a) Je-li f periodickd s periodou p > 0, pak je periodickd i s periodou np, n € N.

b) Mnozina period periodické funkce je nekoneénd, tedy neprazdnd a zdola ohrani¢end nulou. Musi tedy
existovat po = inf{p : p je perioda funkce f}. Pokud pg je periodou f, nazyvame ji nejmensi nebo zdkladni
periodou funkce f. Periodicka funkce nemusi mit nejmensi periodu. Napr. periodou Dirichletovy funkce je kazdé
kladné racionalni c¢islo.
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Definice 8.12 (monotonie funkce). Rekneme, 7e funkce f je
(i) rostouct (resp. klesajici) na intervalu I, jestlize I C D(f) a pro libovolnd z1,2o € I plati 21 < 23 =
f(z1) < f(x2) (resp. x1 < z2 = f(x1) > f(x2)).
(ii) neklesajici (resp. nerostouct) na intervalu I, jestlize I C D(f) a pro libovolna x1, 29 € I plati z1 < zo =
f(z1) < f(z2) (vesp. 21 < 22 = f(x1) > f(22))-
Funkce bud rostouci, nebo klesajici na intervalu se nazyva ryze monotdnni na intervalu, funkce bud nerostouci,
nebo neklesajici na intervalu se nazyva monotonni na intervalu.

Pozndmka. Slovo interval I“ v pfedchozi definici lze nahradit slovem ,mnozina M C D(f)“. Uvedené pojmy
v definici lze namisto v intervalu (globalni vlastnost) zavést také v bodé (lokalni vlastnost).

Priklad 8.13. Ukazte, Ze funkce f(z) = 22 neni monoténni na R, ale je monoténni na (0, co).

Reseni: Napt. pro 1 = —2, 22 = 3je 11 < 22 a f(x1) =4 < 9 = f(22), a pro ¥y = —3, 19 = —2 je 11 < T2,
ale f(x1) =9 > 4 = f(x2), [ tedy nemiize byt na R monoténni. Omezime-li se ale na interval (0, c0), pak
1 < Ty = 11271 < T172 < TaTo = 73 < x3 (vyuzili jsme axiomu (A13) mnoziny R). Tedy, f(z1) < f(z2), coZ
znamend, %e f je rostouci, tedy je (ostfe) monoténni.

Definice 8.14 (konevexnosti a konkdvnosti funkce). Rekneme, ze funkce f je
(i) konvezni (resp. konkdvni) na intervalu I, jestlize pro V¢ € (0,1) a Vay,zo € I plati f(§x1 + (1 — &)aa) <

Ef(@1) + (1= &) f(x2) (resp. f(€xr + (1= &az) = {f(x1) + (1 — &) f(x2));
(ii) ryze konvexni (resp. ryze konkdvni) na intervalu I, jestlize pro V¢ € (0,1) a Va; # xo € I plati f(x1 +

(1= &wz) <&f(21) + (1 = &) f(w2) (resp. f(€x1 + (1= E)aa) > Ef(21) + (1 =€) f(2)).

Pozndmka. Konvexnost znamend, ze vedeme-li pfimku body z; a x2, pak pro libovolny bod x3 € (x1,x2) lezi
f(x3) pod nebo na této piimce.

Definice 8.15 (slozené funkce). Necht f, ¢ jsou funkce pficemz plati H(p) C D(f). Pak funkce F = fop:
D(¢) — R dané pfedpisem

se nazyva sloZend funkce. Funkce ¢ se nazyva vnitini slozka funkce F, funkce f se nazyva vnéjsi slozka funkce
F.

Priklad 8.16. a) ¢(z) = 22, H(p) = (0,00) f(u) = sinu, D(f) =
F(p(x)) = sina®. b) (x) = —22, H(p) = (00,0}, f(x) = nu, D(f)

Pozndmka. Podminka H(p) C D(f) je nutné a postacujici pro existenci slozené funkce. Neni-li tato podminka
splnéna, lze ji nékdy dosdhnout vhodnym ztzenim D(p). Proces skladéani lze opakovat, napt. y = In®(\/z) je
slozeni y = u®, u = Inv, v = /7.

(—00,00). Tedy H(g) € D(f), Flx) =
= (0, 00). Slozena funkce neexistuje.

Definice 8.17 (inverzni funkce). Inverzni funkce k prosté funkci f je funkce f~!, pro kterou plati: D(f~1) =
H(f) a zéaroven kazdému y € D(f~1) je pfifazeno pravé to € D(f), pro které je f(x) =

Poznamka. a) ProtoZe f je prosté a zéaroveni surjekce D(f) na H(f), je tedy bijekci mezi D(f) a H(f) a musi
platit také H(f~ 1) = D(f).
b) Graf inverzni funkce f~1 je symetricky s grafem funkce f podle osy prvniho a t¥etiho kvadrantu.

Véta 8.18. Je-li funkce f ryze monotonni, pak je prostd.

Diikaz. Necht pro urcitost je f rostouci a budte x1, 29 € D(f), x1 # x2. Pokud 21 < x9, pak f(x1) < f(z2);
pokud x1 > x3, pak f(z1) > f(z2), a tedy f(z1) # f(z2). 0

z+1na (0,1)

je na intervalu (0, 2) prosté, ale neni ryze
2—xna (1,2

Pozndmka. Naopak tvrzeni neplati, napt. f(z) = {
monotdénni.

Vé&ta 8.19. Necht f je rostouci (resp. klesajici) na mnoZiné D(f). Pak f=' je rostouci (resp. klesajici) na
mnoziné H(f).

Diikaz. Necht f je rostouci na D(f) a necht y1,y2 € H(f), y1 < y2. Oznac¢me x1 = f~1(y1), 22 = f~(y2), tj.
y1 = f(z1), y2 = f(x2). Kdyby 1 > @2, pak by y1 = f(z1) > f(x2) = ya, coz by byl spor s piedpokladem
y1 <Yz - Plati tedy 21 = f~(y1) < [~ (y2) = 22 O
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9 Rozdéleni funkci

Zakladni elementdrni funkce: konstantni, mocninné, exponencialni a logaritmicka, goniometricka a cyklomet-
rickd, hyperbolickd a hyperbolometricka funkce.

Elementarni funkce: jsou to funkce, které lze vytvorit ze zakladnich elementarnich funkci pouze pomoci
kone¢ného poctu operaci séitani, od¢itani, nasobeni, déleni a mocnéni racionalnim c¢islem, priCemz muzeme
pouzit i sklddani. Ne kazd4 funkce je elementarni, napf. x(z) nebo sgn(x).

Algebraické funkce: jsou to ty elementarni funkce, které 1ze vytvorit pomoci operaci s¢itani, od¢itani, naso-
beni, déleni a mocnéni s raciondlnim exponentem pouze z konstantni funkce a mocninné funkce %, o € Q\ {0},
pfidemz opét piipoustime sklddani. Napf. 2% — 2z + 1, V22 + 1.

Transcendentni funkce: jsou to elementarni funkce, které nejsou algebraické, napt. sin(z? — 1), Inxe 2.

Vyssi transcendentni funkce: jsou funkce, které nelze vyjadrit v koneéném tvaru pomoci elementarnich funkei,
napi. Si(z) = [ 22t d¢

Raciondlni funkce: jsou to algebraické funkce, které jsou vytvorené pouze pomoci operaci s¢itani, od¢éitani,
nasobeni a déleni z konstantni funkce a funkce x, napi. 2% + 4z — 5, ffj,—ﬁ Racionalni funkce 1ze déle rozdélit

na polynomy a raciondlni lomené funkce (ryze a neryze).

Iracionalni funkce: jsou to algebraické funkce, které nejsou racionalni, napf. \\Syﬁg

10 Zakladni elementarni funkce

Funkce exponencialni a logaritmicka

U exponencialni funkce jde o zavedeni obecné mocniny a®, kde a > 0, z € R. Vyjdeme z

1
r=neN: a":=a-a...a, a®:=1, z=-neZ: a":=—,
~— an
nx
1 < .
z==,neN: a"/":= {/a je &slo, pro které (¥z)" = a,

n
xZT,WEZ,HEN: am/";:W:(vLa)m.

Lemma 10.1. a) Ke kaZdému x € R ezistuje posloupnost raciondlnich &isel {x,} slimx, = x (existuje dokonce
monotdnni posloupnost s limitou x ).

b) Nechta > 0, x € R. Je-li {x,,} libovolnd posloupnost raciondlnich ¢isel takovd, Ze lim x,, = x, pak existuje
lima™ = o € R. Plati oo > 0 a tato hodnota nezdvisi na volbé posloupnosti {x,}.

Dikaz. ad a) Tvrzeni je dusledkem véty 6.10. Hledanou posloupnost je mozné sestrojit takto. Pro Vn € N

vybereme z intervalu (z — 2,z + 1) libovolné z,, € Q (takové raciondlni &islo jisté existuje podle véty 6.10(ii)).

Dostavéme tak posloupnost {z,,} C Q tak, Ze x— 1 < z,, < z+1 proVn € N. Protoze lim(z— 1) = lim(z+ 1) =

x, podle véty o t¥ech posloupnostech (viz véta 7.10) je limx,, = . Pokud bychom raciondlni z,, vybirali napt.
1 1

z intervalu (z — £,z — +25) (resp. (z + ;55,2 + +)), tak vysledna posloupnost bude rostouci (resp. klesajici).

ad b) Necht a > 1 a {x,} neklesajici posloupnost raciondlnich ¢isel s limitou x. Neklesajici posloupnost
znamend, ze r1 < xo < x3 < ..., coz davd a” < a® < a® < ..., tj. {a®} je neklesajici. Zvolime-li h € Q
tak, ze h > x, pak také h > x,, pro Vn € N, a tudiz a” > a® pro Vn € N. To ale znamen4, 7e {a®"} je shora
ohranicena. Podle véty 7.12 (o monotdénnich posloupnostech) existuje lima®" = « € R, pfi¢emz « > a* > 0.
Déle, necht nyni {y,,} C Q je libovolné posloupnost, kterd ma limitu = a ukazme, Ze také lim a¥» = a. Polozme
Zn = Yn — ZTn (2n je tedy raciondlni ¢islo). Pak podle véty 7.8 plati limz, = limy, — limz,, = z —x = 0.
Ukazme, Ze lima® = 1. Plati lim {/a = 1 = lima!/" (tuto limitu lze ové&fit pomoci Bernoulliovy nerovnosti)
a tedy také (podle véty 7.8(iv)) lim # = 1. Bud € > 0 libovolné. Pak existuje n; € N takové, Ze pro Vn > n;
jel—e < a'/" < 1+¢, a existuje ng € N takové, ze pro ¥n > ng je 1 —e < a~¥/" < 14 e. Tedy pro
m = max{ny,ny} plati 1 —e < a=/™ < 1 < a’/™ < 1+ &. Protoze lim z, = 0, existuje ng € N takové, Ze pro
Vn > ng je —% < zp < % atedy 1 —e < a~ V"™ < a*» < a'/™ < 1+ ¢, coz znamena, 7e lima*» = 1. Celkové
tedy, lim a¥» = lim a*"**» = lim(a*" - ¢®") = lima*" - lima*» =1-a = a.

Necht a = 1. Tento pfipad je trividlni, nebot 1*» = 1 pro kazdé z,, € Q a tedy lim 1*» = 1.

Necht 0 < a < 1. Pak b = = > 0. Je-li {z,,} libovolnd posloupnost racionélnich ¢isel s limitou , pak podle
prvni ¢asti dikazu existuje limita § = lim b*~. Podle véty 7.8(iv) existuje lim a*» = lim bz% = % O

Definice 10.2 (exponencialni funkce). Bud a > 0. Exzponencidlni funkce f(x) = a® je definovina pro kazdé
x € R pfedpisem a” = lim a®", kde {x,} je libovolnd posloupnost raciondlnich ¢isel s limitou x.
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Vlastnosti:
a) D(f) =R, H(f) = R* i= (0,00); T
b) Pro kazda dvé z,y € R plati a*t¥ = a” - a¥, & = a® 7Y, (a”)? = a";
¢) Pro a > 1 je funkce rostouci, pro 0 < a < 1 je klesajici, pro a = 1 je 1* = 1.
Pozndmka. a) Je-li x > 0, pak lze definici rozsitit i na pfipad a = 0, kdy klademe 0¥ = 0.
b) Z exponenciédlnich funkei ma nejvétsi vyznam funkce f(z) = e”, kde e = lim(1 + +)™ (oznacuje se také
exp z). Tuto funkci nazyvame prirozend exponencidlni funkce.

Definice 10.3 (logaritmické funkce). Bud a > 0, a # 1. Inverzni funkce k funkci f(x) = a® se nazyva
logaritmickd funkce. Znacime ji log, x.

Vlastnosti:
(i) D(f) =R*, H(f) =R;
(i) log,(zy) = log, = + log, v, log, % = log, x — log, y, pro * € RT a y € R plati: log, ¥ = ylog, z;
(iii) Pro a > 0 je rostouci, pro 0 < a < 1 je klesajici.

Pozndmka. Budte a > 0, b > 0, a # 1 # b. Pro kazdé x € R plati log, x = iizgg. Podobné jako u exponen-

cidlni funkce mé nejvétsi vyznam logaritmicka funkce log, x. Znaci se Inx a nazyva prirozend nebo prirozeny
logaritmus. Libovolny logaritmus lze prevést na prirozeny: log, r = {E—z Také obecnou exponencialni funkci lze

pievést na prirozenou, nebof pro a > 0, z € R plati e*11¢ = (el"2)* = ¢%.

Mocninna funkce

Definice 10.4 (mocninné funkce). Necht a € R. Funkce f(x) = 2% definovani jako z% := e%!»% se nazyva
obecnd mocninnd funkce.

Vlastnosti:
a) D(f):R+,H(f):(0,00), u N
b) Pro kazda dvé z,y € RT plati: (zy)* = 2y°, (%) =

c¢) Je rostouci pro a > 0 a klesajici pro a < 0.

Pozndmka. Mocninné funkce mé v nékterych specidlnich piipadech defini¢ni obor §irsi nez (0, c0).
- Je-li a € Ny, pak D(f) =R.
- Jellia€Z,a<0,pak D(f) =R\ {0}.
~Jellia="¢€Q,meZ neN, m,n nesoudélnd a n liché, pak pro a > 0 je D(f) =R a pro a <0 je

D(f) =R\ {0}.

Funkce goniometrické a cyklometrické

Na jednotkovou kruznici se stfedem v po¢atku naneseme od bodu A = (1,0) oblouk délky |z| v kladném smyslu
pro x > 0 a v zadporném smyslu pro z < 0. Obdrzime bod B, jehoz prvni soufadnici oznac¢ime cosx a druhou

sinz. Dale klademe tgax = 22L cotgxr = <2L. Tento popis neni definici, protoze se pouziva vagni pojem
COosS T sin T

,délka oblouku“, ktery nebyl presné zaveden. Goniometrické funkce sin, cos, tg, cotg jsou tedy prozatim dény
intuitivne.

Vlastnosti:

a) D(sin) = D(cos) = R, H(sin) = H(cos) = (—1,1), D(tg) = R\ {§ +km : k € Z}, D(cotg) = R\ {km : k €
Z}, H(tg) = H(cotg) = R;

b) sin, cos jsou periodické se zdkladni periodou 27, tg, cotg jsou periodické se zakladni periodou .

c) sin je rostouci na <—g +2km, 5 +2k77>, klesajici na <% + 2k, 37” +2k7r>, k € Z, cos je rostouci na
((2k — 1), 2km), Klesajici na (2km, (2k + 1)7), k € Z, tg je rostouci na (=5 + km, § + k), k € Z, cotg je
klesajici na (km, (k+ 1)7), k € Z;

d) sin, tg, cotg jsou liché, cos je suda funkee;

e) sin?z +cos?z = 1, tgz - cotgx = 1, sinz = cos(x - g) = cos(g — :E), cosx = sin(ac + g) = sin(g - x)
pro vSechna pfipustné x;

f) Vzorce (vybrané):

sin(z £ y) =sinzcosy £ sinycosz, cos(x £y)=coszcosy Fsinzsiny,

tgx +tgy
tg(z +y) == —tertey

‘_ x‘ 1—cosx ‘ x‘ 1+ cosx
sin—| =4/ ——— cos -| =4\ ———
2 2 ’ 2 2 ’
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, sin2z =2sinzcosz, cos2x = cos’x — sin’z,



rEY cos T + cos —2cosx+y "

2 ) y_ 2 2 )
LTty L r—y L. .

cosT —cosy = —2sin 5 sin——, smxcosy:§(sm(a:+y)+sm(x—y)),

sinz £siny = 2sin cos

1 1
cosxcosy = —(cos(x +y) +cos(r —y)), sinzxsiny = —(cos(x —y) — cos(x +y)).
2 2

Funkce cyklometricke jsou funkce inverzni k funkcim goniometrickym. Ve vSech pfipadech je nutno zazit defini¢ni
obor piislusné goniometrické funkce tak, aby funkce byla ryze monoténni (tedy prostd). Je pfirozené tento
interval vzit ,,co nejblize pocatku“.

™ T
st (=3.3)
cos . s S L - .
Pro ¢ vezmeme interval < ’W> =\ - Funkce cyklometrické se nazyvaji arcus a znaci se arcsin, arccos,
& (=3.%)
cotg (0,7)

arctg, arccotg.

Vlastnosti:
(i) D(arcsin) = D(arccos) = (—1,1), H(arcsin) = (=%, %), H(arccos) = (0, ), D(arctg) = D(arccotg) = R,
H(arctg) = (=%, 5), H(arccotg) = (0,7);
(ii) Pro kazdé x € (—1,1) plati arcsinz + arccosz = 7.
(iii) Pro kazdé x € R plati arctg x + arccotga = 7.
(iv) Vztahy mezi cyklometrickymi funkcemi:

0 T U T
arcsinx = — — arccos r = arctg ——— = — — arccotg ——,
2 V1i—22 2 V1 — 22
0 . s + T ¢ T
arccosr = — — arcsinz = — — arctg ———= = arccotg ——,
2 2 V1— a2 V1— a2
t . T 0 T m ¢
arctg r = arcsin ————= = — — arccos ——= = — — arccotgz
Vi+az2 2 V1i+az2 2 ’
0 T T us
arccotg r = — — arcsin ———= = arccos = — —arctgx.
2 V1+ 22 V1422 2

Lze odvodit celou fadu dalsich identit podobné jako u goniometrickych funkci, napt. plati arctgx + arctgy =

arctg f_zyy pro |zy| < 1.

Pozndmka. Namisto kartézskych soutadnic [z, y] bodu v roviné lze tento bod zapsat pomoci polarnich soutadnic
[©,p], ¢ € (0,27). Transformace polarnich soutadnic na kartézské je x = pcosp, y = psinp a transformace
kartézskych na polarni je

p=Var+y? ¢=arctg2(z,y),
kde arctg2(z,y) : R x R — (0, 27) definovana

arctg £ proxz > 0,y > 0,
arctg £ 47 proz <0,y € R,

tg L + 2 >0,y <0,
arcte 2(x, ) — arctg = + 2w pro x Y

5 prox =0,y > 0,
37” proz =0,y <0,

nedefinovino  pro x = 0,y = 0.

Pro pocétek [0,0] je p =0 a ¢ neni funkei arctg 2 definovéno, pro tento bod pak obvykle klademe ¢ = 0.

Funkce hyperbolické a hyperbolometrické

Hyperbolické funkce jsou sinh, cosh, tgh, cotgh. Maji podobné vlastnosti jako goniometrické funkce. Definujeme

e¥ —e™ % e’ +e7 "
sinhz := — coshz := — (Fetézovka),
sinh x cosh x
tgho = , cotghz := — .
cosh x sinh x
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y
sinh(x)
3 y
cosh(x)
2]
3
.
: 2]
-2 —1 1 2 X
1
1=
—2
~3
—2 —1 0 i 2 X
y
cotgh(x)
4]
y
L S N
tgh(x)
0.54
- o N P -3 -2 -1 12 3x
X
051

Vlastnosti:
a) D(sinh) = D(cosh) = D(tgh) = R, D(cotgh) = R\{0}, H(sinh) = R, H(cosh) = (1, 00), H(tgh) = (-1,1),
H(cotgh) = (—o0,—1) U (1, 00);
b) sinh, tgh a cotgh jsou liché funkce, cosh je suda.
¢) Vzorce:

2 .12 . . .12 2
cosh®x —sinh“z =1, sinh2x = 2sinhxcoshx, cosh2x = sinh®z + cosh” z,

1 1 2tgh
sinh?z = = (cosh2x — 1), cosh®z = =(cosh2z + 1), tgh2z = Lﬂg,
2 2 1+ tgh®z
sinh(z + y) = sinh 2 coshy & coshxsinhy, cosh(z £+ y) = coshx coshy £ sinh x sinh y,

tghe £ tghy
tgh(z +y) = ————=——=.
gh(z +y) 1+tghxtghy

Hyperbolometrické funkce argsinh, argcosh, argtgh, argcotgh (arg je zkratka z ,argument“) jsou funkce inverzni
k hyperbolickym (hyperbolicky kosinus neni na svém D(f) prosté, bereme tedy interval (0, c0)).

y

argsinh(x) 21 21 argcosh(x)
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argtgh(x)
2]
y
argcotgh(x) L5 ‘
| : :
g
0.5
-1 ~05 05 1 X 5 S 4 0 j 2 3x
‘ \ 05
: i
-1 3
b 15

Vlastnosti:
(i) D(argsinh) =R, D(argcosh) = (1,00), D(argtgh) = (-1, 1), D(argcotgh) = (—oo0, —1)U(1, 00), H (argsinh) =
R, H(argcosh) = (0,00), H(argtgh) = R, H(argcotgh) =R\ {0};
(ii) argsinh, argtgh a argcotgh jsou liché funkce;
(iii) Na svych defini¢nich oborech plati:

argsinhz = In(z + Va2 + 1), argecoshz =In(z 4+ Va2 —1),

1.1 1 1
argtghx:ilnlirz, argcotgha::§lner .

r—1
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