11 Racionalni funkce

Polynomy

Definice 11.1 (polynomu). Necht n € Ny a ag, a1, ...,a, € R, a, # 0. Polynom (celistvd racionalni funkce) je
funkce tvaru
P(z) = apz"™ + ap_12" ' 4+ 4 arz + ag.

Cislo n nazyvame stuperi polynomu a ¢&isla ag, ay, . . ., a, nazyvame koeficienty polynomu.

R je-li n liché,
Pro kazdy polynom P plati D(P) =R a H(P) =} (b, o) je-li n sudé a a,, > 0,
(—o0,b) jelin sudé aa, <0.
Budeme potfebovat Sirsi ¢iselny obor nez je R, tim budou komplexni ¢isla. MnozZina komplexnich cisel je
mnozina
C:={a+bi:a,beR}, kde i* = -1 (i se naz§va imagindrni jednotka),
s operacemi + : (a1+b1 1)+ (az+b21) = (a14a2)+(b1+b2)ia-: (a1+b1i)-(ag+bai) = (a1az—b1ba)+(a1ba+ashy)i.
Je-li z = a + bi, pak Z = a — bi se nazyva dislo komplexné sdruZené, |z| = V2Z = Va? + b? se nazyva
absolutni hodnota (modul) ¢isla z. Plati z1 + zo = Z1 + Z3, Z122 = Z1 - 22 a 2" = Z" pro n € N. Déle plati
z€R < b=0<% z=7% Mnozina C s operacemi +, - spliiuje axiomy (A1)—(A9) z definice redlnych &isel, tvori
tedy pole. Toto pole vsak nelze usporadat.

Definice 11.2 (kotfene polynomu). Cislo a € C se naz§va koren (nulovy bod) polynomu P, jestlize plati
P(a) = 0. Je-li a kofenem P, pak linedrni polynom x — « se nazyva kofenovym cinitelem (faktorem) polynomu
P.

Véta 11.3 (zdkladni véta algebry). KaZdy polynom stupné n > 1 s kompleznimi koeficienty md komplezni
koten.

Tato véta je zndmda od 17. stoleti. Prvni (chybny) pokus o dikaz publikoval d’Alembert roku 1746 (Jean
Baptiste Le Rond d’Alembert, 1717-1783, Francouz), vétu dokdzal Gauss roku 1799 (Carl Friedrich Gauss
1777-1855, Némec). Dodneska je zndmo mnoho dikazil, zajimavé je, Ze a¢ se jedna o algebraicky problém,
zadny z dukazi nevyuziva Cisté algebraické postupy. Obséahle je o dikazech pojednano napt. v diplomové praci
http://is.muni.cz/th/326140/prif_m/DP_Cechova_Petra.pdf.

Véta 11.4 (Bézoutova véta (Etienne Bézout 1730-1783, Francouz)). Bud P polynom stupnén > 1. Cislo a € C
je kotenem P, pravé kdyz existuje polynom Q stupné n — 1 takovy, Ze P(z) = (z — a)Q(x).

Diikaz. ,=* Necht P je polynom stupné n a « € C jeho kofen. Pak
P(z) = P(x) — 0= P(z) — P(a)
= 2" + an_ 12" F a1+ ag — (ap@™ + ap 10" 4 aja 4 ag)
=a, (2" — ") +an_1(z" =" )+ tag(r— a) +ao(l - 1).
Pro kazdé k € N plati (2% — o%) = (z — o) (271 + 2820 + 2F3a? + - + 2aF72 + aF71). Tedy
P(x)=an(z—a)(z" '+ 2" 2a+ 2" 3%+ +a" )
tan1(r—a) (" 42" Ba+ -+ )+ (r— ).

Oznaéime-li Q(z) = a,(z" t + 2" 2a+2" 302+ -+ a" V) tap 1 (@ 2+ 2" 3a+ - +a" ) + - +ay,
dostaneme tvrzeni.
»<=" ZTejmé. O

Je-li n > 1 stupen P, pak podle predchozi véty existuje kofen «; a polynom Q1 stupné n — 1 takovy, zZe
P(z) = (x—a1)Q1(x). Je-lin—1 > 1, pak Q1(z) = (x — a2)Q2(x) a tedy P(x) = (z —aq)(z — az)@2(z). Pokud
budeme takto analogicky pokracovat, dostaneme po n krocich

P(z)=an(z —ar)(z — az)...(z — ay).

Miize se stat, ze a; = ag = --- = ag, k < n. Pak P(z) = an(x — a1)¥ (z — a2)*2 ... (z — )", piicemz
kl,kz,...,kméN, ki +ko+- -+ k,p=n.

Definice 11.5 (ndsobného kotene polynomu). Cislo o € C se nazyva k-ndsobny koren polynomu P, jestlize
P(z) = (x — a)*Q(x), kde @ je polynom nemajici kofen o (1-nésobny koien se nazyva jednoduchy.)
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Disledkem véty 11.4 a ivahy pod touto vétou je tvrzeni:

Véta 11.6 (o rozkladu polynomu na kofenové faktory). Necht P je polynom stupnén > 1 a necht ay, g, . ..,
jsou vSechny jeho navzdjem rizné koteny, pricemz aq je ki-ndsobny, as je ko-ndsobny, ..., amy, je kp,-ndsobny.
Pak

P(z) = an(zx — o))" (z — )2 .. (. — o)™, ki, ko,.o km €N ky 4 ko4 4 Ky =0
Dusledek 11.7. KaZdy polynom stupné n > 1 md prdvé n koteni, pokud k-ndsobny koven pocitame k-krat.

Pozndmka. Predchozi tvrzeni maji existencéni charakter, nedavaji navod, jak kofeny vypocitat. Pro polynomy
stupné 1,2,3 a 4 existuji obecné vzorce pro vypocet kofent, pro polynom stupné 5 a vyse uz zadny takovy vzorec
neexistuje (pfesnéji, lze dokéazat, ze takovy vzorec nelze napsat). V praxi je pro nalezeni kofentt mozno pouzit
Hornerovo (Ruffinovo) schéma (William Gorge Horner 1786-1837, Angli¢an, Paolo Ruffini 1765-1822, Ital).
Je to ,tipovaci“ metoda pro ziskani redlného kofene, jejiz prednosti je, ze pfi jeho nalezeni zaroven obdrzime
koeficienty polynomu @ z véty 11.4).

Priklad 11.8. RozloZte polynomy a) P(z) = 25 + 2% + 23 —2? —2x — 1, b) P(z) = 2° — 32* + 23 + 22 + 4.
Reseni. ad a) P(z) =25+ 2t + 23 — 22—z -1 =230’ +2+ 1) - (@ +z+1) =@ - D@ +z+1) =
2 2
(:1:71)(9:2+x+1)(1:2+:17+1):(1:71)(:177 (—%H@)) (:177 (%4@)) .
ad b) P(z) = (x + 1)(x — 2)%(2? + 1).

Véta 11.9. Necht polynom P md redlné koeficienty a komplexni koten o. Pak md také komplexné sdruzeny
koten @ a ndsobnosti kotent o a @ jsou stejné.

Diikaz. Proz € RjeT =z atedy P(z) = @pZ"+@p_12" 1+ +0y = apn2"+ap_12" 1+ -+ag = P(x). Podle

véty 11.6 je P(x) = an(z —a1)* (z — )2 ... (2 — o), atedy P(z) = an(z — @) (z —a@)*2 ... (x — @ )P
(vyuzivame vlastnosti z; — 29 =21 — Z3, Z1 - 22 = Z1 - 23 @ 2 = 2"). Z rovnosti P(xz) = P(x) plyne tvrzeni. O

Pozndmka. Polynom s redlnymi koeficienty se nazyva redlny polynom, s komplexnimi koeficienty komplezni
polynom.

Vé&ta 11.10 (o rozkladu redlného polynomu v redlném oboru na ireducibilni polynomy). Bud P rediny polynom

stupné n > 1. Necht ay,qs,...,a,, jsou vsechny jeho redlné kofeny, pricemZ ai je ki-ndsobny, as je ko-
ndsobny,. .., ., je ky-ndsobny. Necht a; +iby,as £1ibs,...,a, +1b, jsou viechny jeho imagindrni koteny,
pridemz a1 £1by je £1-ndsobny, as +1ibs je lo-ndsobny,. .., a, £1ib, je l.-ndsobny. Pak je

P(x) = an(z — o) (2 — )2 .. (x — apy )P [(:c —ay)? + bﬂzl [(Jc —ap)? + bg]“ [(:c —a,)? + bf]gr,
kde ki +ko+ -+ km +200 + 200+ - -+ 20, =n.

Diikaz. Podle véty 11.6 a 11.9 v rozkladu P vystupuje soucin faktort

[ — (a; +1b))]% [& — (a; —ib;)]"
= [ 2 (aj + 1b])x — (aj — le)l‘ + (Clj + ibj)(aj — ibj)]ej = [1’2 — 20]‘1‘ + CL? + b? + i(ajbj — ajbj)]ej

= [2? — 2aj2 + a? + b?]zj =[(z —a;)* + b?]ej.
O

Pozndmka. Faktory (z — aj)? + b? se nékdy nahrazuji kvadratickym polynomem z? + p;x + ¢; se zdpornym
diskriminantem p? — 4q;.

2

Priklad 11.11. Rozlozte v realném oboru polynom P(z) = 2° + 2* + 23 — 22 —z — 1.

Resent. Podle predchoziho piikladu
1 2 1 2
Pa)=(x-DE*+z+ D)2 +2+1) = (z— 1)<:r (2 Jri\gg)) (m (2 1\/§)>

9 2
=(z—1) <(m+;) —|—i> nebo P(z) = (r —1)(2® + z + 1)%
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Racionalni lomené funkce

Definice 11.12 (racionalni lomené funkce). Budte P,Q nenulové polynomy. Funkce R dand R(z) = gﬁﬁ se

nazyva raciondlni lomend funkce. Je-li stupenn P mensi nez stupen @, funkce R se nazyva ryze lomend, je-li
stupenn P vétsi nebo roven nez stupen @, funkce R se nazyva neryze lomend.

D(R) = R\ {a1,a9,...,ax}, kde aj,as,...,ax jsou vSechny redlné kofeny polynomu Q. Je-li R neryze
lomené funkce, lze provést naznacené déleni. Vysledkem je polynom S a zbytek — polynom T, ktery je bud
nulovy nebo stupeti T je mensi nez stupeni Q. Tedy R(z) = S(z) nebo R(x) = S(x) + ggg Odtud plyne, ze
neryze lomend funkce je bud polynomem nebo ji lze vyjadrit jako soudet polynomu a ryze lomené racionalni
funkce.

Lemma 11.13. Bud R = g ryze lomend raciondlni funkce a necht « je redlny k-ndsobny koten polynomu Q,
tj. Q(z) = (x — )*Q1(z), Q1(a) # 0. Pak existuji redind ¢isla ay,as, ..., a) takovd, Ze pro viechna x € D(R)
plati

P(x) ak ap_1 as ay Py(x)

)= emvra@ ~ - Tema T T amap Tema T i)

kde Py je bud nulovy polynom, nebo stuperi Py je mensi nez stupen Q1.

o v 12 ’ P(x a P(x)—a x v P(a
Dikaz. Pro kazdé a € R plati (z—a)(kc)gl(;c) = oo T (1(_)&%811((1)) Polozme a = a; = Ql((a))' Pak P(a) —
arQ1(a) = 0. Je-li P(z) — apQ1(x) = 0 nulovy polynom, tak tvrzeni plati. Necht P(x) — a;Q1(z) neni nulovy.

Pak « je jeho kofen a podle véty 11.4 je P(z) — axQ1(z) = (z — o) Px(x) a tedy

P(x) _ ay, n Py (x)
(r—a)fQi(z)  (z—a)f  (z—a)1Qi(z)
Stejny postup aplikujeme na racionalni funkci % a po k krocich dostaneme tvrzeni. O]

Lemma 11.14. Bud R = g ryze lomend raciondlni funkce a necht « = a +1b je imagindrni r-ndsobny koven
polynomu Q, tj. Q(z) = [(x — a)? + b*]"Q1(x), Q1(a+ib) # 0. Pak existuji redlnd ¢isla cy,dy, ca,da, . .., cp dy,
takovd, Ze pro vSechna x € D(R) plat{

B P(x) B cx +d, Cr1T + dy_1
RO = a7 i@~ (@l + 07 | [@w—a 027
R Ccox + do cir +d; Pi(x)

@-a?+0P " -0 +2 " Qi)
kde Py je bud nulovy polynom, nebo stuperi P, je mensi neZ stupen Q.
Diikaz. Pro kazda dvé c,d € R je

P(x) cr+d P(z) — (cz + d)Q1(x)

[(x—a)* + 0?7 Qu(z)  [(w—a)+0%)"  [(x—a)®> + 0" Qu(z)

Necht éjl((aa)) = ;(Z:ibg) =p+iq. Poloimec=c¢, =%,d=d, = pb_Tqa. Pak je

P(a) — (cra+d)Q1(a) = Pa) — (%a +1i %b +p— q—;) Q1(a)

=P(a) — (p+iq)Qi(a) = P(a) —

Je-li P(x) — (¢;x + d,-)@Q1(x) nulovy polynom, tvrzeni plati. Necht P(x) — (¢,.x 4+ d,.)@1(z) neni nulovy. Pak je
&islo « jeho kofenem. Podle véty 11.9 je také & jeho kotenem a P(z) — (c,x+d,)Q1(z) = (x — a)(z —a) P.-(z) =
[(z — a)? + 0] P, (2),

P(x) B crx + d, n P.(x)
[(z—a)? +02rQi(z)  [(x—a)* + 0" [(z—a)* + b2t
Stejny postup aplikujeme na racionalni funkci % a po r krocich obdrzime tvrzeni. O
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Zlomky tvaru
a cx+d

oy (G=1,2,....k) CEaE

nazyvame parcidlni zlomky. Diisledkem pfedchozich dvou tvrzeni je

G=12...,7)

Véta 11.15 (o rozkladu ryze lomené raciondlni funkce na parcidlni zlomky). KaZdou ryze lomenou raciondlni
funkci lze rozloZit na soucet parcidlnich zlomki. Kazdému redlnému k-ndsobnému kotenu a jmenovatele odpovidd
skupina zlomki

ag ap—1 az al

(x — )k (m—a)k—1+...+(ac—a)2+x—oz

a kaZdému imagindrnimu r-ndsobnému korenu a + ib jmenovatele odpovidd skupina zlomki

¢, T+ d, Cr1Z +dr_1 n n Cox + da cix +dp
@ ap + 07 [ aP 1o @+ 0P @-ap i

Poznamka. Koeficienty v rozkladu racionalni lomené funkce lze vypocitat postupem naznacenym v dukazech
lemmatt 11.13 a 11.14, v praxi se vSak pouzivad metoda neurcitych koeficienti, viz nasledujici ptiklad.

Piiklad 11.16. Rozlozte na parcidlni zlomky funkci R(z) = do° 5048

3 —2x2+4+x—2"

Reseni. Rozklad jmenovatele je 2% — 222 + 2 — 2 = 22(z — 2) + 2 — 2 = (22 + 1)(z — 2) a tedy
3z2 — b5z +8 A Bx+C 9

- : 1)(z — 2

a3 =222 +x—2 x—2+:1:2+1 /@ + D =2)
322 — 52+ 8 = A(x? + 1) + (Bx + O)(x — 2) = Az* + A + Ba? — 2Bx + Cx — 2C

= (A+B)z*+ (-2B+C)rx + A —2C.

Protoze dva polynomy se sobé rovnaji pouze v pfipadé, kdy se rovnaji koeficienty u odpovidajicich si mocnin,
mame

2?2 3=A+B,

zl:—5=—-2B+C,

% 8=A4-2C,

coz je SLR. Vyfesenim mame A =1, B=1, C' = —3, a tedy

322 — 5z +8 _ 1 +:I:—3
B —-222+zx—-2 -2 2241
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