DIFERENCIALNI POCET

12 Limita funkce

Definice 12.1 (limity funkce). Rekneme, Ze funkce f ma v bodé zo € R* limitu a € R* a pigeme lim,_,,, f(z) =
a, jestlize ke kazdému okoli O(a) existuje ryzi okoli O*(z¢) takové, Ze pro kazdé = € O*(x¢) je f(z) € O(a).

Pozndmka. a) Definice zahrnuje 4 piipady: je-li xg,a € R, hovotime o vlastni limité ve vlastnim bodé, je-li
zo = £00, a € R, hovorime o vilastni limité v nevlastnim bode, je-li x € R, a = 400, hovofime o nevlastni limité
ve vlastnim bodé a je-li xog = +00 a a = 00, hovofime o nevlastni limité v nevlastnim bodé.

b) V definici se hovofi o ryzim okoli bodu zg, nevyskytuje se tedy Zadny pozadavek na f(x¢). Existence a
hodnota lim,_,,, f(z) nezavisi na tom, zda z¢ € D(f), a pokud ano, tak nezavisi na hodnoté f(zo). Existuje-li
v8ak limy_,,, f(z), musi byt funkce f definovana v néjakém ryzim okoli bodu zo.

22 prox #0,

Priklad 12.2. Ukazte, Ze lim,_,o f(z) = 0, kde f(z) =
1 pro x = 0.

Resend. Necht € > 0 je libovolné. Potom Vz € O%(0), kde § = /&, plati |22 — 0] = 2? < §? =«.

Véta 12.3 (Heineho podminka, Heinrich Eduard Heine 1821-1881, Némec). Funkce f md v bodé xy € R*
limitu a € R* < pro kaZdou posloupnost {x,}22; C D(f) takovou, Ze lim,_,o zp, = x¢ a pro Vn € N x,, # x9
plati lim, o f(25) = a.

Diikaz. ,=¢ Necht lim,_,., f(z) = a € R* a {z,} je posloupnost spliiujici pfedpoklady. Bud O(a) libovolné.
Pak existuje ryzi okoli O*(zg) takové, Ze pro x € O*(xg) je f(x) € O(a). Ponévadz z,, — xg, x, # xo, existuje
no € N takové, Ze pro n > ng plati z,, € O(xg) a tedy f(z,) € O(a), coz znamend, ze lim, _, f(z,) = a.

»<=“ Zvolme libovolnou {x,}, , — xo, T, # 9. Pak existuje lim, , f(z,) = a € R*. Ukdzeme, Ze
lim, ., f(z) = a. Pfipustme, Ze existuje O(a) takové, ze v kazdém ryzim okoli O*(zg) existuje x takové, Ze

f(z) ¢ O(a). Je-li o € R (resp. zg = 00, resp. zg = —o0), polozime Uy (z¢) = (zo — =, 20 + L) \ {20} (resp.
Un(z9) = (n,00), resp. Uy (zg) = (—00, —n)). Pro libovolné n € N existuje y,, € Uy, (o) takové, ze f(yn) ¢ O(a).
Z konstrukce U, (z¢) plyne, Ze y, — o, yn # o a tedy lim, o f(yn) = a. To ale neni mozné, protoze
fyn) ¢ O(a). O

Pozndmka. a) Heineho podminka umoziiuje pievést vySetfovani vlastnosti limity funkce na vlastnosti limity
posloupnosti.
b) Zejména pak plati analogie vlastnosti z vét 7.4 (jednoznacnost limity), 7.6 (funkce majici limitu je ohra-
ni¢end na okoli bodu zg), 7.8 (limita sou¢tu, soucinu, atd.), 7.10 (pro funkce se nazyva véta o 3 limitach).
c) Déle plati:
— Necht zy € R*, lim,_,,, f(z) = 0 a necht existuje ryzi okoli bodu xg, v némz je f(z) # 0 (resp. f(x) > 0,
resp. f(z) < 0). Pak lim, ., |f(11)| = 0o (resp. limy_,,, ﬁ = 00, resp. lim, % = —00).
— Necht z¢ € R* a lim,_,,, |f(z)] = co. Pak lim, ., ﬁ =0.
— Je-lizg € R*, limy—,,, f(z) = 0o a g(x) je zdola ohranifen4 na néjakém O*(zy), pak lim, ., [f(x)+g(z)] =
0. Podobné pro limitu —oo a shora ohranic¢enou funkci.
- Jelli zp € R*, limy_,4, f(z) = 00 a g(x) > d > 0 (resp. g(z) < h < 0) na n&akém O*(zg), pak

lim, ., f(z) - g(z) = 0o (resp. lim, ., f(x) - g(z) = —0).

Zakladni limity

1. Necht f(z) = ¢ € R pro kazdé = € R. Pak pro kazdé zy € R* je lim, ., f(z) = c.
2. Bud P polynom. Pak pro libovolné zy € R je lim,_,,, P(x) = P(zp).

3. Bud R raciondlni lomena funkce a zy € D(R). Pak lim,_,,, R(z) = R(x).

4. Bud a > 0, f(z) = a®. Pak pro libovolné zy € R je lim,_,,, a® = a™°.

5. Bud a > 0, f(x) = 2%, zo € D(f). Pak lim,_,,, 2* = z§.

6. Pro libovolné zy € R je lim,_,,, sinx = sinxg, lim;_,4, cosz = cos zo.

7. lim,_.o % =1, lim; (14 %)” =e, lim,_,o 17;3” = %,

Véta 12.4 (o limité slozené funkce). Necht o € R*, lim,_,,, ¢(z) = o € R*, lim,_,,, f(y) = a € R* a necht je
splnéna alespon jedna z ndsledugjicich podminek:

(i) emistuje ryzi okoli O*(x0), v némz plati p(x) # «,

(ii) f(«a) = a (podminka spojitosti funkce f v bodé «, viz ndsledujict kapitola).
Pak lim; 4, f(p(2)) = a (4. lmge, fl@(2)) = limy siim, ., o) ) =a).
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Drikaz. Necht okoli O(a) je libovolné. K nému existuje ryzi okoli O*(a) takové, Ze pro y € O () je f(y) € O(a).
K O(«) existuje ryzi okoli O*(x¢) takové, ze pro Va € O*(xzo) je ¢(z) € O(a).

Necht je splnén predpoklad (i). Polo#me O*(z) = O*(x9) N O*(x0). Pak pro Va € O*(x0) je ¢(z) € O(a)
a () £ a, tj. p(z) € O*(a). Tedy f(p(z)) € O(a), coz znamena lim,_,,, f(¢(z)) = a.

Pokud je splnén pfedpoklad (ii) a neni splnén pfedpoklad (i) (tj. ¢(z) = o na néjakém ryzim okoli O*(zy)),

pak na O*(x¢) plati f(¢(z)) = f(a) = a € O(a), tj. opét li_>m fle(x)) = a. O
T—XTQ
Pozndmka. a) Pokud neni splnén ani jeden z pfedpokladt (i) nebo (ii), tak tvrzeni neplati. Napt. pro ¢(x) = 0,
0 0
) = 1 pro y?éo’ plati f(p(z)) = 1 a tedy pro libovolné xy € R* je lim,,,, f(e(z)) = 1, avSak
pro y =

limg 5, p(x) =0, limy_o f(y) = 0.
b) Je-li splnén predpoklad (ii), pak lze psat limy,_, ., f(¢(z)) = f(limy,_4, ©(x)).
c) Je-li @ = +o00, pak je predpoklad (i) splnén automaticky.
Priklad 12.5. Uréete limitu lim,, o Y1E2=1,
Regend. Provedeme-li substituci y = /1 + z, pak tilohu pievedeme na vypocet limity slozené funkce f(p(x)
kde p(z) = V1+ =z a f(y) = ;3111 (protoze ze substituce je z = y3 — 1). Plati lim, ,op(z) = V1 +0 =

pfiéemz na ryzim okoli bodu = 0 mame /1 + x # 1, je tedy splnéna podminka (i) véty 12.4. Déle
y—1 1 1 . NVl4r—-1 1

li =1 =1 = - ted lim —— = —.

);
L,

Y/ (14x)2+ ¥T+a+1
Y (+a)2+ YTFa+1’

Lze Tesit téz bez substituce rozsifenim faktorem

Definice 12.6 (jednostrannych limit). Je-li 29 € R a nahradime-li v definici limity ryzi okoli O* () levym ryzim
okolim O*~(zg) (resp. pravym ryzim okolim O**(z)), dostaneme definici limity zleva (resp. limity zprava).
Souhrnné se tyto nazyvaji jednostranné limity. Znacime lim, ., f(z) a lim,— ..+ f(2).

Véta 12.7. Funkce f md v bodé x¢o € R limitu a € R* < md v tomto bodé limitu zprava i zleva a plati
limg_ypo+ f(2) = limyyu0+ f(z) = a.

Dikaz. Plyne pfimo z definic limity a jednostrannych limit a z faktu O*(z) = (xo — 0, 20) U (zg, 20 +6). O

Pozndmka. a) Pro jednostranné limity plati analogie Heineho podminky (posloupnost akorat bereme zleva, resp.
zprava od bodu xg). V disledku toho plati zakladni vlastnosti limity i pro jednostranné limity.
b) Pomoci jednostrannych limit lze dokézat dalsi ,zakladni* limitu lim, o % =1.

Pozndmka. Analogii hromadného bodu posloupnosti je pojem limitniho bodu (édstecné limity) funkce. Pomoci

mnoziny limitnich bod 1ze potom také zavést lim sup a lim inf funkce v bodé z¢ (napi. lim,_,,, x(z) neexistuje
v z4dném xg, ale limsup,_,, x(v) =1, liminf, ,,, x(z) = 0 v libovolném x¢ € R*).

13 Spojitost funkce

Definice 13.1 (spojitosti funkce v bodé). Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé z¢ € R, jestlize lim, ., f(z) =
f(x0). Rekneme, 7e funkce f je spojitd v bodé xg € R zprava (resp. zleva), jestlize lim, ..+ f(z) = f(x0) (resp.

limg - f(2) = f(0)).

Pozndmka. a) Z definice ihned plyne: f je spojitd v z¢g < Ve > 0 3§ > 0 takové, ze Vx € (g — §, 20 + J) plati
|f(z) = flzo)| <e.
b) Je-li f spojitd v bodé, pak je na néjakém okoli tohoto bodu ohraniéena.
c) Spojitost je definovdna pouze v bodech z R. Nelze definovat spojitost v nevlastnim bodé.
d) Spojitost funkce v bodé je lokalni vlastnosti této funkce.
Neni-li f spojitd v bodé zo € R a je pritom definovana na néjakém okoli (pfipadné ryzim okoli) bodu g,
mohou nastat tyto moznosti:
1. lim f(z) neexistuje a
Tr—x0
la. lim f(z), lim f(z) existuji a jsou realné rizné — bod nespojitosti 1. druhu (napt. f(z) = |z],
rx—xo+ T—xo—
o = 1);
1b. Alespon jedna z jednostrannych limit neexistuje — bod nespojitosti 2. druhu (napf. f(z) = sin%,
xo = 0 nebo x(x), xg libovolné);
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le. lim f(z), lm f(x) existuji, jsou riizné a alespoii jedna z nich je nevlastni (napf. f(x) = tgz,

T—xo+ T—To—
To = %);
2. lim f(z) =a€eR* a# f(z) a
r—rxo
2a. lim f(z) je nevlastni (napf. f(z) = -5, zg = 0);
T—xTo

2b. lim f(z) = a € R a f(xg) # a nebo zg ¢ D(f) — bod odstranitelné nespojitosti. Nespojitost
T—T0o
f(x), @ e D(f)\ {xo}

] (napf.
hmw—)wo f(x)v T =g ’

Ize odstranit zménou f(zy) nebo dodefinovanim f(zq): f(z) = {

1, =0 2 -1
g(1) = 3).

Véta 13.2. Funkce f je spojitd v bodé xy € R prdvé tehdy, kdyz je v tomto bode spojitd zprava i zleva.

2 0 —-1 .
f(z) = {x s , 20 =0, g(z) = L, 29 = 1. Nespojitost odstranime definovdnim f(0) = 0,

Diikaz. Plyne ihned z véty 12.7. O

Véta 13.3. Funkce [ je spojitd v bodé o € R & pro kaZdou posloupnost {x,} takovou, Ze lim, o 2, = xo
plati lim, o f(x,) = f(x0). Funkce f je spojitd v bodé x € R zprava (resp. zleva) pravé tehdy, kdyz pro kaZdou
posloupnost {x,,} takovou, Ze x, > xo (resp. xn < o) a limy, o0 Tp = 2o plati lim, o0 f(2,) = f(x0).

Diikaz. Plyne ihned z Heineho podminky (véta 12.3) a pozndmky a) pod vétou 12.7. O

Véta 13.4. Jsou-li f a g spojité v bodé xg € R, pak jsou v bodé xg spojité také |f|, f+g, f—g, fg. Je-li navic
g(xzo) #£0, je i 5 spojitd v bodé xg.

Diikaz. Plyne z vlastnosti limity (limita souétu je soudet limit, atd.). O
Vé&ta 13.5. Necht ¢ je spojitd v bod€ xg a [ je spojitd v bodé ¢(xg). Pak je také f(p(x)) spojitd v bodé xg.

Diikaz. Bud £ > 0 libovolné. K nému existuje d; > 0 takové, ze pro y € (p(xo) — 1, ¢(zo) + 1) plati | f(y) —
flo(zo))| < e. K 81 > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro x € (xo — J,x0 + 9) plati |p(z) — p(x0)| < 1. Tedy pro
x € (xg — 6,0 +9) je |f(p(z)) — flp(zo))| < &, coz znamend lim,_,,, f(¢(z)) = f((zo)). O

Definice 13.6 (spojitosti funkce na intervalu). Rekneme, Ze funkce f je spojita na intervalu I C D(f), jestlize
plati:
(1) f je spojitd v kazdém vnitfnim bode intervalu I.
(ii) Pat¥i-li levy (resp. pravy) krajni bod intervalu I do tohoto intervalu, pak je v ném funkce f spojité zprava
(resp. zleva).

Pozndmka. a) Tedy f je spojitd na otevieném intervalu (a,b) < je spojitd v kazdém bodé& tohoto intervalu a f
je spojitd na uzavieném intervalu (a,b) pravé tehdy, kdyZ je spojitd v kazdém bodé (a,b), v bodé a je spojita
zprava a v bodé b je spojitd zleva. Spojitost na intervalu je globalni vlastnost.

b) Funkce, ktera je definovand na (a,b), nazveme ,po ¢dstech spojitou®, jestlize je spojitd v kazdém bodé
tohoto intervalu s vyjimkou kone¢ného poc¢tu bodti, v nichz ma nespojitost prvniho druhu.

Véta 13.7. Nechi f je spojitd a ryze monotonni na intervalu I a zobrazuje tento interval na interval J. Pak
f~1 je spojitd na intervalu J.

Diikaz. Necht f je rostouci na I, yo € J a o neni levy koncovy bod J. Ukazme, ze f~! je spojita zleva
v bodé yo = f(z0). Bud € > 0 libovolné takové, ze g — e € I. Pak f(zg — ) < f(xo). Ozname § =
f(xo) — f(zo — &) > 0. Necht déle y € (yo — &,yo) je libovolny. Protoze podle véty 8.19 je f~! rostouci, plati
fHyo —0) < f~1(y), atedy f~ (yo —6) = f~1(f(20) — f(xo) + f(x0 —€)) = 2o — &. To znamena, ze g — & =
FHyo) —e < f1(y), neboli f~*(yo) — f*(y) < e. Ukazali jsme tedy, ze pro kazdé y € (yo — 8,y0) = Oy (o)
plati f~1(y) € (f’l(yo) —5,f*1(y0)> = O (f~Y(wo)), tj- f~* je spojitd zleva v bodé yo. Ostatni moznosti
(spojitost zprava v bodé yo a jednostrannou spojitost v krajnich bodech, pokud patii do intervalu) bychom
provedli analogicky. O

Pozndmka. Zakladni elementarni funkce, polynomy a racionalni lomené funkce jsou spojité na svych defini¢nich
oborech.

Véta 13.8 (1. Weierstrassova). Funkce spojitd na uzavieném intervalu je na tomto intervalu ohranicend.
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Diikaz. Sporem. Piipustme, ze funkce f spojitd na (a,b) neni ohrani¢ena shora. Pak ke kazdému n € N existuje
Zn € (a,b) takové, ze f(x,) > n. Takto definované posloupnost {x,} je ohraniéend (a < z,, < b) a tedy podle
véty 7.22 existuje vybrana posloupnost {z,, }32, takovd, ze limy_, o &, = xo. Protoze a < z,, < b, tak také
a < xg <b,tj xog € {(a,b) (vlastnost a,, < b, = lima, < limb, byla uvedena v poznidmce a) pod vétou 7.6).
Ponévadyz f je spojité (pfipadné jednostranné spojitd), podle véty 13.3 je limy_,o0 f(2n, ) = f(z0) € R. Soucasné
ale f(xn,) > ng, limg_oo np = 00 coz implikuje limg_oo f(2n,) = 00. To je spor. Analogicky by se vyloudila
moznost, ze by funkce f spojitd na uzavieném intervalu nebyla ohranicend zdola. O

Véta 13.9 (2. Weierstrassova). Funkce spojitd na uzavieném intervalu zde nabgvd minima a mazima.

Diikaz. Necht funkce f je spojita na (a, b). Podle 1. Weierstrassovy véty je na tomto intervalu ohranicen a tedy
existuje m = sup{f(x) : « € {(a,b)}. Ukazme, Ze existuje x; € (a,b) takové, ze f(r1) = m. Pfipustme, ze f(x) <
m pro kazdé = € (a,b). Pak m — f(x) > 0 a podle véty 13.4 je funkce % spojita. Podle 1. Weierstrassovy
véty ex1stuJe ceR,ze ( y < ¢pro kazdé x € (a,b). Bez Gjmy na obecnosti lze predpokladat ze ¢ > 0. Tedy

fl@)<m-— E' Protoze m je supremum, existuje zg € (a,b) tak, ze f(xg) > m — E’ tj. ¢ < COZ je spor.

m—f(ﬂ?o)’
Analogicky by se ukdzalo, Ze existuje x2 € (a,b) takové, ze zo = inf{f(z) : z € (a,b)}. O

Véta 13.10 (1. Bolzanova). Necht funkce f je spojitd na (a,b) a necht plati f(a)f(b) < 0. Pak existuje ¢ € (a, b)
takové, Ze f(c) = 0.

Diikaz. Polozme d = 5%, Pak d € (a,b). Pokud f(d) = 0, je ¢ = d. Necht f(d) # 0. Jesthze fla)f(d) <0,
poloZzme ay = a, by = d; jestlize f(a)f(d) > 0, polozme a; = d, by = b. Nyni plati by —a; = 252, f(a)f(b1) <0,
fla)f(b) <0, a1 >a, by <b.

Dale polozme d; = “5%. Pak d; € (a1,b1) C (a,b). Pokud f(d1) =0, je ¢ = dy. Necht f(d;) # 0. Jestlize
flar)f(dr) < 0, polozme as = ai, ba = dy; jestlize f(a1)f(d1) > 0, polozme as = dj, by = by. Nyni plati
by —ag = b;iga’ f(a)f(bg) <0, f(ag)f(b) <0, as > a, by < by.

Analogicky postupujeme dale. Bud po koneéném poétu krokti nalezneme dj takové, ze f(dy) = 0, nebo
dostaneme dvé posloupnosti {a,}, {b,} takové, Ze b, — a, = %2, f(a)f(b,) < 0, f(ay)f(b) < 0. V prvnim
piipadé je ¢ = di. Necht nastane druhy pfipad. Posloupnost {a,} je neklesajici, ohrani¢ena shora ¢islem b
a tedy podle véty o monoténnich posloupnostech (viz véta 7.12) existuje ¢; = lima,, < b. Podobné, posloupnost
{bn} je nerostouci, zdola hranicené ¢islem a a tedy existuje c¢islo co = limb,, > a. Plati ¢; — ¢co = lima,, —
limb, = lim(a, — b,) = lim 432 = 0, tedy c1 = c2 = ¢ € (a,b). Kdyby f(a)f(c) < 0 a f(c)f(b) < 0, pak

(a
(c

by f(a)f(c)f(c)f(b) > 0, tj. f )f(b) > 0, coz by byl spor. Pokud f(a)f(c) = 0, pak 0 < f(a)lim f(b,)
lim f(a)f(b,) < 0, tedy f(a)f(c) = 0, coz je mozné, pouze kdyz f(c) = 0. Pokud f(c)f(b) > 0, pak 0
) <0

(lim f(an))f(b) = lim f(a,)f(b , tedy f(c)f(b) =0, coz je mozné, pouze kdyz f(c) = 0.

Pozndmka. Princip dikazu spoc¢iva v metodé, kterd se v numerické matematice nazyva metoda puleni intervalu

(bisekce).

OIA Il

Vé&ta 13.11 (2. Bolzanova). Necht funkce f je spojitd na {(a,b). Pak zde nabjvd vech hodnot mezi svou nejuétsi
a nejmensi hodnotou.

Diikaz. Polozme M = max{f(z) : ¢ € {(a,b)}, m = min{f(x) : x € (a,b)}, p € R tak, ze m < p < M. Podle 2
Weierstrassovy véty existuji 1 € (a,b), 2 € (a,b) takové, ze f(x1) = M, f(x2) = m. Potom f(z1) —p > 0,
f(z2)—p <0, tedy (f(x1) —p)(f(z2)—p) < 0. Podle 1. Bolzanovy véty existuje v uzavieném intervalu s krajnimi
body z1 a x2 €islo ¢ takové, ze 0 = (f — p)(c) = f(c) — p, tedy f(c) = p. O

Dusledek 13.12. Spojitym obrazem uzavieného intervalu je bud jednoprvkovd mnozina nebo uzavieny interval.

Definice 13.13 (stejnomérné spojitosti funkce). Rekneme, ze funkce f je stejnomérné spojitd na intervalu
I C D(f), jestlize ke kazdému e > 0 existuje § > 0 takové, Ze pro kazda dvé x1, x5 € I takova, zZe |x1 — x2| < §
plati |f(z1) — f(z2)| <e.

Poznamka. a) Stejnomérné spojita funkce na I je spojita na I. Naopak tvrzeni neplati, napt. funkce f(z) = % je
na (0, 00) spojitd, ale neni zde stejnomérné spojita. Skuteéné, negaci podminky v definici dostaneme, 7e funkce
nebude stejnomérné spojitd, pokud existuje € > 0 tak, ze pro kazdé ¢ > 0 existuji z1,x; spliiujici |z — x2| <6
a piitom | f(z1) — f(x2)| > €. Necht § > 0 je libovolné a vezméme m takové prirozené ¢islo, ze 1/m < 4. Polozme
z1 = 53— a xy = . Potom |— — —| =2m —m =m > 1. Pro ¢ = 1 tedy neexistuje zidné § > 0, které by vzdy
spliiovalo pro |x1 — 1| < ¢ vztah |— — —| < ¢ a tedy funkce neni stejnomérné spojita.

b) Stejnomérné spojitou funkei na (a, b) lze spojité prodlouzit na {(a,b) (pomoci jednostrannych limit v kraj-
nich bodech).

¢) Stejnomérné spojitd funkce na libovolném intervalu konec¢né délky je na tomto intervalu ohranicend.
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Véta 13.14 (Heineho—Cantorova). Je-li funkce f spojitd na (a,b), pak je na tomto intervalu spojitd stejno-
merne.

Diikaz. Sporem: Pfipustme, Ze f je spojitd na (a,b), ale ne stejnomérné. Existuje tedy ¢ > 0 takové, Ze ke
kazdému § > 0 existuje dvojice bodl z,y € (a,b) takova, ze |x — y| < & a zaroven |f(x) — f(y)| > . Zejména
tedy pro 6 = L existuji @,,yn € (a,b), tak ze |z, — yu| < L a |f(z4) — f(yn)| = . Posloupnost {z,} je

ohranicend a tedy podle véty 7.22 existuje podposloupnost {z,,} vybrana z {z,} takova, zZe limy_ o0 Tp, =

o € (a,b). Déle plati limg_ oo [Zn, — Yn,| < limp_oo n—lk = 0, tedy limp_ o0 |Zn, — Yn,| = 0, coz znamend
limy o0 Yn, = To. Ponévadz f je spojitd v xo, je limp_ oo f(@n,) = f(z0) = limg—oo f(Yn,), coz implikuje
it oo £ () — £ (9my)| = 0. To fo ale spor s tim, 5 |f(my) — F(ymy)| > . =
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