14 Derivace

Definice 14.1 (derivace funkce v bod§). Necht f je funkce a xy € R. Existuje-li vlastn{ limita

. J(@) = f(wo

o 1) = S(a0)
T—T0 T — T

nazyvame ji derivace funkce f v bodé xy a oznacujeme ji f'(x). Je-li tato limita nevlastni, fekneme, ze f ma

v bodé xy nevlastni derivaci. Neexistuje-li tato limita, fekneme, ze funkce f nemé derivaci v bodé xg.

Poznamka. 1. M&-li f derivaci v bodé z¢, pak je v tomto bodé a néjakém jeho okoli definovana.

2. Funkce f mé v libovolném bodé zg € D(f) nejvyse jednu derivaci (plyne z jednozna¢nosti limity).
Derivace je definovana pouze v 2y € R. Nelze definovat derivaci v 0.
Existence a hodnota derivace f'(z) je lokdlni vlastnosti f.
Oznadéime-li x = xg + h, lze v definici psat limj,_,q M
Lze definovat i jednostranné derivace f v bodé xg:

Al

derivace zleva f’ (9) = lim f(@) = f(wo) — lim f(@o) — f(z0 — h)’
T—To— r — o h—0+ h
derivace zprava f' (zo) = y£%+ %ﬁ;f}%) — hl_i)r(r)lJr f(xo + hf)L — f(xo).

Funkce f méa v bodé zy derivaci pravé tehdy, kdyZz v ném maé derivaci zprava a derivaci zleva a plati

fL(wo) = fi (o).
7. Derivaci v bodé lze geometricky interpretovat jako smérnici teény ke kiivce y = f(x) v bodé z,. Tato
te¢na pak ma rovnici

y—1v0 = f'(w0)(x — ), kde [zo,y0] = [wo, f(z0)] je teény bod,
a rovnice normaly (pfimka kolma na teénu a prochazejici teénym bodem) m4 tvar
1
Y=Y = —m(fﬂ — o).
8. Derivaci v bodé lze také interpretovat fyzikalné. Ma-li proménna = vyznam casu, tak derivace v bodé pak
predstavuje (okamzitou) rychlost zmény veli¢iny f(x).
Véta 14.2. Ma-li funkce [ v bodé xg € D(f) derivaci, pak je v tomto bodé spojitd.
Diikaz. Necht f'(zg) existuje. Pak
f(z) = f(xo)

r — X9
—f/(w0) lim (2 —w0) + f(w0) = f(z0) -0+ f(z0) = (o).

i /() =l (7(0) — o) + Floo) = tim

T—To T—T0o r—rxo

(x —z0) + f(xo))

coz je pozadavek definice spojitosti v bodé (viz definice 13.1). O

Poznamka. Obrécené tvrzeni neplati, napf. f(x) = |z| je spojitd v bodé 0, ale nema v tomto bodé derivaci
(jednostranné derivace se nerovnaji).

Vé&ta 14.3. Necht f,g maji derivaci v bodé xo € D(f) N D(g). Pak plati:
1. Pro kazdé c € R je (cf) (x0) = cf'(x0)-
2. (f +9)'(x0) = F'(z0) + ¢'(z0).
3. (9) (o) = F'(ro)o(z0) + (o) (x0).
4. Je-li g(x0) # 0, pak (g) (20) = f (ro)g(mo)—fgro)g (o)

g%(zo

Dikaz. Je snadny, zkuste si za d.q. O

Véta 14.4 (o derivaci slozené funkce). Necht f md derivaci v bodé & € R a necht ¢ md derivaci v bodé
xo € R takovém, Ze p(xg) = &. Pak sloZend funkce F : x — f(p(x)) md derivaci v bodé xg a plati F'(xg) =

F'(&0)¢' (z0) = ['(p(x0))¢" (o).
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Dikaz. Mame dokazat, Ze

Fllzo) = lim L& =F@o) _ ) fle@) = fe(zo))

T—To T — X T—rXTo T — X

= f'(&0)¢' (wo).

Definujme pomocnou funkci g predpisem

f(€) — f(%)
£—%
Protoze lim¢_,¢, g(§) = f'(0) — f'(§0) = 0 = g(&o), je funkce g spojitd v bodé &. Funkce ¢ je spojitd v bodé
Zo, protoze mé v tomto bodé derivaci (viz véta 14.2). Podle véty 13.5 je pak spojitd v bodé z¢ 1 slozena funkce

f o, tj. plati

g(§) = — f'(&%) pro £#&, g(§)=0 pro £=0.

lim g(p(z)) = g(p(z0)) = g(&0) = 0.

Tr—x0

Dale plati

_ fle(@) = fle(xa)) o ol
9(p(z)) = 202) = (a0 f'(&) pro p(z) # L.

Z této rovnosti jednoduchou tpravou dostaneme, ze pro kazdé = € O*(xzg) takové, Ze p(x) # &, plati rovnost

(@) + 1)) 2D =) _ o)) = Flolwo))

T — X0 T — X9

Tato rovnost je ale splnéna i pro ty z z O*(xg), pro které je p(x) = & (protoze pak také p(z) — p(xg) =0 =
fle(z)) = f(p(x0))). Méme tedy

F@) = Fo) _ . f(e() = f(e(z0)

FI(Z'(]) = :EILH:EIO T — X9 TT0 r—Zo
= lim. ([g(w)) T f’(%)]W) = Jim l9(p(@)) + f'(w0)] - lim %ﬁm
— [Jim gl + Jim f(e0)]i#(a0) = [0+ ' (a)l¢'(z0) = F'(ao)(a0).

O

Véta 14.5 (o derivaci inverzni funkce). Necht f je ryze monotdnni a spojitd na intervalu I. Necht yo je vnitini
bod I a necht f md v tomto bodé derivaci f'(yo) # 0. Pak inverzni funkce f~! md derivaci v bodé xo = f(yo)

a plati .
(f7) (o) = (o)

Diikaz. Protoze f je ryze monoténni, je prosta a tedy inverze existuje. Pro x # xq plati y = f~1(z) # f~1(z0) =
Yo a podle véty o limité slozené funkce (viz véta 12.4) plati

—1(,) _ f—1
i @) = (@) _ %
S A T @)= T Tw)
= lim 1 = lim 1 -
T g—ae SUTL@)—F(F (o)) f)—f(yw) — f ’
oo Mg g v fuEe )
kde pfedposledni rovnost plyne ze spojitosti f (x — zg = y = f(z) = f(z0) = vo)- O

Definice 14.6 (derivace funkce). Bud (a,b) C D(f) otevieny interval, na némz ma f derivaci. Pak zobrazeni
z +— f'(x) je funkci s definiénim oborem (a,b). Tato funkce se nazyva derivace funkce f a oznaluje se f’.
Analogicky zavedeme derivaci na uzavieném intervalu (a,b) s tim rozdilem, ze budeme vyzadovat, aby funkce
méla v krajnich bodech prislusné jednostranné derivace.
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Piehled vzorcu pro derivaci

(1) /=0 VceR, 2) (%) =ax""?,
(3) (") =e", (4) (a*) =a"Ilna,
1 1
) (nay == (6) (log,a) = ——
(7) (sinz) = cosuz, (8) (cosz) = —sinuw,
1 -1
©) (ga) = 5. (10) (cotga) = 1
1 |
(12) (arcsinz) = Vit (13) (arccosz) = Nivsr=t
1 -1
(13) (aretgry = (1) (arccotgay = .
T x
(15) (sinhz) = coshuz, (16) (coshz) = sinhuz,
1 -1
(17) (tghﬂf)/ = Cosh2 x, (18) (COtgh l‘)/ = m
1 1
19) (argsinhz) = ——, 20) (argcoshz) = ——,
(19) (argsnha) = L (20) (orgeosha) =
1 -1
(21) (argtghz) = TRt (22) (argeotghz) = =

2 1
Priklad 14.7. Zderivujte a) f(z) = /7, b) f(z) = Va2, c) f(z) = {x sing  proz#£0,

0 pro z = 0.
ad a) D(f) = RT. Pro ka?dé x > 0 mame

1 1 -1 11 Jx
U _ (= I _ (aznzy _ 3 Inz L) = _
f(x) = (V) = (e ) =e (?2 Inz + " x) p (1 —Inx).
ad b) D(f) =R. V kazdém bodé x # 0 je
2 21
— (3 — (12/3Y _ -1/3 _
f(x) = (Va?) = (z / ) = gm /3= 5375'
V bodé z = 0 pak plati
Va2 -0 1 Va2 —0 1
4 = 1 —_— = i —_— = ! = i _— 1 —_— = =
0= lig S =l gy mee SO0 = iy T =l gn = e

a tedy derivace v bodé 0 neexistuje.
ad ¢) D(f) =R. Pro x # 0 mame

1 1 1 1 1
f'(x) = 2zsin = + 22 cos — (—2) = 2rsin — — cos —
T r\ =w T T

a pro z = 0 mame

N 240 1
f'(0) = lim f(@) = (0) — lim 2% _ i zsin = = 0.
z—0 z—0 z—0 €T z—0 T

Naproti tomu lim,_, f'(z) neexistuje. Obecné tedy nelze zaménovat f/(xg) (resp. fi(xo)) s lim f'(x) (resp.
T—xTo

im /(@)1

15 Derivace vyssich rada, diferencial

Definice 15.1 (derivace funkce ¥adu n v bodé). Bud f funkce, kterd mé derivaci na mnoziné M; C D(f)
a bud zo € M;. M4-li funkce f’ derivaci v bodé xg, nazyvame tuto derivaci druhou derivaci funkce f v bodé
To a znacéime ji f”(xq). Obecné: Bud f funkce, kterd ma na mnoziné M,,_; C D(f) (n — 1)-tou derivaci f(»~1)
a bud zg € M,_1. Ma-li funkce f(~1) derivaci v bodé zg, nazjvame tuto derivaci n-tou derivaci funkce f
v bod¢ xy a znadime ji (™) ().
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Uzitecné vzorce

1) @™ =aa-1)(a—2)...(a—n+1)z™ (2) (em)™ = e,
(3) (ar)(") =a"In" a, (4) (lna:)(") = (-t (n m—nl)'7
(5) (sinz)™ = sin(z + ng) (6) (cosz)™ = cos(x + n%),

n

(7) (fg)(")(x) = Z (n> fn=9) (as)g(i) () (Leibnizova formule).

, 1
1=0
Dtikaz Ize ve vSech pripadech provést matematickou indukci.

Definice 15.2 (diferencovatelnosti a diferencidlu funkce v bodg). Bud f definovand na néjakém d-okoli bodu
7o € R, tj. na intervalu (z¢ — d, 2 + ). Rekneme, 7e tato funkce je diferencovatelnd v bodé wy, jestlize existuji
a € R a funkce 7 : h — 7(h) splijici limp_,o 7(h) = 0 takové, Ze pro |h| < § plati

f(zo + h) — f(xo) = ah + hr(h).
V tomto piipadé se linedrni funkce h — ah nazyva diferencidl funkce f v bodé xo a znadi se df(xg)(h), struéné
df(zo).

Poznamka. Rozdil f(xg+h)— f(xo) se nazyva piirtstek funkce f v bodé x¢ pfi prirtstku h nezavisle proménné
a znadl se Af(zg)(h), struéné Af(zg). Pro diferencovatelnou funkci plati Af(zo)(h) = df(zo)(h) + h1(h).

Véta 15.3. Funkce f je diferencovatelnd v bodé xg € R prdvé tehdy, kdyZ md v tomto bodé derivaci. V tomto
pripadé je a = f'(x9).
Diikaz. ,=“ Necht f je diferencovatelnd v xg, tj. plati f(xo + h) — f(z0) = ha+ h7(h). Vydélenim h # 0 mame
h) — h) —
f(zo+h) — flxo) fl@o+h) = flxo) _ lim (a + 7(h))

h h h—0

=a+ lim 7(h) = a.
h—0

=a+7(h) atedy f'(zo) = }lllir%)

=0

»<=“ Necht f mé v bodé z( derivaci. Polozme a = f'(z¢) a

f(zo+h) — f(zo) = hf'(x0)
h

_ : _ i S@o+h) = flxo) = hf'(0)
T(h) = . Pak %E)T(h)_hm 0 0 0

h—0 h
= f'(z0) — f'(20) = 0.
O
Pro diferencial tedy plati df(xzo)(h) = f'(z¢)h. Z tohoto vyjadfeni plyne geometrickd interpretace diferen-
cidlu. Diferencidl je pfirtistek naméfeny na tecné, tj. Af(zo) = f/(x¢)h. Toho lze vyuzit k pfibliznému vypoétu
funkéni hodnoty, viz nasledujici priklad.
Priklad 15.4. Vypoctéte priblizné hodnotu /4, 02.
Reseni. Polozme f(z) = /z. Potom /4,2 — /4 = f(4,02) — f(4) ~ df(4)(0.02). Protoze f'(z) = 2=/, mame
df(4)(0.02) = 10,02 = 0,005 a tedy /4,2 ~ 2 + 0,005 = 2,005 (presn&jsi hodnota je 2,00499).

Pozndmka. Polozime-li f(x) = x, pak f'(z¢) = 1 pro Vzp € R a tedy df(zg) = h, struéné dz = h. Lze tedy
psat df(xg) = f'(xo) dx a naopak f'(xg) = dfé;”_"), struéné f' = 9L (Leibniziiv zapis derivace). Za pouziti této

dz
symboliky pak dostane ndzorny tvar napt. vzorec pro derivaci slozené funkce
df _df de
dz  dy dz’

Definice 15.5 (n-tého diferencidlu funkce v bodé). Nechf f ma v bodé xo n-tou derivaci £ (x¢), n > 1.
Pak n-ty diferencidl v bodé x¢ je definovan jako zobrazeni d™f(z¢) : h — f(")(z¢)h™, symbolicky d™f(zo) =
) (20) dz™.

Pozndmka. Diky poslednimu vztahu je tedy mozno psat f(™ = % (Leibniztiv zépis n-té derivace).
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