16 Obecné véty o derivaci

Véta 16.1 (Rolleova, Michel Rolle 1652-1719, Francouz). Necht funkce f spliiuje predpoklady:
(i) je spojitd na {(a,b);
(ii) md vlastni nebo nevlastni derivaci v kazdém bodé (a,b);

(i) f(a) = /(0).

Pak existuje bod c € (a,b) tak, Ze f'(c) = 0.

Dikaz. Je-li f konstantni, staci za ¢ vzit libovolny bod z (a, b). Necht f neni konstantni. Podle 2. Weierstrassovy
véty existuje ¢ € (a,b) takové, ze f(c) = max{f(z) : x € (a,b)}. Necht nejprve f(c) > f(a) = f(b). Podle (ii)
existuje f’(c) € R*. P¥ipustme f'(c) > 0, tedy lim, .. f(xi_f(c) > 0. To znamen4, Z%e existuje O*(c) takové, Ze
pro z € O*(c) je w > 0. Zvolme z7 € {(a,b) N O*(c), 1 > c¢. Pak 1 — ¢ > 0, f(z1) — f(c) <0, tedy

w < 0, coz je spor. Analogicky vylou¢ime moznost f'(c) < 0. Je tedy f'(c) = 0. Pokud f(a) = f(b) =
max{f(z) : z € (a,b)}, poloZzime ¢ = min{f(x) : € {a,b)} a provedeme analogické uvahy. O

Poznamka. 7 dikazu plyne, Ze za c lze volit bod, ve kterém f nabyva svého maxima nebo minima. Neplyne
z ného ale, Ze jiné body, ve kterych je nulova derivace, neexistuji.

Véta 16.2 (Lagrangeova véta o stfedni hodnoté, véta o piiristku funkce, Joseph-Louis Lagrange 1736-1813,
Francouz italského pivodu). Necht funkce f spliiuje:
(i) je spojitd na (a,b),
(ii) v kaZdém bodé (a,b) md vlastni nebo nevlastni derivaci.
Pak ezxistuje ¢ € (a,b) takové, Ze plati
f(b) — f(a)

7o ==

a)f (f(b) — f(a))z. Diky pfedpokladiim na f spliiuje F' pfedpoklady Rolleovy
véty (ovéfte), a tedy existuje ¢ € (a,b) tak, ze F'(c) = 0. Derivace F je F'(z) = (b—a)f'(z) — (f(b) — f(a)),
atedy F'(c) = (b—a)f'(c) — (f(b) — f(a)) = 0. Vyjadtime-li odtud f’(c), dostdvame tvrzeni. O

Pozndmka. Z tvrzeni plyne f(b) — f(a) = f'(c)(b— a). Leva strana pfedstavuje pfirtistek funkéni hodnoty mezi
body a,b — odtud druhy nazev véty.

Dikaz. Polozme F(x) = (b—a)f(z) —
a

Véta 16.3 (Cauchyova véta o stfedni hodnoté, véta o podilu piiristkt funkce). Necht funkce f, g splriugi:
(i) jsou spojité na {(a,b),
(ii) v kazdém bodé (a,b) existuje vlastni nebo nevlastni derivace f'(x) a vlastni nebo nevlastni derivace g'(x) #
0.
Pak ezxistuje ¢ € (a,b) takové, Ze
1) - f@ _ ()
g9(b) —gla)  ¢'(c)

Dikaz. Funkce g spliiuje pfedpoklady Lagrangeovy véty o stiedni hodnoté a tedy existuje d € (a, b) takové, Ze

F(z) = (g(b) — g(a)) f(z) — (f(b) — f(a))g(z). Protoze tato funkce spliiuje pfedpoklady Rolleovy véty, existuje
¢ € (a,b) takové, ze F'(c) = 0. Tedy 0 = (g(b) — g(a)) f'(c) — (f(b) — f(a))g'(c), z Eehoz plyne tvrzeni. O

M = ¢'(d) # 0, z ¢ehoz plyne g(b) — g(a) # 0, takze zlomek na levé strané tvrzeni véty ma smysl. Polozme

Poznamka. Dikaz Lagrangeovy véty vyuzivd Rolleovu vétu. Dikaz Cauchyovy véty vyuziva Lagrangeovu
a Rolleovu vétu. Bezprostiedné je ale vidét, ze Lagrangeova véta je dusledkem Cauchyovy véty a Rolleova
véta je disledkem Lagrangeovy veéty. VSechny t¥i véty jsou tedy ekvivalentni.

Vé&ta 16.4 (I'Hospitalovo pravidlo, Johann Bernoulli 1667-1748, Svycar (skute¢ny autor), Guillaume Francois
de 'Hospital 1661-1704, Francouz). Necht f, g jsou funkce, xo € R* a necht lim, ., f(x) = lim,_,, g(z) =0
nebo limy_, ., f(z) = too, lim, ., g(z) = too. Existuje-li

!
fim L) ¢ g,
a>a0 g'(x)
pak existuje i
!
lim M a plati  lim M = li ! (33)
z—zo g(x) z—zo0 g(x) w0 ¢'(T)

Stejné turzent plati i pro jednostranné limity.
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existuje vlastni nebo nevlastni limita

lim I'(x)

L= .
a—ao g'(x)

Uvazujme nejprve limitu zprava  — xo9+, kde 29 € R (tj. x¢ je vlastni bod). Existence limity L implikuje,
ze funkee f’, ¢' a f'/g’ jsou definovany v néjakém pravém okoli bodu zg, tj. na intervalu (zg,zq + d) (§ > 0).
Podle véty 14.2 jsou pak f, g spojité v kazdém bodé tohoto intervalu. Pokud navic polozime f(xg) = g(z9) =0
(to miizeme, protoZe existence limity nezavisi na hodnotach funkce v bodé xzp), pak f, g budou spojité zprava
v bodé xg, tj. celkové mame spojitost téchto funkei na intervalu (zg, z¢ 4+ §). Zvolme nyni éislo 1 € (zg, zo +9)
libovolng. Pak funkce f, g jsou spojité na intervalu (zg, z1), p¥iCemz ¢'(x) # 0 pro kazdé x € (x,z1) (kdyby
nastal opak, nemohl by vyraz f’/¢’ byt definovan v intervalu (zg, 2o+ 9)). Funkce f, g tedy spliiuji predpoklady
Cauchyovy véty o stfedni hodnoté (viz véta 16.3), a proto existuje & € (zg,x1) takové, ze

f(z1) = f(0) _ () flz1) =0 _ f'(§) flz) _ f'(©)

= = = =

g(x1) —g(0) — g'(§) g(z1) =0 g'(€) g(z1) g€’

Posledni rovnost plati nezavisle na volbé bodu x, pro 1 — zo+ tedy mame i £ — 0+ (véta o 3 limitach),

pricemz
fa) o PO f@

m1ixo+ g(,’El) - 5—1z0+ g’(é)’ ' r—zo+ g(ﬂﬁ)

Analogicky bychom ukézali piipad lim,_,,,—, kdy opét

im @ =
AR 9)

Pokud je xg nevlastni bod, napt. xg = oo, pouzijeme pravé dokézané tvrzeni na limitu

o S)
w30+ g(1/7)

kterd se rovna (pokud existuje) limité

im @
M g(a)

O
Pozndmka. a) 'Hospitalovo pravidlo lze p¥i zachovani uvedenych pfedpokladt opakovat.

b) Limity vedouci k neur¢itym vyraztm 0 - oo, co — 0o, 0°, 0o a 1% lze fesit pomoci ’'Hospitalova pravidla
zprostiedkované:

(i) Typ0-o00: lim f(z) =0, lim g(z) = oo = lim f(z)g(z) = lim @
T—x0 T—x0 Tr—rxQ T—To g(ac)
1 1 1 1
(ii) Typoo—oo: lim f(z) = lim g(z) = oo = lim [f(z) —g(x)] = lim [1 - 1] = lim M.
Tr—xo Tr—xg T—To Tr—xTo _— —_— Tr—xo - —
) f(z) 9(x) fx)  g(z)
(iii) Typy 0°, 0c®, 1°°: lim (f(x))g(””) = ¢lMe—ag 9(@) I f(®)  kde ynitini limita je typu 0 - co.
T—To
Priklad 16.5. lim, o (Cotgm — %)
. 1 . cosz 1 . xTcosx —sinz
lim (cotgx —— | = lim - ——])=lim ——
=04 T z—0+ \ sinz =z 20+ rsinz
—zsinz . —(sinz 4+ zcosz)

= lim ————— = lim - =
z—0+ sinx +zcosx =0+ 2cosx — xsinx

17 Tayloriv polynom

Definice 17.1 (Taylorova polynomu). Necht f ma v bodé zg € D(f) derivace az do n-té véetné. Polynom

"y aes (")x

T f.0(x) = To(x) = f(z0) + (x — o) + x — xo)"

se nazyva Taylordv polynom funkce f se stiedem v bodé xg (Brook Taylor 1685-1731, Anglican). Je-li zy = 0,
nazyva se tento polynom Maclauriniv (Colin Maclaurin 1698-1746, Skot).
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Maclaurinovy polynomy nékterych elementarnich funkci
1. f(z) =e®, ()™ =e*, f("(0) =€ =1 a tedy

v x? PN
Tn(m):1+ﬂ+§+"'+ﬁ=kzﬁ.
=0
2. f(z) =sinz, f(0) =0, f'(z) = cosz = f'(0) =1, f"(x) = —sinz = f"(0) =0, f"'(z) = —cosz =
f7(0) = -1, f® =sinz = f®(0) =0, ...Celkem f**=D(0) = (-1)""*, f?)(0) = 0. Odtud

R B Ly n L a?kt
BHW:BW*”‘§+5‘““*>7ﬁfﬁ:;“mlﬁtﬁ'
3. f(x) =coszx, f(0) =1, f'(z) = —sinz = f'(0) =0, f'(z) = —cosz = f"(0) = -1, f"'(z) = sinz =
f"(0) =0, f<4 =cosz = fW(0) = .Celkem f("=1(0) =0, f?")(0) = (—1)". Odtud
2 4 2n n 2%
Ton(z) = Topy1(v) =1 — % + % — -+ (—1)"% = Z(—l)k (;k)'
k=0
4. f(z) =Wl +2), f(0) =0, f'(x) = 137 = f(0) = 1, f"(z) = — iz = [(0) = =1, f"(2) = g5,
F7(0) = 2, FD (@) = — S, fD(0) = —2-3, ... Celkem f™)(x) = (~1)"1 G2 o fo(g) —
(=)™ 1(n —1)!. Odtud
2?2 a8 n—1Z" - 12"

k=1

o=l = f0) = a, f'(z) = ala—1)(1+2)*2 =

5. f(z) = 1 +2)% a e R, f(0) =1, f'(x) x)
3= f7(0) = afa — 1)(a — 2),.... Celkem £ (z) =
1)

7(0) = afa - 1), f"(x) = a{a — D)o - 21
ala=1)...(a=n+1)(14+x)* "= f ”)( )=
k=1,2,..., (0)71, pak

T,(z) =1+ (T)x—&- ((;)x“’ +ot (3)9&” = kz;o (Z)ﬁ

Pro a € N, a < n je Maclauriniv polynom rozepsanim vyrazu (1 4+ 2)® podle binomické véty.

Véta 17.2 (Taylorova). Bud f funkce, xo € D(f), n € N. Necht existuje O(xq) takové, Ze f md (n + 1)-ng
derivaci v kazdém bodé z O(xg) a necht x € O(xg). Pak v otevieném intervalu s krajnimi body xo a x existuje
cislo & takové, Ze plati

a(l +
14 z)o-

ala—1)...(a—k+1)

a(a—1)...(a—n+1). Definujeme-li () = S—15—",

_ f'(2o) f" (o) 2 £ (o) n SO n+1
f(z) = f(zo) + 1 (z — o) + 2 (z — 20) +"'+T($—$o) +m($—$0) :
Diikaz. Necht Z € O*T () je libovolné. Polozme K = %,tj (%) = T (2)+ K (Z—x0)" L. Dale polozime

F(z) = f(z)-T,(z)—K(z—20)" " pro x € (g, 7). Funkce F mé na (¢, &) spojité derivace az do fadu n, protoze
f mé na tomto intervalu (n+1)-ni derivaci (viz véta 14.2) a T}, (x—x0)™*! maji derivace viech f4dt. Dosazenim
r = xg do F (s vyuzitim definice T},) je snadné ovéftit, ze F(xg) = F'(x9) = F"(x0) = -+ = F™(x9) = 0.
Déle F(z) = 0. Tedy F spliiuje na (zg,Z) predpoklady Rolleovy véty (viz véta 16.1). Odtud plyne, Ze existuje
&1 € (w9, ) takové, ze F'(&) = 0.

To déale znamend, ze funkce F’ splituje pfedpoklady Rolleovy véty na (xg,&1), z éehoZ plyne, Ze existuje
& € (a,c1) takové, ze F''(&3) = 0.

Takto pokracujeme déle, az v n-tém kroku ukaZeme, 7e existuje &, € (zo, %) takové, ze F(™(¢,) = 0.
Protoze i F(™ splituje piedpoklady Rolleovy véty, existuje & € (zq,&n) C (w0, %) takové, ze F(H1(€) = 0.

Pritom F("+1D(¢) = f+D(¢) —0 — K(n + 1)! = 0. Odtud plyne K = f((r;t:i)(}t) Dokézali jsme tedy vzorec pro

x = %. ProtoZe ale ¥ € O*T(zg) bylo libovolné, plati vzorec na celém pravém okoli O**(zg). Jeho platnost na
levém okoli bodu by se ukazala analogicky. O

Pozndmka. a) Rovnost ve vété 1ze obecné napsat jako f(x) = Tp,(x) + Ry (), kde funkce R, se nazyva Taylordv

A (9)
(n+1)!

(r — 20)"*! a toto vyjadieni se nazyvéa Lagrangetiv tvar Taylorova
f <”“)(n)(
n!

zbytek. V naSem piipadé je R, (x) =

zbytku. Existujii jiné tvary Taylorova zbytku, napf. Cauchyiv tvar R, (z) =
b) Cislo ¢ lze napsat ve tvaru £ = x¢ + 9(x — x9), kde ¥ € (0,1).
c¢) Lagrangeovu vétu o stfedni hodnoté (véta 16.2) lze chapat jako specidlni piipad Taylorovy véty (pro
n=1).

x—x0)(x—n)",n € (20, ).

41



Zbytky Maclaurinovych polynomii vybranych elementarnich funkci

eﬂw i1
1. f(z)=¢€", Ry(x) = mx" ;

sin(Yx +nm) ,

2. f(x) =sinx, Rap_1(x) = ol iy
cos(Vx + Ztlq)

3. f(z) =cosz, Rop(x) = ((2n - 1)2! ) 2+,
Zntl

4. f(x) =In(z + 1), Ru(z) = (-1)" (n+1)(1+ ﬂx)n+1;

> (1 + ﬂx)afnflxn+1'

ot

@)= e, Ra) = (T
Priklad 17.3. Uréete Maclauriniv polynom, ktery na intervalu (—m/2,7/2) aproximuje funkci f(z) = sinz
s piesnosti 107°.

Reseni. Pro Taylortiv zbytek funkce sin na zadaném intervalu plati

sin(dx + nm) o (5P

et S G

|Ron—1(2)| =

Protoze |Rg(x)| < 0,00002 a |Ry1| < 0,0000005 < 105, stadi vzit

2173 2175 {E7 1’9 $11

Tu(r) =z ——+ * 362830  39916800°

6 ' 120 5040
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